
Esercizi di Programmazione Lineare

1 Soluzione di Base: Forma Matriciale

Si consideri il poliedro P = {x ∈ R3 : Ax ≤ b} in cui:

A =


1 0 1
1 1 0
0 1 1
1 1 1

 , b =


2
1
4
3

 , x̄1 =


− 1

2

+ 3
2

+ 5
2

 x̄2 =

 0
1
2


I vettori x̄1 e x̄2 rappresentano delle soluzioni di base? Sono ammissibili? Perchè?

Soluzione

(x̄1) il primo punto valutato con i vincoli del poliedro da:

i = 1 : −1/2 +5/2 = 2 attivo
i = 2 : −1/2 +3/2 = 1 attivo
i = 3 : +3/2 +5/2 = 4 attivo
i = 4 : −1/2 +3/2 +5/2 = 7/2 > 3 violato

La sotto matrice di A indotta dai vincoli attivi I(x̄1) = {1, 2, 3} è la seguente:

AI(x̄1) =

 1 0 1
1 1 0
0 1 1


il cui determinante è pari a 2, quindi è una matrice invertibile, e di conseguenza i 3 vincoli attivi sono
linearmente indipendenti. La soluzione x̄1 è una soluzione di base, ma non è ammissibile, in quanto il quarto
vincolo è violato.

(x̄2) il secondo punto valutato con i vincoli del poliedro da:

i = 1 : +2 = 2 attivo
i = 2 : +1 = 1 attivo
i = 3 : +1 +2 = 3 < 4 ammissibile
i = 4 : +1 +2 = 3 attivo

La sotto matrice di A indotta dai vincoli attivi I(x̄2) = {1, 2, 4} è la seguente:

AI(x̄2) =

 1 0 1
1 1 0
1 1 1


il cui determinante è pari a 1, quindi è una matrice invertibile, e di conseguenza i 3 vincoli attivi sono
linearmente indipendenti. La soluzione x̄2 è una soluzione di base ed è ammissibile, in quanto l’unico vincolo
non attivo è ammissibile in x̄2.
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2 Soluzioni di Base: Via Grafica

Dato il poliedro P descritto graficamente in figura (in grigio la regione ammissibile), dire quali dei punti dati sono
soluzioni ammissibile e/o di base giustificando la risposta:

(x3, y3)

y

P
(x4, y4)

(x2, y2)(x1, y1)

x

Soluzione

1. (x1, y1): soluzione di base ammissibile, data dalla combinazione lineare di due vincoli attivi nel punto dato
(siamo in R2, quindi bastano 2 vincoli linearmente indipendenti)

2. (x2, y2): soluzione di base in quanto combinazione di due vincoli attivi nel punto dato, ma non ammissibile
in quanto (x2, y2) /∈ P

3. (x3, y3): soluzione ammissibile, ma non di base (nessun vincolo attivo)

4. (x4, y4): soluzione ammissibile, ma non di base, in quanto si ha un solo vincolo attivo (ne servono due per
avere una soluzione di base)

3 Esercizi sul duale: riconoscimento

Dato il problema lineare:

(P1) max x1 + 2x2 + x3

s.t. x1 + x2 ≤ 1

x1 + x3 ≤ 4

dire quale dei due seguenti problemi è il duale di (P1):

(P2) min y1 + 4y2

s.t. y1 + y2 ≤ 1

y1 = 2

y2 = 1

y1, y2 ≥ 0

(P3) min y1 + 4y2

s.t. y1 + y2 ≤ 1

y1 ≤ 2

y2 ≤ 1

y1, y2 ≥ 0
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Soluzione

Si osservi che il problema (P3) è ammissibile, per esempio per (y1, y2) = (1, 0), in cui il valore della funzione obiettivo
è pari a 1. Il duale del problema (P3) (si rivedano le slides delle lezioni: cx̄ ≤ ȳT b, dove x̄ e ȳ sono rispettivamente
soluzioni ammissibili per il primale e il duale) quindi al più varrà 1.

Osservando invece il problema (P1), si noti che è illimitato, in quanto le variabili sono libere in segno, e quindi
qualsiasi soluzione del tipo (x1, x2, x3) = (−M,M, 0) è ammissibile e di valore pari a M . In pratica, possiamo
continuare a far crescere M e avere sempre una soluzione ammissibile: (P1) è illimitato. Quindi (P3) non può essere
il duale di (P1).

Infine si noti che il problema (P2) non è ammissibile, e quindi non pone nessun limite al valore di (P1). Per
verificare che effettivamente (P2) sia il problema duale di (P1) si utilizzi la tabella dell’esercizio 4.

4 Passaggio al duale 1

Scrivere il duale dei seguenti problemi di programmazione lineare, usando la tabella riportata sotto.

(a) min x1 − x2 + 2x3

s.t. 2x1 − 3x2 + x3 − x4 ≤ 0

x2 − x3 + x4 = 1

− x1 + x3 ≥ 4

x1, x3 ≥ 0

(b) min − x1 + x2 + x3

s.t. x2 − 2x3 ≥ 1

− x1 − x2 + x3 ≥ 1

x1, x2, x3 ≥ 0

(c) max − x1 + 4x2 + x3

s.t. − x2 − x3 ≤ 10

x1 ≥ −3

2x1 − 3x2 + 2x3 = 12

− 3x1 + 2x2 ≤ 2

x1 ≤ 0, x3 ≥ 0

Programmazione Lineare

-18-

min max

variabili vincoli

vincoli variabili

vettore costi c vettore termini noti b
vettore termini noti b vettore costi c

Aix(bi yi(0

Aix'bi yi'0

Aix=bi yi <
>0

xi(0 yAi'ci

xi'0 yAi(ci

xi <
>0 yAi=ci

fig. 8: tabella di corrispondenza Primale/Duale

Esempio: passaggio al duale (2)
Proviamo ad applicare la tabella di corrispondenza direttamente al problema dell'esempio precedente.
Considerando i vincoli su x2 e x4 come vincoli di segno (quindi impliciti) dobbiamo introdurre due
sole variabili duali (y1, y2) in corrispondenza ai vincoli del problema primale. Il duale avrà 4 vincoli:

max -3y1 +3y2

2y1 -y2 = 3
-2y1 +y2 ' 4
4y1 +y2 = 0
-y1 ( 1

y1(0,  y2 <> 0

Per capire il tipo di vincolo (',( o =) dobbiamo fare riferimento alla variabile primale corrispondente:
x1 e x3 sono libere in segno (prima colonna corrispondente al problema di minimo, e ultima riga della
tabella in fig. 8) quindi i corrispondenti vincoli del duale sono di uguaglianza. Il secondo vincolo è di
minore o uguale poiché x2 assume valori non negativi e viceversa il quarto vincolo è di maggiore o
uguale. Considerazioni analoghe riguardano i segni delle variabili duali per i quali dobbiamo fare
riferimento al tipo di vincoli del primale.
Il problema duale ottenuto dalla applicazione della tabella è diverso dal duale che avevamo ottenuto
riconducendoci ad uno degli schemi di coppie di problemi duali. Possiamo però provare facilmente
che i due duali sono equivalenti, applicando le regole di trasformazione viste all'inizio del capitolo. In
particolare sdoppiando la variabile non vincolata in segno, introducendo opportune variabili di scarto e
cambiando il verso della funzione obiettivo.

Esempio
Consideriamo il seguente problema di PL (dove sottintendiamo che, se non esplicitamente segnalato,
una variabile è non vincolata in segno, come ad esempio la variabile x2).

max 12x1 + 7 x2
 5x1 + 7 x2 =  8
 4x1 + 2 x2 ( 15
 2x1 +  x2 '  3

x1 (  0

Soluzione

(a) Scriviamo prima i vettori c e b, e la matrice A:

c = (1,−1, 2, 0) bT = (0, 1, 4) A =

 2 −3 1 −1
0 1 −1 1
−1 0 1 0
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Poiché abbiamo tre vincoli nel primale, avremo tre variabili nel duale, ovvero y1, y2, y3, e il problema duale
risulta essere:

max y2 + 4y3

s.t. 2y1 − y3 ≤ 1

− 3y1 + y2 = −1

y1 − y2 + y3 ≤ 2

− y1 + y2 = 0

y1 ≤ 0, y3 ≥ 0

(b) Da fare come esercizio.

(c) Scriviamo prima i vettori c e b, e la matrice A:

c = (−1, 4, 1) bT = (10,−3, 12, 2) A =


0 −1 −1
1 0 0
2 −3 2
−3 2 0


Poiché abbiamo 4 vincoli nel primale, avremo 4 variabili nel duale, ovvero y1, y2, y3, y4, e il problema duale
risulta essere:

min 10y1 − 3y2 + 12y3 + 2y4

s.t. y2 + 2y3 − 3y4 ≤ −1

− y1 − 3y3 + 2y4 = 4

− y1 + 2y3 ≥ 1

y1 ≥ 0, y4 ≥ 0, y2 ≤ 0

5 Passaggio al duale

Scrivere il duale del seguente problema di programmazione lineare con variabili xij e yj :

min

m∑
j=1

cjyj (1)

s.t.

m∑
j=1

aijxij = bi i = 1, . . . , n (2)

n∑
i=1

xij ≤ yj j = 1, . . . ,m (3)

xij ≤ 1 i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m (4)

xij ≥ 0 i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m (5)

Soluzione

Per prima cosa scriviamo il problema di ottimizzazione in forma matriciale, identificando la matrice A e i vettori c
e b. Il vettore dei costi è semplicemente:

cT = (011, . . . , 0nm, c1, . . . , cm)

Si noti che il vincolo (3) può essere riscritto come:

n∑
i=1

xij − yj ≤ 0 j = 1, . . . ,m
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e quindi il vettore dei termini noti può essere scritto come:

bT = (b1, . . . , bn, 01, . . . , 0m, 111, . . . , 1nm)

Dove abbiamo prima gli n termini per il vincolo (2), poi gli m termini per (3), ed infine gli n×m termini per (4).
Abbiamo tre tipi di vincoli, e quindi introduciamo le seguenti variabili duali:

• per il vincolo (2) la variabile duale → αi

• per il vincolo (3) la variabile duale → βj

• per il vincolo (4) la variabile duale → γij

A questo punto dobbiamo identificare la matrice A: questa matrice ha una colonna per ogni variabile, e quindi
avrà prima n×m colonne corrispondenti alle variabili xij e poi m colonne per le variabili yj . Ogni riga della matrice
corrisponde ad un vincolo, ad esclusione dei vincoli di segno. Per ogni riga (i.e. vincolo) della matrice, riportiamo
nell’ultima colonna la variabile duale corrispondente.

A =



x11 x12 · · · x1m x21 x22 · · · x2m · · · xn1 · · · xnm y1 y2 · · · ym
a11 a12 · · · a1m 0 · · · · · · 0 0 0 · · · 0 α1

0 · · · 0 a21 a22 . . . a2m 0 . . . 0 0 0 · · · 0 α2

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0 . . . 0 0 . . . 0 · · · 0 an1 an2 . . . anm 0 0 · · · 0 αn

1 0 · · · 0 1 0 · · · 0 1 0 · · · 0 −1 0 · · · 0 β1

0 1 · · · 0 0 1 · · · 0 1 · · · 0 0 −1 · · · 0 β2

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0 . . . 0 1 . . . 0 · · · 1 0 · · · 0 1 0 · · · −1 βm
1 0 · · · · · · 0 0 0 γ11

...
...

...
...

...
...

0 · · · 1 · · · 0
...

... γij
...

...
...

...
...

...

0 · · · 1
...

... γnm


Il duale del problema dato risulta quindi essere il seguente:

max

n∑
i=1

biαi +

n∑
i=1

m∑
j=1

γij

s.t. aijαi + βj + γij ≤ 0 i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m

− βj = cj j = 1, . . . ,m

βj ≤ 0 j = 1, . . . ,m

γij ≤ 0 i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.
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6 Passaggio al duale

Si consideri il grafo orientato G = (N,A) e si scriva il duale del seguente problema:

min
∑

(i,j)∈A

cijxij (6)

s.t.
∑

(i,j)∈FS(i)

xij ≤ 1 ∀i ∈ N (7)

∑
(i,j)∈BS(j)

xij ≤ 1 ∀j ∈ N (8)

∑
(i,j)∈A

Dhijxij ≥ bh h = 1, . . . ,H (9)

xij ≥ 0 (i, j) ∈ A (10)

Soluzione

Per prima cosa scriviamo il problema di ottimizzazione in forma matriciale, identificando la matrice A e i vettori c
e b. Sia n il numero di nodi in N ed m il numero di archi in A.

Abbiamo tre tipi di vincoli, e quindi introduciamo le seguenti variabili duali:

• per il vincolo (7) la variabile duale → αi

• per il vincolo (8) la variabile duale → βj

• per il vincolo (9) la variabile duale → γh

Il vettore dei costi è semplicemente:
c = (. . . , cij , . . . )

in cui abbiamo il costo di ogni arco (i, j) ∈ A. Il vettore dei termini noti può essere scritto come:

bT = (11, . . . , 1n, | 11, . . . , 1n, | b1, . . . , bH)

Dove abbiamo prima gli n termini per il vincolo (7), poi gli n termini per (8), ed infine gli H termini per (9).
A questo punto dobbiamo identificare la matrice A: questa matrice ha una colonna per ogni variabile, e quindi

avrà prima m colonne corrispondenti alle variabili xij . Ogni riga della matrice corrisponde ad un vincolo, ad
esclusione dei vincoli di segno. Per ogni riga (i.e. vincolo) della matrice, riportiamo nell’ultima colonna la variabile
duale corrispondente.

A =



· · · xij · · · xkl · · ·

· · ·
... · · · 0

· · · 1 · · · 0 · · · αi

· · · 0 1 · · · αk

· · ·
... · · · 0

· · ·
... · · · 0

· · · 1 · · · 0 · · · βj
· · · 0 · · · 1 · · · βl

· · ·
... · · · · · · 0

· · · D1ij · · · D1lk · · · γ1

· · ·
... · · ·

...
· · · Dhij · · · Dhij γh

· · ·
... · · ·

...
· · · DHij · · · DHlk · · · γH
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In pratica, si deve riconoscere che ogni arco (i, j) ∈ A appare nella colonna corrispondente alla variabile xij
una sola volta come arco uscente dal nodo i (ovvero nel vincolo (7)), una sola volta come arco entrante dal nodo j
(ovvero nel vincolo (8)), e appare in tutti i vincoli di tipo (9), ma ogni volta con un coefficiente diverso.

Il duale del problema dato risulta quindi essere il seguente:

max

n∑
i=1

αi +

n∑
j=1

βj +

H∑
h=1

γh

s.t. αi + βj +

H∑
h=1

Dhijγh ≤ cij ∀(i, j) ∈ A

αj ≤ 0 ∀i ∈ N
βj ≤ 0 ∀j ∈ N
γh ≥ 0 h = 1, . . . ,H.

7 Passaggio al duale

Scrivere il duale del seguente problema definito sulle variabili x, y e w:

max

m∑
j=1

m∑
l=1

qjlyjl +

m∑
j=1

cjxj (11)

s.t.

m∑
j=1

aijxj ≥ 1 i = 1, . . . , n (12)

m∑
j=1

ailyjl ≥ xj i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m (13)

wjl ≤ xj j = 1, . . . ,m, l = 1, . . . ,m (14)

wjl ≤ xl j = 1, . . . ,m, l = 1, . . . ,m (15)

wjl ≥ xj + xl − 1 j = 1, . . . ,m, l = 1, . . . ,m (16)

xj ≥ 0 j = 1, . . . ,m (17)

yjl ≥ 0 j = 1, . . . ,m, l = 1, . . . ,m (18)

Soluzione

Abbiamo cinque tipi di vincoli, e quindi introduciamo le seguenti variabili duali:

• per il vincolo (12) la variabile duale → αi ≤ 0

• per il vincolo (13) la variabile duale → βij ≤ 0

• per il vincolo (14) la variabile duale → γ1
jl ≥ 0

• per il vincolo (15) la variabile duale → γ2
jl ≥ 0

• per il vincolo (16) la variabile duale → µjl ≤ 0
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Applicando lo stesso procedimento degli esercizi precedenti, il duale del problema dato risulta essere il seguente:

min

n∑
i=1

αi −
m∑
j=1

m∑
l=1

µjl

n∑
i=1

aijαi −
n∑

i=1

βij −
m∑
l=1

γ1
jl −

m∑
l=1

γ2
lj −

m∑
l=1

µlj −
m∑
l=1

µlj ≥ cj j = 1, . . . ,m

n∑
i=1

aijβil ≥ qjl j = 1, . . . ,m, l = 1, . . . ,m

γ1
jl + γ2

jl + µjl = 0 j = 1, . . . ,m, l = 1, . . . ,m

αi ≤ 0, βij ≤ 0, γ1
jl ≥ 0, γ2

jl ≥ 0, µjl ≤ 0.
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