
Esercizi di Programmazione Lineare

1 Soluzione di Base: Forma Matriciale

Si consideri il poliedro P = {x ∈ R3 : Ax ≤ b} in cui:

A =


1 0 1
1 1 0
0 1 1
1 1 1

 , b =


2
1
4
3

 , x̄1 =


− 1

2

+ 3
2

+ 5
2

 x̄2 =

 0
1
2


I vettori x̄1 e x̄2 rappresentano delle soluzioni di base? Sono ammissibili? Perchè?

2 Soluzioni di Base: Via Grafica

Dato il poliedro P descritto graficamente in figura (in grigio la regione ammissibile), dire quali dei punti dati sono
soluzioni ammissibile e/o di base giustificando la risposta:
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3 Esercizi sul duale: riconoscimento

Dato il problema lineare:

(P1) max x1 + 2x2 + x3

s.t. x1 + x2 ≤ 1

x1 + x3 ≤ 4

dire quale dei due seguenti problemi è il duale di (P1):
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(P2) min y1 + 4y2

s.t. y1 + y2 ≤ 1

y1 = 2

y2 = 1

y1, y2 ≥ 0

(P3) min y1 + 4y2

s.t. y1 + y2 ≤ 1

y1 ≤ 2

y2 ≤ 1

y1, y2 ≥ 0

4 Passaggio al duale 1

Scrivere il duale dei seguenti problemi di programmazione lineare, usando la tabella riportata sotto.

(a) min x1 − x2 + 2x3

s.t. 2x1 − 3x2 + x3 − x4 ≤ 0

x2 − x3 + x4 = 1

− x1 + x3 ≥ 4

x1, x3 ≥ 0

(b) min − x1 + x2 + x3

s.t. x2 − 2x3 ≥ 1

− x1 − x2 + x3 ≥ 1

x1, x2, x3 ≥ 0

(c) max − x1 + 4x2 + x3

s.t. − x2 − x3 ≤ 10

x1 ≥ −3

2x1 − 3x2 + 2x3 = 12

− 3x1 + 2x2 ≤ 2

x1 ≤ 0, x3 ≥ 0
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min max

variabili vincoli

vincoli variabili

vettore costi c vettore termini noti b
vettore termini noti b vettore costi c

Aix(bi yi(0

Aix'bi yi'0

Aix=bi yi <
>0

xi(0 yAi'ci

xi'0 yAi(ci

xi <
>0 yAi=ci

fig. 8: tabella di corrispondenza Primale/Duale

Esempio: passaggio al duale (2)
Proviamo ad applicare la tabella di corrispondenza direttamente al problema dell'esempio precedente.
Considerando i vincoli su x2 e x4 come vincoli di segno (quindi impliciti) dobbiamo introdurre due
sole variabili duali (y1, y2) in corrispondenza ai vincoli del problema primale. Il duale avrà 4 vincoli:

max -3y1 +3y2

2y1 -y2 = 3
-2y1 +y2 ' 4
4y1 +y2 = 0
-y1 ( 1

y1(0,  y2 <> 0

Per capire il tipo di vincolo (',( o =) dobbiamo fare riferimento alla variabile primale corrispondente:
x1 e x3 sono libere in segno (prima colonna corrispondente al problema di minimo, e ultima riga della
tabella in fig. 8) quindi i corrispondenti vincoli del duale sono di uguaglianza. Il secondo vincolo è di
minore o uguale poiché x2 assume valori non negativi e viceversa il quarto vincolo è di maggiore o
uguale. Considerazioni analoghe riguardano i segni delle variabili duali per i quali dobbiamo fare
riferimento al tipo di vincoli del primale.
Il problema duale ottenuto dalla applicazione della tabella è diverso dal duale che avevamo ottenuto
riconducendoci ad uno degli schemi di coppie di problemi duali. Possiamo però provare facilmente
che i due duali sono equivalenti, applicando le regole di trasformazione viste all'inizio del capitolo. In
particolare sdoppiando la variabile non vincolata in segno, introducendo opportune variabili di scarto e
cambiando il verso della funzione obiettivo.

Esempio
Consideriamo il seguente problema di PL (dove sottintendiamo che, se non esplicitamente segnalato,
una variabile è non vincolata in segno, come ad esempio la variabile x2).

max 12x1 + 7 x2
 5x1 + 7 x2 =  8
 4x1 + 2 x2 ( 15
 2x1 +  x2 '  3

x1 (  0

5 Passaggio al duale

Scrivere il duale del seguente problema di programmazione lineare con variabili xij e yj :

min

m∑
j=1

cjyj

s.t.

m∑
j=1

aijxij = bi i = 1, . . . , n

n∑
i=1

xij ≤ yj j = 1, . . . ,m

xij ≤ 1 i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m

xij ≥ 0 i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m
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6 Passaggio al duale

Si consideri il grafo orientato G = (N,A) e si scriva il duale del seguente problema:

min
∑

(i,j)∈A

cijxij

s.t.
∑

(i,j)∈FS(i)

xij ≤ 1 ∀i ∈ N

∑
(i,j)∈BS(j)

xij ≤ 1 ∀j ∈ N

∑
(i,j)∈A

Dhijxij ≥ bh h = 1, . . . ,H

xij ≥ 0 (i, j) ∈ A

7 Passaggio al duale

Scrivere il duale del seguente problema definito sulle variabili x, y e w:

max

m∑
j=1

m∑
l=1

qjlyjl +

m∑
j=1

cjxj

s.t.

m∑
j=1

aijxj ≥ 1 i = 1, . . . , n

m∑
j=1

ailyjl ≥ xj i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m

wjl ≤ xj j = 1, . . . ,m, l = 1, . . . ,m

wjl ≤ xl j = 1, . . . ,m, l = 1, . . . ,m

wjl ≥ xj + xl − 1 j = 1, . . . ,m, l = 1, . . . ,m

xj ≥ 0 j = 1, . . . ,m

yjl ≥ 0 j = 1, . . . ,m, l = 1, . . . ,m
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