Analisi 11 Tutorato — Settima Lezione 12 maggio 2023

Tutorato di Analisi 11

1. Si consideri la famiglia & dei parallelepipedi inscritti nella sfera unitaria ¥ di R3.
(a) Determinare gli elementi di & aventi volume massimo.

(b)

Determinare quelli di area superficiale massima.

2. Si consideri una superficie regolare ¥ C R? di classe C, e siano 2/, 2" € R?\ &
due punti che soddisfano la seguente condizione: esiste un aperto w C R3 tale che
wNY # &, e per ogni x € wNY, isegmenti [2/, z] e [z, 2”] intersecano ¥ solamente in x.

(a)

(Legge di Erone-Alhazen.) Sia definita la funzione cammino ottico
C: X —R:xw|r—2|+z—2"

Dimostrare che, se x € w N X ¢ stazionario per €, allora lo spazio normale N,
(contenente i vettori ortogonali a 3 in x) giace nel piano descritto dai vettori
x— 2, x— 2", e questi ultimi formano con N,X il medesimo angolo .

(Legge di Ibn Sahl-Snell.) Supponiamo ora che wN ¥ sia l'insieme di annullamento
di una funzione g € C'(w), e che per ogni x € wNY valgano le seguenti condizioni:

Yy € [o'a]nw g(y) >0, Vye[ra"lnw g(y) <0

Sia inoltre definita la funzione tempo ottico

dove v',v"” > 0 sono valori fissati. Dimostrare che, se x € w N X & stazionario per
T, allora N,% = span{Vg(x)} giace nel piano descritto dai vettori z — 2/, x — 2", e
detti ¢ e 9" gli angoli formati con N,X da x — 2’ e x — 2" rispettivamente, vale la
relazione

v sind = v’ sinv”.

3. Siano I'y,I'; € R? due curve regolari compatte e disgiunte. Dimostrare che esiste un
segmento perpendicolare a entrambe.



4. Sia w > 0. Tra le soluzioni dell’equazione differenziale u”(t) + w?u(t) = 0 che soddisfano

trovare quella che rende massimo l'integrale

/3w
/ u(t) dt.
0

5. Sia y € R™\ {0} un vettore fissato. Determinare i punti z*, 2~ rispettivamente
di massimo e di minimo per la funzione p(z) := x - y sulla sfera unitaria di R", e dedurre
la disuguaglianza di Cauchy—Schwarz.

6. Sia A una matrice n xn simmetrica (n > 1), e sia u € R™ un suo autovettore. Dimostrare
che, perché v € R” sia punto di minimo per R” 3 z — () = ‘zAz sull'ipersuperficie

O©O={zreR" : z-u=0, |z|=1},

¢ necessario che v sia un autovettore di A.



