1 E. Vitali - AM2

Gli esercizi segnati Xl sono comuni a Matematici e Fisici.

1. Sia % un arco di curva di equazione polare

0= 9(19)’ e [O‘aBL

dove « e B sono valori fissati. Dimostrare che la lunghezza di ¢ ¢ data da

B
L#) = [ Ve@P+ /@) .

2. Calcolare i seguenti integrali:

r=1t
3
a)/(x+z)ds, v y:ﬁt2 0<t<1 R. 56\5*1]
v 3
z=1
dove € ¢ la parte della curva p?> = a?cos20
b) / (x+y)ds, nel semipiano x > 0 esterna alla circonferenza
€ 22 +y? = a?/2. R. a?]

3.  Calcolare f,y(ac +y+ 3)dx — 2y? dy, dove v & la circonferenza di centro
l'origine e raggio 1 orientata in senso orario.

4.  Calcolare fv w dove:

r=1t
1
W(LZ/,Z):m(8$d$+ydy+zd2‘), yiqy=2t 1<t<2
z=1t2

5. Calcolare ﬁg xydx + yzdy + zx dz dove € ¢ l'arco della circonferenza

zZ=Z

{x2 +y?+ 2% =2Rx

1 72

che sta nel semispazio y > 0 ed ha come primo estremo 'origine. [R3 (6 + T6)]

6. Siaw = 2zydr —22dy. Si considerino i seguenti archi di curva, orientati
dal punto O = (0,0) al punto A = (2,1):

~1, data dal segmento OA;
~a, data dall’arco di parabola di equazione y = ixz fra O e A;
3, data dalla poligonale di vertici i punti O, Q e A, dove @ = (2,0).

Si svolga l'integrazione anche nel caso in cui w sia la forma differenziale w =
2zydx + x2dy. Quest’ultimo risultato era prevedibile?
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7. Dire se i seguenti campi vettoriali sono conservativi e, in caso afferma-
tivo, calcolarne una funzione potenziale:

a) F(z,y) = (1 +ye*, ze™ + cosy) in R?;
) Flz,y) = (yc*,¢" — cosy) in B

c) F(x,y,2) = (ysin z, zsin z, xy cos z) in R3.

8.  Calcolare

/ x dx + Y dy,
¢ 1 +22+y? V1422 +y?

dove % ¢ il quarto dell’ellisse 22/a® + y?/b* = 1 nel primo quadrante percorsa
in senso orario.

9. Calcolare
/ w2yda + (2 + y3) dy,
.

dove 7 & Dellisse #2/9 + y2/4 = 1 percorsa in senso antiorario.

10.  Calcolare

2x — 2
/ e Sy,
~ T +vy e +y

dove 7 & ellisse 22/9 + y*/4 = 1 percorsa in senso antiorario.

11. Sia a > 0. Calcolare

lim (2% + %) ds,

a—r—00 &,
a

dove €, ¢ I'arco della spirale logaritmica o = ae” corrispondente all’intervallo

9 € [, 0] R. ¥24]
12.  Calcolare la lunghezza delle curve di livello della funzione

x2+y2

[8C]
13.  Si consideri nel piano z = 0 'arco %y di equazione polare

o=¢e", Yo < U < Yy,

con Yy < 11 valori assegnati. Sia

€= {(@,,2) ER®: (2,y) € G, 2 = %@2 +%)°),
1

dove a > 0 ¢ dato. Calcolare la lunghezza di ¢ nel caso o = 5 e nel caso a = 1.
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14. Sia
Yy vty
w(z,y) = (22 + y2)3/2 r— (x2+y2)3/2 Y.

a) Calcolare I'integrale di w lungo larco di circonferenza di centro l'origine
e raggio 1 avente come primo estremo il punto P = (0, 1) e come secondo
estremo il punto ¢ = (1,0).

b) Calcolare I'integrale di w lungo I’arco di parabola di equazione y = 1 — 22
avente come primo estremo il punto P e come secondo estremo il punto

Q.

15.  Determinare una funzione u derivabile con continuita su tutto R e tale
che la forma differenziale

w(z,y,2) = (z + yu(z))dz + (log z + u(x)) dy + (g +z)dz

sia esatta nel semispazio z > 0. In corrispondenza alla funzione u cosi determi-
nata, individuare una funzione primitiva.

16.  Sia dato il campo vettoriale

F(z,y,2) = (02,2 L=2 ot 2 )
x,y,2) = 4wz, 2———— 20° + ——— ).
Y, " N g
Dire se F ¢ conservativo nell’insieme D = {(z,y,2) € R®: |z| <1, y > 0}, e in
caso affermativo calcolarne una funzione potenziale.

X] 17. Sia
2

1 x ox
w(:z:,y) = (5 10g(2y + 172) + w)d:ﬂ + (W

—y)dy,

dove « ¢ un fissato valore reale.

a) Calcolare f,y w, dove 7 & I'arco di curva di equazione 2y + 22 = 1 di primo

1

estremo A = (0, 1) e secondo estremo B = (2,—3).

b) Determinare i valori o per i quali la forma differenziale w ¢ esatta. In
corrispondenza di tali valori determinare una primitiva.

(1 18. Siaw = Adx + Bdy una forma differenziale di classe C'* su un aperto
connesso ) di R? (A e B funzioni C'). Supponiamo che w sia chiusa (cioe
soddisfi le condizioni necessarie di esattezza) e che 2 sia stellato, ad esempio
rispetto all’origine. Per ogni punto (x,y) € € si definisca la funzione

f(y) = /S w,

(=,y)

dove S, ¢ il segmento che unisce l'origine al punto (z,y). Verificare che
w = df calcolando direttamente le derivate parziali di f (si utilizzino i risultati
relativi alla derivazione sotto il segno di integrale).
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