1 E. Vitali - AM2

Gli esercizi segnati Xl sono comuni a Matematici e Fisici.

1. Calcolare le derivate parziali prime delle funzioni:

arctan(z/y)
x2 4 y?

a) , b) log(1 + cos(xy)), ¢) Va2 + 32

2. Calcolare le derivate parziali prime di (2222 + 3?) log(2%y — ).

3. Calcolare la derivata direzionale:

a) di 22 log(z? + y?) nel punto (%, 7@) e nella direzione del vettore (v/2,1);

b) di 22 — 3+/222 + y nel punto (0, 3) e nella direzione del vettore (1,+/3).
c¢) di 22 — 2z + xy? nel punto (—1,2,0) e nella direzione del vettore (1,1);
d) di y/z + xy? nel punto (2,2,1) e nella direzione del vettore (—2,1,1).

(Se il vettore dato non ha modulo unitario, va normalizzato).
4.  In quali punti le funzioni /z2 4 y2, |zy| ammettono derivate prime?

[15.  Stabilire se la funzione f, definita nei casi di seguito elencati, & diffe-
renziabile nell’origine:

1'2@/

o) Vizyl, b) (y—2)Vaity? o) Qa2 C (x,y) # (0,0);
0 se (z,y) = (0,0).

(6. Verificare che se f: RY — R soddisfa le condizioni:
f(0) =0, f(z) > |z| per ogni z € RY,

allora f non e differenziabile nell’origine.

7. Scrivere ’equazione del piano tangente al grafico delle seguenti funzioni:

1 2
a) 14 a3y? nel punto (2,1); b) w nel punto (2, —3).

8. Determinare i punti dei grafici delle seguenti funzioni in cui il piano
tangente e orizzontale:

a) z3y2(6 —x—vy), b) z2ye” Y.
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9.  Determinare i punti del grafico della funzione 1/(x? +y?) in cui il piano
tangente e ortogonale alla retta di equazioni

= —t =
=3 Y

(1 10.  Si consideri la funzione f: R? — R che si annulla in (0,0) e vale

f(w,y) = sin(z +y?) log(2* +1°)

se (x,y) # (0,0). La funzione f & continua? E differenziabile? Lungo quali
direzioni v esiste df/Jv in (0,0)?
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SOLUZIONI

1. a)
11 (2,2
1, — [arct 2
of 1+ Y (2% +y7) = larctan(e/y)|2e _ y — 2xarctan(z/y)
O (22 + 12)2 - (22 + 12)2
1 —=z 2 2
FoE. — [aret 2
of 1427 v7 (2% +y7) — [arctan(z/y)]2y x4 2yarctan(z/y)
oy~ @+ P N
b)
of _ ysin(ay) of _ wsin(zy)
or 1+ cos(zy)’ oy 1+cos(zy)’
c)
of 1 9 x of 3y
_— = €Tr = 5 _— =
0r  2,/x2 4 342 Va2 + 3y? Ay /a2 + 342
2. Indichiamo con f la funzione in ciascuno dei casi. Si ha::
) df  y—2xzarctan(z/y) of x + 2y arctan(z/y)
a —_— s —_—= — ;
Ox (22 +y?)? oy (z2 +y2)?
0 -1
b) % = 2z2% log(2%y — x) + (2%22 + %) P p—
of 2 22, 2y 2
3 =2ylog(z"y —x) + (72" +y )z2y—x’
0 2
87;; =222z log(2%y — x) + (2°22 + ?) Znyj =
3. Osserviamo innanzitutto che, se il vettore rispetto a cui e richiesto il calcolo

della derivata direzionale non ¢ unitario, la derivata direzionale ¢ intesa rispetto
al versore del vettore dato (cioe il vettore ottenuto da quello dato dividendolo
per il suo modulo).

Tutte le funzioni considerate hanno derivate continue in un intorno del punto
indicato, per cui esistono le derivate direzionali richieste e si ottengono mediante
prodotto scalare fra il gradiente e il vettore direzione.

a) Calcoliamo le derivate parziali di f.

of 2 2 22° of 1 V3 !
%,Qxlog(:c +y )+x2+yzv ax(2’ 2 )*4’
of 2%y @(1 _ﬁ)__ﬁ
oy @y oy 20 4
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11 versore di \f 2,1)e (\/2/3,1/V3 \f ); quindi

8f_v1 V3, . 1 /2 V31 V2-3
e V)= 3T T AT s

b) Procedendo come nel punto precedente, si ha:

V3 13
Vf(073):(2,—7), u:(§,7

).

Quindi: (0 3)=1/4.

¢) La derlvata direzionale per funzioni di tre (o pil variabili), si calcola come
nel caso di due variabili, eseguendo il prodotto scalare fra il gadiente e il versore
della direzione. Risulta:

Vf(l‘, Y, Z) = (2'1: —z+ yQa 2$ya —Z’), Vf(_l, 270) = (25 _47 1)

Inoltre & = (1/v/2,1/1/2). 81 (-1,2,0) = %(2+1) =
d) Risulta:
1 1
Vf(z,y,z) = ———x(y? 22y, 1), Vf(2,2,1)==(4,8,1).
f(z,y,2) 2\/W(y y,1) f( )=5( )

Inoltre @ = (—2,1,1)/v/6. Pertanto 2 5% 1(2,2,1) = 6\[

4. La funzione t — /t & derivabile su tutto (0, +o0), per cui, per composi-
zione, la funzione (x,y) — /22 + y? ammette le derivate parziali in ogni punto
diverso dall’origine. Nell’origine non ammette nessuna delle due derivate parzia-
li, in quanto le restrizioni agli assi sono la funzione ¢t — |t| che non & derivabile
in zero.

La funzione ¢ > [t| & derivabile in ogni punto ¢ # 0, per cui, per composi-
zione, la funzione f: (z,y) — |zy| & derivabile in ogni punto (x,y) con = # 0 e
y # 0. Nei punti (xo, y0) = (20, 0) con xg # 0 esiste la derivata parziale rispetto
a z in quanto f(x,yo) = f(x,0) = 0, mentre non esiste la derivata rispetto a y
poiché f(zo,y) = |xo||ly|. In modo analogo si tratta il caso (g, yo) = (0,yo) con
yo # 0. Nell’origine esistono entrambe le derivate parziali.

5. a) La funzione non puo essere differenziabile nell’origine poiche questo im-
plicherebbe l'esistenza di tutte le derivate direzionali, mentre lungo le bisettrici
y = £z la funzione non ¢ derivabile nell’origine:

[, £2) = |al.

(In realta la derivata direzionale, ad esempio lungo la bisettrice y = =+, si
otterrebbe come derivata della funzione t — f(t/v/2,t/v/2) = |t|/V/2).

Alternativamente, si osservi che lungo gli assi la funzione & identicamen-
te nulla, per cui f;(0,0) = f,(0,0) = 0. Allora il differenziale, se esistesse,
dovrebbe essere nullo, per cui dovrebbe essere

. VIhk|
lim —S—— =
(h,k)=0 \/h2 + k2
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Questo non e vero: si consideri, ad esempio, la restrizione per h = k.
b) Anche in questo caso f ha derivate parziali nulle nell’origine, poiche

f({E,O):—.’E|(E|, f(oay):y|y|

Dobbiamo ora calcolare

lim 7f(h7 k) .
(h,k)—=(0,0) /h? 4+ k2

f(hk)
Vh? + k2
Allora f e differenziabile nell’origine.
Alternativamente si puo osservare che nei punti diversi dall’origine risulta:

X
fol@,y) = =V +y? + (y — 1) ——,
/$2+y2

y
Ty(z,y) = Va2 + v+ (y — ) —F——.
o2+ y?

Le derivate parziali sono quindi continue in (0, 0), per cui ne scende la differen-
ziabilita di f nell’origine.

Tale limite € nullo poiche

¢) La funzione & continua, poiche

Izy

e H00) T+ 57
(cid segue da |f(z,y)| < |y|). Inoltre f ammette tutte le derivate direzionali
nell’origine:

0,y) =0 flx mm):Lx.
f0,y) =0, ; T

In particolare f,(0,0) = f,(0,0) = 0; questo, se f fosse differenziabile nell’ori-
gine, implicherebbe che ogni derivata direzionale dovrebbe essere nulla, il che
non é. Quindi f non e differenziabile nell’origine.

6. Se f fosse differenziabile in 0, esisterebbe L: RY — R lineare e tale che

lim f(@) ;|L($) _o
Allora
Lia) _ L)~ f@) | f@) L@ = f@) | o
|| || lz| — || '

Quindi per |z| sufficientemente piccolo si ha L(z)/|z| > 1/2, quindi L(z) >
(1/2)|x|: cid & incompatibile con la linearita di L.

7.  Ricordiamo che il piano tangente al grafico di una funzione f(z,y) nel
punto (Z,7, f(T,7)) ha equazione

2= @)+ GHE D )+ 5@ -7

Svolgendo i calcoli si ha:

11 4 1
a)zz2x+§y*§; b)Z:*$+*y*§.
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8. a) Scriviamo il sistema ottenuto uguagliando a zero le derivate parziali:

O _ 20 , _
83;73”/( dr —3y+18) =0
of _ 3 _

ayix y(—2x —3y+12) =0

Le soluzioni sono: tutti i punti degli assi coordinati e il punto (3,2).
b) Scriviamo il sistema ottenuto ugualgiando a zero le derivate parziali:

g_ zty _
o zy(x +2)e*Y =0
of 5 4

2= 1)e™ v = 0.
By z(y+1e 0

Le soluzioni sono: tutti i punti dell’asse y e il punto (-2, —1).

9. Un vettore normale al piano tangente al grafico di una funzione f di due
variabili relativamente al punto (zg,yo) € dato da (si ricordi I'equazione del
piano tangente)

n-— (fm($07y0)7 fy(an yO)v 71)

Pertanto cerchiamo i punti del grafico per i quali il vettore n & parallelo al
vettore della retta data, richiedendo che esista A € R tale che

1
fz = 5)\
V3
=—)\
fy="%
1
—1==A\
2
Dall’ultima si ricava A = —2, cosi che le prime due equazioni diventano:
2x _ 1
(22 +y2)?
2y
- = —V3.
(22 + 2)2 V3

Se dividiamo membro a membro otteniamo y = v/3z, da cui si ricava rapida-
mente 23 = 1/8 e infine il punto (1/2,/3/2).

10.  Per ogni (z,y) € R?\ {(0,0)} risulta (ricordiamo che |sint| < |¢| per ogni
teR):

[f(z,y)| < [sin(z +y?)| [log(z® +y?)| < |z +y?| [log(a? + y*)],
quindi, in coordinate polari:

|f] < o] cos9 + gsin® 9| |21og o] — O per o — 0.
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Quindi
lim z,y) =0= f(0,0),
o fz,y) f(0,0)
e la funzione risulta continua nell’origine.
Consideriamo ora la restrizione di f ad una retta per 'origine. Se la retta
coincide con 'asse y allora

£(0,y) = {Sin(zf) log(y?) sey #0,

0 altrimenti.

Considerando il limite del rapporto incrementale in y = 0 si vede che tale
funzione e derivabile in y = 0. Quindi esiste la derivata parziale di f rispetto
a y nell’origine. Consideriamo invece la restrizione ad una retta non verticale
Yy = ma:

F(z,maz) = {Sin(ff + m?*z?)log[(1 + m?)2?] se x #0,

0 altrimenti.

Valutiamo il limite del rapporto incrementale:
. sin(z +m?22?
liy S M)

z—0

log[(1 +m?)z?) = —oc0.

Concludiamo che non esiste la derivata direzionale in (0,0) rispetto ad alcuna
direzione diversa dall’asse y. Ne segue, inparticolare, che la funzione non &
differenziabile in (0, 0).



