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IL LUOGO SINGOLARE DELLO SPAZIO
DEI MODULI DELLE CURVE

SUNTO0. — Per ogni intero positivo g, si determinano esplicitamente tutte le
componenti irriducibili del luogo singolare dello spazio dei moduli delle curve
algebriche lisce di genere g e la loro dimensione.

Il problema che desidero trattare € quello di descrivere tutte
le componenti del luogo singolare di M,, lo spazio dei moduli delle
curve lisce di genere g sul campo complesso. Questo problema & stato
risolto in [C], su cui questa esposizione si basa.

Iniziamo con i casi « classici »:

— g=0: My=un punto.
—g=1: M,=(.

— g=2: M, ha un solo punto singolare, corrispondente alla curva
piana di equazione

YP=—=x(r—1).

Questo ultimo risultato & dovuto a Igusa [I] e pud essere ri-
trovato con tecniche simili a quelle che userd nel caso in cui g = 3,
al quale d’ora in poi mi limitero, salvo avviso.

E’ opportuno richiamare alcune conseguenze elementari del teo-
tema che garantisce I’esistenza di una deformazione universale per
ogni curva di genere maggiore di 1. Sia dunque C una curva di
genere g > 2 con deformazione universale

f:@->T3z, f)=C.
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I1 gruppo degli automorfismi di C, che indico con Aut(C), agisce
su @ e su T in modo equivariante, e si ha che:

f-1(t) = f-1(s)y & y(t) ==s per qualche y € Aut(C).

Pil esattamente, se [C] ¢ il punto di M, corrispondente a C, vi &
un intorno U di [C] tale che

U = T/Aut(C);

il teorema di purezza del luogo di diramazione implica allora che [C]
& gingolare in M, se il luogo dei punti ¢t € T tale che Aut(f-1(#)) =1
ha codimensione > 1. Ora {t € T|Aut(f-2(¢)) = 1} ha codimensione 1
solo se g=—238 e C ¢& iperellittica. Se =23 e C & iperellittica, e y &
I'involuzione iperellittica, y agisce su 7, in coordinate opportune,
come

(215 0oy 28) > (— 21, 22, oy 26)

quindi T/(y) & liscia in [C] e, sempre per il teorema di purezza del
luogo di diramazione, M, & liscia in [C] se e solo se Aut(C)= (y).

CONCLUSIONE: Poniamo
S, =1luogo dei punti [C] € M, con Aut(C)+1.

Allora
S, seg=>4,

Sing (M,) = (S, — luogo iperellitticoyU
{ [C]|C iperellittica con Aut(C)+*(»)} se g=3.

Ci siamo quindi ridotti, almeno se ¢ > 4, al problema di tro-
vare le componenti di S,. Questo & un caso particolare del problema
piu generale di determinare, per ogni gruppo finito G, la sottova-
rietd (localmente chiusa) di M, corrispondente alle curve C con
Aut(C) = G. Questo & perd un problema troppo difficile: in parti-
colare comprende il problema di trovare tutti i gruppi finiti che
sono gruppi di automorfismi di curve di dato genere.

Supponiamo che [C] €S,. Allora C ha un automorfismo o di
ordine primo p. Poniamo

I‘=C/(0),
y==genere di I,
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e siano ¢y,..., ¢, €' 1 punti di diramazione di
a:C—T

La formula di Riemann-Hurwitz da:

(1) 29 —2=p2y—2)+ (p—1Dn.

Dunque
S;=U Sa,p,n ’

»n
dove S,,,,» & la sottovorietd di M,:

S,, 5.0 == {rivestimenti ciclici di ordine primo p,
ramificati in n punti, di curve
di genere y, con y dato da 1)}.

Tutti i rivestimenti ciclici di grado p
a:C—>rT
diramati in » punti ¢, ..., ¢, si ottengono come segue. Si scelgono:
— interi a4, 1=1, ..., 7, con
0<a<p,

2 a,=0 (mod. p);

— un fibrato in rette L su I' con

r=o (X uq).

Si pone

C’ = ¢~1(1), C=normalizzata di C’,

dove 9 : L— © (2 a;q;) & Velevamento a potenza p-esima e la co-

stante 1 & vista come sezione di © (E a;(h'). Indichiamo con

S, y;a1, ..., a)
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la varieta delle curve cosi costruite. Si osservi che:

i) I valori possibili per » sono:
0,2,8,..(non 1)

ii) Se 1 < b < p, e rimpiazziamo

L L?
a, > resto di b.g;(mod. p)

riotteniamo lo stesso rivestimento.

Il fibrato L e gli a; sono determinati da n : C— I a meno di
questa ambiguitd. In particolare

S, 7;01, . t)=8®,7;61, .., C4)
se ¢’é b con

0<b<op
a;=be; (mod. p) Vi

OSSERVAZIONE: S(p, y; a1, ..., @) € irriducibile. Indichiamo come
questo pud essere dimostrato nel caso piti semplice, quello ciog in
cui n > 0. Costruiamo un rivestimento = : C-— I diramato su
a1 ¢, + ... + @nqn, dove g2, ..., @, SONO fissi e q; variebile. Facciamo
muovere ¢; lungo un cammino chiuso con classe di omologia &:
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Allora, nella Jacobiana di I':

Lenale — Linsziare =¢&/p .

Quindi la monodromia agisce transitivamente sui fogli del rive-
stimento:

S(p9 Vs Qs ey am)'—>My.n9

dove M, , & la varietd (irriducibile) dei moduli delle curve I di ge-
nere y n-puntate.

Ora sappiamo che le componenti di S, sono da cercare tra le
varietd S(p, y; a4, ..., ay) con

29 —2=p2y—2)4+ (p—1=n.

Vanno scartate solo guelle che sono contenute in altre varietd della
forma S{(p’, " ; b1y ey Om)-
Dobbiamo dunque rispondere alla seguente:

DoMANDA: quando accade che
S(p, Vs 01y ey a’ﬂ) C S(P’, 7,; bl 3 eoey bm)
per qualche scelta di 2, 5, by, ..., by?

A cid risponde per il teorema principale di [C].

RISPOSTA: Praticamente mai; le sole eccezioni, se gli a; sono
normalizzati in modo che 1=—=a, < a; < ... < a,, sono le seguenti:

i) y=0,n=3, a0=—1 (0 g — ag).
if) y=0,n =23, a> & una radice cubica non banale di 1 modulo p.
ifi) y=0,n=4, =1, 03 —=a,=—=p—1.
iv) y=1,n=2.
V) y=2,n=0.
Supponiamo ora che n : C — I corrisponda a un elemento ge-

nerale di S(p, y; a1, ..., as). Tranne che nei casi eccezionali i)-v) si
ha che:

Aut(C)=Z /(p).
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In tutti i casi eccezionali C ha un automorfismo che copre un auto-
morfismo « non banale della curva n-puntata (I, q, .., ¢.). Per
esempio:
— caso ii): a permuta ciclicamente gq,, q,, qs .
— caso v): « ¢ 'involuzione iperellittica.
In effetti i casi i)-v) corrispondono ai soli casi in cui la curva
n-puntata generale (I, q1, ..., ¢,) possiede automorfismi non banali.
Ora conosciamo esattamente le componenti di S, per g > 3; sono
le varieta S(p, y; @1, ..., ay) tali che:
p & primo,
I<a<p,
2 & =0 (mod. p),
29 —2=p2y—2)+ (p—Dmn,
escluse le eccezioni i)-v).
Conosciamo anche la dimensione di S(p, y, @1; ..., a,): la condi-

zione g > 2 implica che (T, ¢, ..., ¢,) € Sempre una curva n-puntiata
stabile, quindi un conto di parametri alla Riemann da:

dim(S(p, y; a1, ..., @)} =8y —8 4+ n.

CURIOSITA :

1) M, ha punti singolari isolati &= 2g 4 1 & primo e g > 2. Questi
punti corrispondono a rivestimenti (2¢ 4+ 1)-upli di P?! diramati
in 3 punti (e non ricadenti nei casi i), ii) se g > 4). Per esempio,
i punti singolari isolati di M5 sono

S8(17,0;1,2,14) e S(17,0;1,3,13).
2) Si possono calcolare algoritmicamente le componenti di S,. Come

esempio, elenchiamo le componenti di S e di Sio; scriveremo a : b
per indicare a ripetuto b volte.
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LE COMPONENTI DI S;.

dimensione

0
1
2
b
8
9

10
11

S(13,0;1,2,10)

S§(7,0;1:3,4) S8(7,0;1:2,2,8) 8(7,0;1,2,5,6)
S(5,0;1:5) S(5,0;1:3,3,4) S(5,0;1:2,2:2,4)
S8(3,0;1:7,2) S(8,0;1:4,2:4) S(8,1;1:4,2) S(3,2;1,2)
S(2,3:1:2)

S(2,2;1:6)

S(2,1;1:10)
S(2,0;1:14)

LE COMPONENTI DI Sio.

dimensione

1

14
15
16
17
18
19

S(11,0;1:3,8) S(11,0;1:2,2,7) S(11,0;1:2,3,6)
S(11,0;1:2,4,5) S(11,0;1,2,3,5) S(11,0;1,2,9,10)
S(11,0;1,3,8,10)

S(7,1;1:2,5) S(7,1;1,2,4)

S(5,0;1:6,4) S(5,0;1:5,2,8) S(5,0;1:4,2:8)
S(5,0;1:4,3,4:2) S(5,0;1:3,2:2,4:2)
S(5,0;1:3,2,3:2,4)

S5(5,2;1,4)

S(3,0;1:12) S(3,0;1:9,2:3) S(3,0;1:6,2:6)
S(3,1;1:9) S(3,1;1:6,2:3) S(3,2;1:6)
S(3,2;1:3,2:3) S8(3,3;1:3) S(3,4)

S(2,5:1:2)
S(2,4;1:6)
S(2,3;1:10)
S(2,2;1:14)
S(2,1;1:18)
S(2,0;1:22)
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I due grafici che seguono riportano il numero di componenti di
S, , genere per genere.

IL NUMERO DI COMPONENTI DI S,, PER g < 25.
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Diamo ora uno schizzo della dimostrazione del risultato prin-
cipale di [C]. Sia = : C—TI un rivestimento ciclico p-uplo, con p

primo e I' generale di genere y, diramato in 2 a; q;, dove i ¢, sono
punti generali di . Supponiamo che il genere di C sia g > 3.

LEMMA CRUCIALE. Aut(C/r) & normale in Aut(C), con le possi-
bili eccezioni dei casi y=0, n=38¢ y=1, n=2.

Supponendo dimostrato il lemma, la conclusione ¢ immediata,
se si escludono le eccezioni contemplate dal lemma: se Aut(C/I) ==
# Aut(C), un elemento di Aut(C) discende a un automorfismo non
banale di (I, qi1, ..., ¢4); ma, come si & detto, i casi eccezionali i)-v)
corrispondono ai soli spazi di moduli di curve stabili n-puntate il cui
elemento generale ha automorfismi non banali. 1 casi y=0, n=238
e y=1, n=2 si trattano direttamente.

11 lemma si dimostra per induzione multipla e per degenerazione
a curve singolari. L’'induzione principale & su y, a partire da y=1,
n = 3 oppure da y =2, n==0,2. Il passo induttivo (da genere y a
genere y + 1) & per degenerazione a

dove D -5 B & un rivestimento p-uplo (p =2 nel disegno) di una
curva generale B di genere y, ramificato in n punti generali, b & un
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punto generale di B, E & una curva ellittica generale di cui E4, ..., E,
sono copie.
Posto F =D U (UE)), Aut(F) é& prodotto semidiretto di

Z/(p) = Aut(D, 2-*(b)) e Aut(E,by;

il primo gruppo agisce sul secondo permutandone i fattori. D’altra
parte valgono le seguenti identificazioni:

{deformazioni di F' al primo ordine} = Ext!(2r, Or)
u u
{deformazioni localmente banali di F}— H(om(Q%,Or))

e il quoziente di questi spazi vettoriali si identifica ad
H°(&xt1(2F , Op). Inoltre un automorfismo « di F si deforma lungo
v € Ext'(2F, ©Or) se e solo se a(v)=7v: se poi v liscia F—EUB,
allora v induce un generatore in ogni addendo di

HO(&xt(2r , OF) = @ EXtUDr, Op)y,.-

Osserviamo che, se a(v)=7v e a|p=1,, allora a =17, e percio il
sottogruppo di Aut(F) costituito dagli automorfismi di F' che si de-
formano lungo v ¢ Z/(p); infatti, se J, & Velemento non banale di
Aut(E,, by), 6, agisce come — 1 su &at (2F , O, , € lo stesso sa-
rebbe vero di a se fosse a|s, — d;. Questo conclude il passo induttivo.
I casi iniziali dell’induzione si dimostrano con argomenti di degene-
razione simili a quello presentato, a partire dai casi base y==0,
n=—38 e y=1, n=2, che si trattano direttamente.

Abbiamo indicato come si pud deferminare S;, e di conseguenza
il luogo singolare di M, per g > 4; trattiamo ora il caso g==3. Una
curva C di genere 3 & un punto singolare di M; se e solo se C appar-
tiene a un S(p, y; a.,-, @) diverso dal luogo iperellittico. Le varieta
in questione sono

$(3,0;1,1,1,1,2),
8(1,0;1,1,5),
$(7,0;1,2,4),
8(2,1;1,1,1,1),
§(3,1;1,2),
5(2,2).
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Le sole inclusioni tra queste sono

8(2.2) < 8(2,1;1,1,1,1),
8(8,1;1,2) « 8(2,1;1,1,1,1),
8(7,0;1,2,4) < 8(3,1;1,2).

Dimostriamo, per esempio, la seconda. Sia C un rivestimento triplo
di una curva ellittica E, diramato in q;, ¢.. L’automorfismo ¢ di ¥
che scambia ¢, e g- si solleva a 7 € Aut(C) con 2=1. Se @ & fisso
per o e @1, @2, Qs €C si proiettano su @, e r commuta con un ge-
neratore di Aut(C/E), allora ¢ lascia fissi @, Q. e @;. Poiché ¢ ha
4 punti fissi, v ne avrebbe 12, il che & vietato dalla formula di
Riemann-Hurwitz. Quindi 7 non commuta con un generatore di
Aut(C/E), lascia fisso uno solo tra i @,, e quindi ha 4 punti fissi,
come si voleva.

In conclusione

Sing(Ms)= §(8,0;1,1,1,1,2)U 8(2,1;1,1,1,1)U §(7,0;1,1,5)..

SumMARY. — For every positive integer g, we explicitly determine all ir-
reducible components of the singular locus of the moduli space of smooth genus
g algebraic curves and their dimension.
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