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Una osservazione sulla topologia dei rivestimenti ciclici
di varieta algebriche.

MAvURIZIO CORNALBA (Pavia) (*)

Summary. — We prove on analogue of the Lefschetz theorem on hyperplane
seotions for eyclie coverings X' of a smooth projective n-dimensional
variety X branched along an ample divisor, The result is that X and X’
have the same homolopy groups up to dimension n—1 and that =, (X')
surjects onto =, (X).

1. — Secopo di questa nota & la dimostrazione del seguente

TEOREMA. —~ Sia X wna varieta algebrica proiettiva e liscia di
dimensione n su C. Sia 7: X' X un rivestimento ciclico di grado h
diramato lungo un divisore ampio B c X. Siano @', v = n(2') punti
di X' ¢ X. Allora Pomomorfismo

7y Af X', 2') > n (X, z)

¢ un isomorfismo se¢ q << n, ed é suriettivo se q = n.

Questo risultato non & certo sorprendente. Si noti che esso &
I'analogo del classico teorema di Lefschetz sulle sezioni iperpia-
ne [3], [1], e anche la dimostrazione, si vedrd, ricalea da vicino
quella data in [1] per il teorema di Lefschetz.

Tuttavia, poiché questo risultato non sembra essere noto e for-
nisce semplici dimostrazioni di risultati eui si poteva finora giun-
gere solo con metodi ¢ ad hoc» (si veda per esempio [2]), si & rite-
nuto opportuno enunciarlo esplicitamente e fornirne in dettaglio
la dimostrazione.

2. — Dimostriamo il Teorema. Se # =1 non vi ¢ nulla da
dimostrare. Se invece n 2, ricordiamo che vi & un fibrato in

(*) Lavoro svolto nell’ambito del G.N.8 A.G.A. del C.N.R.
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rette L su X tale che O(L*)~ O(B) e tale altresi che X' si iden-
tifica alla immagine inversa, tramite il morfismo ¢ potenza h-esima »:

L —>I*

di una sezione di L* il cui luogo di zeri sia B; inoltre x si identifica
alla restrizione a X' della proiezione di L su X. Compattifichiamo L
immergendolo in W = P(L® I) e indichiamo con il simbolo = an-
che la proiezione di W su X. Identificheremo X alla sezione zero S,
di W e indicheremo con 8_ la sezione all’infinito di W. La dimo-
strazione del Teorema utilizza il seguente

LEMMA 1. — 8e m ¢é abbastanza grande O(mX'—8_) é ampio su W.

DIMOSTRAZIONE. — Notiamo innanzitutto che
(1) [0(X') ~ O(hS,) ~ O(kS .+ B) ,

dove si ¢ indicato con B il divisore z—*(B). Siano {, coordinate di
fibra per L, definite su aperti coordinati U, con coordinate z..
Le [, sono legate da

Ea*-: fa#tﬁ .

Le funzioni (za, {») danno coordinate locali su z-*(Us) — S, mentre
le (za, £a), dove &x= 1/, danno coordinate locali su n—*(Us) — S,.
Sia {ha} una metrica per L. Le funzioni k. soddisfano

]faﬁ|”*a = hg,
e la corrispondente forma di curvatura, che possiamo supporre
positiva, per 'ipotesi fatta su I, &

sl V-1 o rmenen s e
_— 29 log (h3') = — [k, 00h7t — A2 2R AOKY] .

Le funzioni
ka= (A" + |Cal?)~
ko= (14 B7|éa|?)

soddisfano le relazioni
ka= |fas|*ks

K &
ko= |La|*ka
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e definiscono percié una metrica su O(8,), la cui forma di curva-
tura ¢, trascurando per semplicitd di notazione il suffisso «,

@)oo= Yot (W ) [h 08log k-t + ArdzAdE +

2n
+ |L]* 90k — L ok AdL — E AL A TRY]
Se 2y, ..., 2, sono coordinate locali su U = U,, scriviamo

ah_'! = 2 a; dz;
agh-l = Z g” dz;AdE, .

L’ipotegi di positivitd fatta sulla metrica h dice che la matrice
(91— ha@,)

¢ definita positiva. Consideriamo ora la matrice (¥u)n-o, . wik-o0...n
dove

7’“= h_l '
?ﬂ=?-’u="“ﬁ‘f, gaml i Wy
Y= ¢*gu S e T

Questa matrice & definita positiva. In effetti, se ,,...,7, sono
numeri complessi e uno tra 7, ..., %, non ¢ nullo

uZo?umﬁo h=*[ne{*— 2 Re (’?vt 2 “!’7’) +* |C]’h‘ 2 amd,ij;=
- d=0

L]
= 2 w‘ﬁ’> 0 3
Li=1
dove si ¢ posto
Wy — = h.—iﬂo ’

w,= hicat’h y =1l .,n.
Se invece 7= ... = .= 0, 7,7 0, 8i ha
Z?uﬂiﬁl= h"‘|’7¢|’> 0.

In virth di (2) cid, insieme alla positivitd di (V— 1/2z) 20 log h
su X, mostra che w, & una (1, 1)-forma definita positiva su W — 8

w@?
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mentre

—

nl h'dE.NdE,  su S®.

we -

Calcoli analoghi mostrano che O(— §8_) possiede una metrica la cui
forma di curvatura «_ ¢ tale che

W= \/‘;1 [201og h' — h;'dE. N dE.]  su Se.

Civ mostra che, se 1> 2, lw, 4 ©, ¢ positiva su S_.

Poiche o, ¢ positiva su W— S§_, se I ¢ sufficientemente grande,
lwg+ w, & positiva su tutto W. In virtit di (1) cid conclude la
dimostrazione. Q.E.D.

Siano ora m, ! interi positivi tali che O(mX’'—IS_) sia molto
ampio. Consideriamo il sottospazio di H°(W, O(mX')) generato da
H(W,O(mX'—18,)) e dalla sezione che ha come luogo di zeri
mX'. Questo sottospazio corrisponde a un sottosistema lineare
senza punti base di [O(mX’)|, di dimensione

N = dim H(W, O(mX'—18.)) .

Esso definisce un morfismo ¢ di W su una sottovarieta di P¥; ¢ &
biregolare fuori da §_, e contrae §_ a un punto. Inoltre, se F' & una
fibra di z, 'indice di ramificazione di ¢|, in N §_ & esattamente
uguale a [.

Ricordiamo che un sottoinsieme A di C si dice stellato rispetto a
un suo punto p se per ogni punto ¢ di A il segmento congiun-
gente p a ¢ ¢ interamente contenuto in 4. Vale allora il

LEMMA 2, - Siano
fl.(zl!"‘lzl!E)! i:‘l!"'!N
funzioni olomorfe definite in un intorno del punto z,= ... = 2,=
= § = 0. Poniamo [ = (f,, <., fx). Supponiamo che f(0,...,0) =0 ¢
che, per ogni valore di zy, ..., 2., il morfismo

§ fzry ey 2y §)

abbia in & = 0 un punto di ramificazione di indice 1. Allora esiste
un numero e,>>0 tale che, se (2, ..., 2,) appartiene a un opportuno
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intorno di (0, ...,0), ¢ 0 <e<g,,
{&l If(21, ooy 20, &) < &}

¢ stellato rispetto all’origine.

DivosTrRAZIONE. — Posgiamo scrivere
fi= uy(®y .0uy 2,)8' + (termini di ordine >1! in &), i=1,..., N,

dove u,(0, ..., 0) -~ 0 per almeno un valore di . Scrivendo & = pe'’,
si ha

Il = 91\/2|u‘_|*—{— (termini di ordine 1 in o).

Percio, se g, 2y, ..., 2, sono sufficientemente vicini a zero, [f| & una
funzione crescente di p. Cid dimostra il lemma. Q.E.D.

Sia H Diperpiano in P~ che taglia su W il divisore mX’. Sce-
gliamo una identificazione di P¥— H con C¥, indichiamo con d la
distanza euclidea e poniamo

{r} = 9(8.) .
Porremo anche

W = {qgep(W)ld(p, q) > ¢}

dove & ¢ un numero reale positivo da determinarsi. In virta del
Lemma 2, X = §, ¢ un retratto di deformazione di W, purché &
sia sufficientemente piccolo. Inoltre segue dalla dimostrazione del
Lemma 2 che, se ¢ & piccolo, non vi sono punti critici della fun-
zione q +» d(p, q) sul bordo di W. Percid, se p’ ¢ sufficientemente
vicino a p, il gradiente di

glq) = d(p', q)

& diretto verso l'interno di W in ogni punto del bordo di W, ed
inoltre g(q) non ha punti critici nella regione

{qeqﬂ( W) min g(¢") < g(¢) < max g(q'l} :

a'edl? q'edW

Da cid segue che

W= {q eqg(W)lg(g)>maxg(q’)

o' ediv



328 MAURIZIO CORNALBA

& un retratto di deformazione di W. D’altra parte & classico che,
se p’ & generale, ¢ ha su W — ¢(z) solo punti critici non degeneri
di indice al pilt pari a » -} 1. La teoria di Morse dice allora che,
per ogni 4 > 0, W ha lo stesso tipo di omotopia di

W,U (celle di dimensione n - 1)

dove si ¢ posto

W= [qe W}y(q):»%}

Ora X' & retratto di deformazione di un suo intorno Ic W.
Scegliamo 6 in modo ¢he W,c 7. Consideriamo gli omomorfismi

Tg( X'y 2') L5 7w (W, z') b A1, ') 7 ( W! z') = n,(X, ) .

I’omomorfismo fox & sempre un isomorfismo, mentre yof & un
isomorfismo se ¢ << n ed & suriettivo se g = n. Percid z, = yoflox &
un isomorfismo se ¢ << » ed ¢ suriettivo se ¢ = n. Cid conclude la
dimostrazione del Teorema.

Per concludere osserviamo che, poiché sia X che X’ hanno
il tipo di omotopia di un CW-complesso, il Teorema implica che
I'omomorfismo

H(X',Z) > H(X, Z)

& un isomorfismo se ¢ < n ed & suriettivo se ¢ = n; in coomologia,
HY(X,Z)-»H{(X', Z)

& un isomorfismo se g < # ed @ iniettivo se ¢ =— n. Inoltre H*(X’,
Z)/H"(X,Z) ¢ privo di torsione.
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