3. Spazi quoziente

Sia f : V. — U un omomorfismo di spazi vettoriali sul campo K. Il nucleo di f e un
sottospazio vettoriale di V. Ci si puo chiedere se, viceversa, dato un sottospazio W di
V', vi sia un omomorfismo da V in un altro spazio vettoriale di cui W sia il nucleo. La
risposta e affermativa e la costruzione e la seguente. Diciamo che due elementi v e v di V'
sono equivalenti, e scriviamo v ~ v, se u — v € W. Si tratta, per fortuna, di una relazione
di equivalenza. In effetti, u —u=0€ W, v —u=—(u—v) € W se u —v € W, e infine,
seu~uvev~z alorau—z=(u—v)+(v—2) €W, equindi u ~ z. Indichiamo con
V/W il quoziente di V' modulo la relazione di equivalenza ~. La classe di equivalenza di
un elemento v di V' e 'insieme di tutti gli elementi di V' della forma v + w, dove w € W,
che si indica con v + W e si chiama classe laterale, o semplicemente laterale, di v modulo
W. Sia ¢ : V. — V/W T’applicazione naturale, che associa ad ogni elemento di V' la sua
classe laterale. Si puo definire su V/W una struttura di spazio vettoriale. Se u e v sono
elementi di V' e a € uno scalare si pone

(3.1)

Bisogna notare che queste sono buone definizioni, cioé che, se p(u') = p(u) e p(v") = p(v),
allora p(u' +v') = p(u +v) e p(au’) = p(au). In effetti v/ —u € W e v’ — v € W, quindi
W Hv = (utv)=u —u+v —veW eau — au = a(u’ —u) € W. Lasciamo al lettore
di verificare che V/W, con le operazioni sopra definite, &€ uno spazio vettoriale. Notiamo
piuttosto che le (3.1) dicono che ¢ & un omomorfismo di spazi vettoriali. E chiaro che ¢ &
suriettivo. Il suo nucleo & 'insieme dei v tali che p(v) = ¢(0), cioe W.

L’operazione di passaggio al quoziente gode della seguente proprieta universale.

PROPOSIZIONE (3.2) (TEOREMA DI OMOMORFISMO). Sia v : V — U un omomorfismo di
spazi vettoriali tale che ker(«) D W. Allora vi é uno e un solo omomorfismo 3 : V/W — U
tale che o« = (3o . Il nucleo di 3 & ker(a)/W; in particolare 3 é iniettivo se e solo se
ker(«) = W. Infine 3 é suriettivo se e solo se o & suriettivo.

Notiamo innanzitutto che, se (3 esiste, 3(¢(v)) = a(v) per ogni v € V. Dato che ogni
elemento di V/W & della forma ¢(v) per qualche v € V., § & univocamente determinato.
Per dimostrare l'esistenza di  poniamo ((¢(v)) = a(v). Questa ¢ una buona definizione.
Infatti, se p(v') = p(v), allora v/ — v € ker(p) = W C ker(a), e quindi a(v') = a(v). Poi

Ble(u) +¢(v) = Ble(u+v)) = au +v) = a(u) + a(u) = B(e(w)) + B(e(v)),
aB(p(v)) = aa(v) = a(av) = B(p(av)) = Blap(v)),
e quindi # € un omomorfismo. E chiaro che § ¢ suriettivo se e solo se lo & a. Se invece
o(v) € ker(f), cioe a(v) = 0, allora p(v) € p(ker(a)) = ker(a)/W, e viceversa. Questo

conclude la dimostrazione.

Siano vy,...,v, elementi di V. Diremo che vq,...,v, sono linearmente indipendenti
modulo W se o(v1),. .., ¢(vy,) sono linearmente indipendenti in V/W, cioé se ogni volta che
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una combinazione lineare ), a;v; appartiene a W si ha che a; = 0 per ogni i. Analogamente
diremo che vy, ..., v, costituiscono una base di V modulo W se ¢(v1), ..., ¢(v,) sono una
base di V/W. Osserviamo che, se vy, ..., v, ¢ una base di V"modulo W e wy, ..., w,, & una
base di W, allora v1,...,v,, w1,..., W, ¢ una base di V. Infatti se ) a;v; + > bjw; =0,
allora ) a;v; € W e quindi a; = 0 per ogni ¢; ne segue che ) bjw; = 0 e dunque che b; =0
per ogni j. Se poi v € V vi sono scalari a; tali che p(v) = > a;¢(v;), cioe tali che v—>" a;v;
appartenga a W e sia quindi della forma ) bjw;; si conclude che v = ) a;v; + > bjw;.
Piu in generale, supponiamo date una catena

{0} =VocWViC---C Ve CVp =V

di sottospazi di V, e una base v; 1,...,v; , di V; modulo V;_; per ogni ¢ tale che 1 <7 < k.
Allora quanto appena osservato mostra, per induzione su k, che

V1,15 -9 V1,m5 V2,15 -5 V2 gy -+ Vk1y -+« 5 Uk,ny,

¢ una base di V.
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