Corso di Algebra 1 - a.a. 2025-2026
Prova scritta del 16/06/2026

1. Dato un sottogruppo H di un gruppo G e un intero k sia
Hy:={acG:d"ecH}.

(a) Dimostrare che, se G ¢ abeliano, allora Hy ¢ un sottogruppo di G.

(b) Dimostrare che, se [G : H] = 2, allora Hy = G per k pari e
Hy, = H per k dispari.

(¢) Nel caso in cui G = D,, con n > 2 e H = (S), dimostrare che H
non e un sottogruppo di G.

(d) Nel caso in cui G = Sy e H =V}, dimostrare che Hj non & un
sottogruppo di G se e solo se k ¢ divisibile per 2 ma non per 3.

2. Sia I :={f e€Z[X]: f(n) €2Z V¥n € Z}.
a) Dimostrare che I ¢ un ideale di Z[X].

(a)
(b)
)
)

Trovare g € I monico e di secondo grado.

(c

(d) Dimostrare che Z[X]/I ¢ isomorfo al prodotto di due campi.

Dimostrare che, se g &€ come nel punto precedente, allora I = (2, g).



1.

(a)
(b)

Soluzioni

1 € Hy, perché 1* =1 € H. Dati a,b € Hy (cioe a*,b* € H) si ha
ab~t € Hy, perché (ab=')* = a*(b=1)k = a*(b¥)~ € H.

Posto @ := aH € G/H per ogni a € G, si ha a € Hy, (ciot a* € H)
se e solo se a¥ = 1. Poiché H ¢ normale in G (avendo indice 2),
G/H & un gruppo e a* = @*. Se ne deduce che a € Hy se e solo
se ordg (@) | k. D’altra parte #(G/H) = [G : H] = 2, e quindi
ordg/p(a) =1sea=1 (ciot se a € H) e ordg/y(a) =2sea #1
(cioe se a ¢ H). Si conclude allora che per k pari ordg/m(a) | k
per ogni a € G (dunque Hy, = G) e per k dispari ordg/u(a) | k se
e solo se a € H (dunque Hy = H).

R'S € H, per ogni i € Z perché (R'S)?> =1 € H. In particolare
RS,S € Hy, ma RSS = R ¢ H,, dato che R* ¢ H = {1,S}.
Pertanto Hs non e un sottogruppo di D,,.

In ogni caso H =V, C Hy. Gli elementi di Sy \ V4 sono solo gli
[-cicli, per [ = 2,3,4. Tenendo conto che un [-ciclo ha ordine [,
per ogni [-ciclo (iy,...,4) (con iy,...,4 € {1,2,3,4} distinti) si ha

{(1)6‘/4 se k=0 mod 2,
(i

N A
(i1, ) i1,72) € V4 se k=1 mod 2,

(1) eV se k=0 mod 3,
(i1,1,43)" = 4 (i1,42,13) € Vi se k=1 mod 3,
(11,13,92) € Vi se k=2 mod 3,

]

(1) eVy se k=0 mod 4,
(11,19,13,14) € Vy sek=1 mod 4,
(11,13)(i2,74) € V4 se k=2 mod 4,
(i1,14,13,12) €V, se k=3 mod 4.

(ila 7:27 /L.37 24)k —

Indicando con Z; I'insieme degli [-cicli in Sy, si ha dunque

Vi se 21k, 31k,
H, — ‘/4UZQUZ4 S€2|l€,3+l€,
b VZ;UZ?,:A4 SGQTkJ,3|k’,

‘/4UZ2UZ3UZ4:S4 S€2|k,3|k’

Per concludere basta osservare che Vy, A4 e Sy sono sottogruppi
di Sy, mentre V3 U Zy U Z4 non lo & (per esempio perché contiene
(1,2) e (1,3) ma non (1,2)(1,3) = (1, 3,2)).



2. (a) 0 € I perché 0(n) = 0 € 2Z per ogni n € Z. Dati f, f' € I (cioe
f(n), f'(n) € 2Z per ognin € Z) e h € Z[X] siha f+ f', fh € I

perché

(f+ )= f(n)+ f(n)€2Z,  (fh)(n) = f(n)h(n) € 2Z

per ogni n € Z, dato che 2Z ¢ un ideale di Z.

(b) Si puo prendere per esempio ¢ = X? + X. Infatti in tal caso
g(n) =n?*+n=n(n+1) € 2Z per ogni n € Z (essendo uno tra
n e n + 1 sempre pari).

(c¢) L’inclusione (2,g) C I segue dal fatto che 2,9 € I e che I ¢ un
ideale per il primo punto. Per dimostrare che anche I C (2,¢),
sia f € I. Poiché g & monico, esistono (unici) ¢,r € Z[X] tali
che f =qg+r conr =0 o deg(r) < deg(g) = 2. Esistono allora
a,b € Z tali che r = aX +b. D’altra parte r € I (perchér = f—qg
con f,g € I eI ¢ un ideale), e quindi r(n) = an + b € 2Z per
ogni n € Z. In particolare r(0) = b e r(1) = a + b sono pari, e
pertanto lo & anche a = a + b — b. Cio implica che r = 21’ con
r = (a/2)X+b/2 € Z[X], e dunque [ = qg+r = qg+2r' € (2,9).

(d) Per il punto precedente I = (2,g) = (2, X? 4+ X). Usando il terzo
teorema di isomorfismo per anelli si ottiene allora

ZIX)/1 = Z[X]/(2,9) = (2[X]/(2))/(9) = Z/2Z[X]/(X* + X).

In Z/2Z|X] Tideale J := (X? + X) & tale che J = JyJ; con
Jo = (X) e J; := (X +1). Poiché Jy e J; sono coprimi (dato che
1=X+X+1e€Jy+ 1), per il teorema cinese generalizzato si
ha Z/2Z]X]/J = Z/2Z[X]/Jy x Z/2Z]X]/J;. Ricordando che se
A ¢ un anello commutativo e a € A allora A[X]/(X —a) = A, si
conclude che

Z(X]/1 = 7/27]X])(X) x Z/2Z][X])(X + 1) 2 Z/27 x 7.)2Z,

e Z/2Z ¢ un campo (perché 2 & un numero primo).



