Corso di Algebra 1 - a.a. 2022-2023
Prova scritta del 14/02/2023

1. Siano f: G — G' e g: G' — G due omomorfismi di gruppi tali che
ker(f) = im(g) e im(f) = ker(g).
(a) Dimostare che, se f € iniettivo o suriettivo, allora f & un isomor-
fismo e g e banale.
(b) Dimostrare che, se G e G’ sono finiti, allora hanno lo stesso ordine.
(c) Determinare ker(f) e im(f) nel caso in cui G =Z/6Z e G' = S;.
(d) Dimostrare che non puo essere G = Z/127Z e G' = A,.

2. Dati due ideali I e J in un anello commutativo A, sia

L:= {ZaiXi cAX]:ap€l,a € J}.

1>0

(a) Dimostrare che L & un sottoanello di A[X] se e solo se [ = A.
(b) Dimostrare che L ¢ un ideale di A[X] se e solose I C J.

(c¢) Dimostrare che L ¢ un ideale primo di A[X] se e solo se I ¢ un
ideale primo di A e J = A.

(d) Assumendo A = Z e I = {0}, dimostrare che Z[X]/L ha infiniti

ideali primi.



1.

(a)

Soluzioni

Prima di tutto notiamo che g & banale se e solo se im(g) = {1} se e
solo se ker(g) = G'. Se f ¢ iniettivo, allora im(g) = ker(f) = {1},
per cui g € 'omomorfismo banale. Dunque in questo caso si ha
anche im(f) = ker(g) = G, cio¢ f ¢ pure suriettivo. Analoga-
mente, se f e suriettivo, allora ker(g) = im(f) = G, per cui di
nuovo g ¢ 'omomorfismo banale. Dunque in questo caso si ha
anche ker(f) =im(g) = {1}, e pertanto f & pure iniettivo.

Per il primo teorema di isomorfismo per gruppi im(f) = G/ ker(f)
e im(g) = G'/ker(g), e quindi (grazie al teorema di Lagran-

ge) #G = (Hker(F)(#im(f) e #G' = (#ker(g))(#im(g)).
Per concludere basta osservare che dall’ipotesi su f e g segue
ovviamente # ker(f) = #1im(g) e #im(f) = #ker(g).

Poiché Z/6Z % Ss, segue dal primo punto che f (e analogamente
g) non € né iniettivo né suriettivo. In particolare im(f) = ker(g) e
un sottogruppo normale di G’ non banale, cioe¢ diverso sia da {1}
(altrimenti g sarebbe iniettivo) che da G’ (altrimenti f sarebbe
suriettivo). Se ne deduce che im(f) = Ajs, essendo Az l'unico
sottogruppo normale non banale di S3. Inoltre per quanto visto
nel punto precedente si ha

_ #G #Z/6Z 6
#herlD = Fin) = #4 3

e dunque necessariamente ker(f) = (3) = {0, 3}, dato che que-
st’ultimo & I'unico sottogruppo di ordine 2 di Z/6Z.

=2,

Supponendo per assurdo G = Z/12Z e G' = A4, osserviamo
che sia ker(f) < Z/12Z che im(f) = (Z/127Z)/ker(f) sono ci-
clici, dato che sottogruppi e quozienti di un gruppo ciclico (qua-
le ¢ Z/127Z) sono ciclici. D’altra parte, se 0 € Ay ¢ tale che
im(f) = (o), si ha #im(f) = ord(o); inoltre ker(f) = im(g) =
A/ ker(g), e se 7 € Ay e tale che Ay/ker(g) = (7), si ottie-
ne #ker(f) = #(Ay4/ker(g)) = ord(7) | ord(r). Tenendo conto
che il massimo ordine di un lemento in A, € 3, questo dimostra

#im(f),# ker(f) < 3, il che porta all’assurdo

12 = #2122 = (#ker(f))(#im(f)) < 3-3 = 0.



2. In ogni caso L & un sottogruppo di A[X]|. Infatti chiaramente 0 € L
e,se f =30 X,g=">20b:X" €L (ciot ag,by € I ¢ ay,by € J),
allora anche f — g = > .. (a; — b;)X" € L, dato che ag — by € I e
a; — by € J (essendo I e J sottogruppi di A).

(a)

Poiché 1 € L se e solo se 1 € I se e solo se I = A, & chiaro che
I = Ase L ¢ un sottoanello di A[X]. Viceversa, se I = A, resta da
dimostrare che fg € L per ogni f =Y. a; X", g = ,5,0X" €
L (ciot aj, by € J). Questo & vero perché fg = >, ¢;X* con
co = aghy € A=1¢ec; = agh +aiby € J (essendo ay,b; € J e J
ideale di A).

Se I C J, allora L ¢ un ideale di A[X] perché fg € L per ogni
f=>s0aX" € L (ciot ag € I C Jea € J)e per ogni
g =50 biX" € AX]. Infatti fg=>,.,¢X" con ¢g = aghy € I
(essendo ag € I e I ideale di A) e ¢; = agb; + a1by € J (essendo
ap,ay € J e J ideale di A). Viceversa, se L ¢ un ideale di A[X],
allora per ogni a € [ si ha a € L, da cui segue aX € L, e quindi
a € J. Cio dimostra che I C J.

Se I & primo in A e J = A, allora L # A[X] perché 1 & I,
quindi 1 ¢ L. Va inoltre dimostrato che, dati f =>" ., a; X", g =
Y isobiX® € A[X] tali che fg € L,siha f € Lo g€ L. In effetti
fg = Zi>0 c; X' con ¢y = agby € I, da cui segue ag € I o by € 1
perché I & primo in A; poiché in ogni caso ai,b, € J = A, questo
dimostra che f € L o g € L. Viceversa, se L ¢ primo in A[X],
allora I ¢ primo in A: infatti I # A perché 1 ¢ L, quindi 1 & [;
inoltre, dati a,b € A tali che ab € I, si ha ab € L, da cui si ottiene
(essendo L primo in A[X])a € Lob € L,cioca € lobel
Infine J = A perché XX = X? € L, quindi (essendo L primo in
A[X]) X € L, cioe 1 € J.

Per ogni numero primo p l'ideale

L,:= {Z a; X' € Z[X] : ap € pZ}
>0
(che chiaramente contiene L) ¢ primo in Z[X] grazie al punto pre-
cedente (essendo pZ primo in Z). Poiché i numeri primi sono infi-
niti, grazie alla corrispondenza biunivoca tra gli ideali di Z[X] con-
tenenti L e gli ideali di Z[X]/L, otteniamo infiniti ideali di Z[X]/L
della forma L,/L, che sono primi perché (Z[X]/L)/(L,/L) =
Z[X]/L, per il terzo teorema di isomorfismo per anelli, e Z[X|/L,
¢ un dominio (dato che L, ¢ primo in Z[X]).



