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Testi di riferimento

Per la parte di teoria dei gruppi possono essere utili soprattutto i
seguenti testi.

» J.S. Milne, Group Theory, disponibile all'indirizzo
http://www.jmilne.org/math/CourseNotes/gt.html
Parti dei capitoli 3 (prodotti semidiretti), 4 (azioni e gruppi di
permutazioni), 5 (teorema di Sylow) e 6 (gruppi risolubili).

» |.N. Herstein, Algebra
Sezioni 2.9, 2.11 (alcuni risultati sulle azioni), 2.12 (teorema
di Sylow) e 5.7 (gruppi risolubili).
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Azioni di gruppi

Definizione
Un'azione di un gruppo G su un insieme X & una funzione

GxX—>X (g,x) — gx

tale che Vg,he€ G e Vx € X si ha:

(A1) (gh)x = g(hx);
(A2) 1x = x.

Si dice anche che X & un G-insieme.

Osservazione
La condizione (A2) non ¢ ridondante: fissato xg € X, la funzione

GxX—=X (g,x) — xo

soddisfa (A1), ma non (A2) se #X > 1.



Azioni come omomorfismi

Proposizione
Se X é un G-insieme, ¥ g € G la funzione

olg): X =X X > gx

é biunivoca. Inoltre p: G — S(X) (dove S(X) indica il gruppo
delle permutazioni di X) & un omomorfismo di gruppi.

Viceversa, dato un omomorfismo di gruppi ¢: G — S(X), la

funzione
Gx X=X (g,x)— v(g)x)

definisce un'azione del gruppo G sull'insieme X.
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Dimostrazione

Se X & un G-insieme, per (Al) Vg, he GeVxe X

p(gh)(x) = (gh)x = g(hx) = ¢(g)(w(h)(x)) = (¢(g) o ¢(h))(x),
quindi p(gh) = ¢(g) o ¢(h), e resta da vedere che p(g) € S(X).
Per (A2) ¢(1)(x) = 1x = x = idx(x), per cui p(1) =idx. Allora
p(g)op(e™) = vlgg™) = ¢(1) = idx = v(g'g) = (g™ ")ov(g),
il che dimostra che o(g) & biunivoca (con inversa ¢(g~1)).

Viceversa, se ¢: G — S(X) & un omomorfismo di gruppi,
Vg,he GeVxeX

(gh)x = ¢(gh)(x) = (#(g) o w(h))(x) = (g)(¢(h)(x)) = g(hx),

cioé vale (Al). Inoltre (1) = idx, per cui
1x = ¢(1)(x) = idx(x) = x, cioeé vale (A2).

Alberto Canonaco alberto.canonaco@unipv.it Algebra 2



> gx=xVYg e GeVxe X (azione banale), corrispondente

>

all'omomorfismo banale G — S(X).

G < 5(X) = X & un G-insieme con |I'omomorfismo di
inclusione G — S(X).

H < G = un G-insieme X definito da un omomorfismo
¢: G — S(X) & anche un H-insieme con ¢|y: H — S(X).
Piu in generale, dato un omomorfismo di gruppi f: G' — G,
X & anche un G’-insieme con po f: G' — S(X).

Se X & munito di qualche struttura (gruppo, spazio vettoriale,
spazio topologico, spazio metrico, ...) di solito & interessante
vedere X come G-insieme per qualche omomorfismo

G — Aut(X) < S(X), dove f € 5(X) & un "automorfismo"
se preserva la struttura (isomorfismo di gruppi, isomorfismo di
spazi vettoriali, omeomorfismo, isometria, . ..).
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Azione per coniugio

L'azione per coniugio di G su G & definita da

GxG—G (g,a) — gag !

(vale (A1) perché (gh)a(gh)™! = g(hah™1)g ' Vg, h,ac G e
(A2) perché 1al171 = a).
I corrispondente omomorfismo di gruppi [': G — S(G) ¢ tale che

Int(G) :=im(I") < Aut(G) < 5(G)

(dove Aut(G) :={f € S(G) : f omomorfismo} & il gruppo degli
automorfismi di G) perché Vg,a, b, € G

[(g)(ab) = gabg ™' = gag 'gbg ™' =T(g)(a)l (g)(b).

Gli elementi di Int(G) si dicono automorfismi interni di G.
Ricordiamo anche che

ker(MN ={g € G :T(g)(a) =gag ' =aVac G} =Z(G).



Azione per traslazione

L'azione per traslazione (o per moltiplicazione) a sinistra di G su
G e definita da

GxG—G (g,a) — ga

(vale (A1) perché il prodotto di G & associativo e (A2) perché 1 &
elemento neutro). Il corrispondente omomorfismo di gruppi
L: G — S(G) ¢ iniettivo (teorema di Cayley).

Analogamente, dato H < G, la funzione
GxG/H— G/H (g,C)— gC:={gc: ce (C}
(ben definita perché se C = aH, gC = g(aH) = (ga)H) ¢

un'azione (esercizio). Indicheremo ancora con L: G — S(G/H) il
corrispondente omomorfismo di gruppi (in generale non iniettivo).
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Sottoinsiemi G-stabili

Un’azione di G su X ne induce una naturale di G su P(X):

G x P(X) = P(X) (g, X) = gX :={gx : xe X'}
(la verifica che questa & davvero un'azione & lasciata per esercizio).
Definizione

Un sottoinsieme X’ di un G-insieme X & G-stabile o G-invariante
segX' =X'Vgeod.

Osservazione
Un sottoinsieme G-stabile di un G-insieme & in modo naturale un
G-insieme (per restrizione dell’azione a G x X’).

Osservazione

Un sottoinsieme X’ di un G-insieme X & G-stabile se e solo se
gX' C X'V g € G. Infatti, se quest'ultima condizione &
soddisfatta, allora V g € G si ha anche (dato che g~1X’' C X’)

X' =1X' = (gg )X =g(g 'X') C gX'.



Sottogruppi normali e sottogruppi caratteristici

Sia H un sottogruppo di G (H < G).
» H & G-stabile (rispetto all’azione per coniugio) <= H &
Int(G)-stabile <= gHg !=HVgec G < gHg 1 CH
V g € G; in questo caso si dice che H & normale in G (H< G).
> H & Aut(G)-stabile <= f(H)=HVYf € Aut(G) —
f(H) C HVf € Aut(G); in questo caso si dice che H &
caratteristico in G.

Osservazione
Ogni sottogruppo caratteristico € normale, ma non viceversa.

Per esempio, i sottogruppi non banali di C3 sono normali ma non
caratteristici.

Esempio
H & caratteristico in G se I'unico sottogruppo di G isomorfo a H &

H stesso. Questo succede in particolare se H & I'unico sottogruppo
di G del suo ordine. Quindi per esempio ogni sottogruppo di un

gruppo ciclico finito & caratteristico.
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Morfismi di G-insiemi

Se X e Y sono G-insiemi, una funzione f: X — Y & un morfismo
di G-insiemi (o di azioni di G) se f(gx) =gf(x) Vge G e

Vx € X. f & un isomorfismo di G-insiemi se & anche biunivoco.
Osservazione

idx & un isomorfismo; se f & un isomorfismo, anche f~! lo &; la
composizione di (iso)morfismi & un (iso)morfismo; I'isomorfismo &
una relazione di equivalenza. Un morfismo f: X — Y & un

isomorfismo se e solo se esiste un morfismo ' Y — X tale che
flfof =idx e fo f' =idy.

Esempio

Se X’ & un sottoinsieme G-stabile di un G-insieme X, l'inclusione
X' — X & un morfismo di G-insiemi.

Esempio

H< G = G — G/H, a+» aH & un morfismo di G-insiemi
(rispetto alla traslazione), e € un isomorfismo <— H = {1}.



Orbite di un'azione

Su un G-insieme X la relazione definita da
X~y < dgeG:y=gx.

e di equivalenza, dato che valgono le proprieta
» riflessiva: x = 1x;
> simmetrica: y = gx = x = (g7 'g)x = g 1(gx) = g ty;
> transitiva: y = gx, z=hy = z = h(gx) = (hg)x.

La classe di equivalenza di x € X ¢ il sottoinsieme
Gx :={gx : g€ G}

di X e si dice orbita di x (rispetto all'azione di G).

Osservazione
Un sottoinsieme di un G-insieme & G-stabile se e solo se & unione
(necessariamente disgiunta) di orbite.
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Azioni transitive

Un’azione di G su X & transitiva se X & costituito da una sola
orbita; si dice anche che X & un G-insieme omogeneo.

Esempio
Se H < G, il G-insieme G/H (rispetto all'azione per traslazione a

sinistra) & omogeneo: ¥V C € G/H Jg € G tale che C = gH, cioe
C appartiene all'orbita di H.

Esempio

Rispetto all'azione per coniugio di G su G, l'orbitadia€ G ¢ la
classe di coniugio [a] := {gag™! : g € G} di a.

Si ha [a] = {a} < a € Z(G), e in particolare [1] = {1}.
Dunque l'azione & transitiva <= G = {1}.
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Stabilizzatori, azioni libere e azioni fedeli

Se X & un G-insieme, lo stabilizzatore di x € X &
Stab(x) :={g € G : gx=x} < G,

perché 1 € Stab(x) e g, h € Stab(x) = gh™! € Stab(x):
(gh™1)x = (gh™*)(hx) = g((h™ h)x) = gx = x.

Definizione

Un'azione di G su X ¢ libera (risp. fedele) se Stab(x) = {1}
Vx € X (risp. [ ex Stab(x) = {1}).

Osservazione
Se I'azione ¢ data da un omomorfismo di gruppi ¢: G — S(X),

ker(p) ={g € G : gx=xVxe X} = m Stab(x).
xeX
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Centralizzatore di un elemento

Lo stabilizzatore di a € G rispetto all'azione per coniugio &

C(a)=Cg(a):={g€G:gag ' =a}={geG:ga=ag}
detto centralizzatore o (centralizzante) di ain G.

Osservazione
Poiché C(1) = G, I'azione per coniugio € libera <= G = {1}.
D’altra parte I'azione & fedele <—

{1} = (] C(a) = ker(I': G — S(G)) = Z(G).

aceG

Dunque I'azione per coniugio ¢ fedele ma non libera se G # {1} e
Z(G) = {1} (per esempio, se G = S3).
Ovviamente ogni azione libera & fedele.
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Normalizzatore di un sottogruppo

Considerando P(G) come un G-insieme con |'azione indotta dal
coniugio, lo stabilizzatore di H < G &

N(H) = Ng(H) := {g € G : gHg™" = H},

detto normalizzatore o (normalizzante) di H in G.

Osservazione

Chiaramente N(H) soddisfa le seguenti condizioni:
» HaN(H) < G;
» HaK < G = K C N(H).

Dunque N(H) & il pit grande sottogruppo di G in cui H & normale.
In particolare N(H) = G <— H<G.
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Relazione tra gli stabilizzatori in un orbita

Proposizione
Se X é un G-insieme, Vg € G eVx € X

Stab(gx) = gStab(x)g 1.

In particolare Stab(gx) = Stab(x).

Dimostrazione.

Stab(gx) C gStab(x)g~!: h € Stab(gx) = gx = hgx —
x=g lgx =g thgx = N :=g lhg € Stab(x) =
h=gh'g~! € gStab(x)g L.

gStab(x)g~! C Stab(gx): h= gh'g~! € gStab(x)g~! (con

h € Stab(x)) = hgx = gh'g 'gx = gh'x = gx —

h € Stab(gx). O

Esempio
—1y _ -1
C(gag™") = gC(a)g™" Vg,a€G.



Generalizzazione del teorema di Cayley

Corollario
H<G = ker(L: G — S(G/H)) =(eq gHg™ 1 e il pit grande
sottogruppo normale di G contenuto in H.

Dimostrazione.
ker(L) < G perché nucleo di un omomorfismo di gruppi. Poiché

Stab(H) ={g€ G : gH=H}=H,

e tenendo conto che ker(L) = (¢¢g 1y Stab(C), per la
Proposizione precedente si ha

ker(L) = ﬂ Stab(gH) = ﬂ gStab(H)g™! = m gHg 1 C H.
geaG geaqG geaqG

Resta da dimostrare che K« Ge KCH = K C ker(L):
K =NgecKe™" CNgecaHe™ = ker(L). O



Applicazione

Se L: G — S(G/H) & iniettivo, G = im(L) < S(G/H). Dunque,
se H# G e S(G/H) non contiene sottogruppi isomorfi a G,

{1} Cker(L) CH C G,

e in particolare G non & semplice (dato che ker(L) < G).

Osservazione
Per il teorema di Lagrange S(G/H) non contiene sottogruppi
isomorfi a G se G & finito e #G 1[G : H]!.
Esempio
Sia H < G. Allora G non & semplice in ciascuno dei seguenti casi.
> #G =136, #H =9: [G: H| =4 e 3614 =24
> #G =280, #H =16: [G: H| =5e801¢5! =120.
» #G =150, #H =25: [G: H| =6 e 150 1 6! = 720.
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Descrizione delle orbite di un'azione

Proposizione
Sia X un G-insieme. Allora¥ x € X la funzione

f: G/Stab(x) — Gx a = aStab(x) — ax
€ un isomorfismo di G-insiemi.

Dimostrazione.

f & ben definita: a’ = 3 (cioé & = ab con b € Stab(x)) =

a'x = (ab)x = a(bx) = ax.

f & un morfismo di G-insiemi: Vg,a€ G

f(ga) = f(ga) = (ga)x = g(ax) = &f(a).

f & suriettiva: Va € G ax = f(a).

f & iniettiva: a,a’ € G tali che f(3) = f(a) (ciog ax = a'x) =
x=alax =alax = ald €Stab(x) = a=4. O
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Conseguenze

Sia X un G-insieme.
» X & omogeneo <= X = G/H per qualche H < G.
#(Gx) = [G : Stab(x)] Vx € X.
> #[a] =[G : C(a)] (con [a] :={gag™! : g€ G})VacG.
> #[H] =[G : N(H)] (con [H] := {gHg™! : g€ G}) VH < G.
>
>

v

X finito, X = [[L; Gx; = #X =31 1[G : Stab(x;)].
G finito, G =[]/ [a] = #G =37 ,[G: C(a)].
Posso supporre che esista 0 < m < n tale che a; € Z(G)
(<= #[ai]|=[G:C(aj)]=1) < i> m. Si ottiene
allora I'equazione delle classi:

#G=#2Z(G +Z[G C(a))]

(con1<[G:C(aj)] | #GVi=1,...,m).



Centro di un p-gruppo

Definizione
Sia p un numero primo. Un p-gruppo & un gruppo (finito) il cui
ordine & una potenza di p.

Proposizione
G # {1} p-gruppo = Z(G) # {1}.

Dimostrazione.
Per I'equazione delle classi

#2(G) =#G - > [G: C(ay)].
i=1

Per ipotesi #G = p" per qualche n >0 e [G : C(a;)] = p" con
0 < n;j < n;in particolare p | #G e p | [G: C(a;)] Vi=1,...,m.
Allora p | #Z(G), e quindi Z(G) # {1}. O
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Sottogruppi normali di un p-gruppo

Corollario
#G =p" = Vmtaleche 0 < m< n3dH«G tale che
#H = p™. In particolare G é semplice <= n=1 <= G = (,.

Dimostrazione.

Per induzione su n: n =0 ovvio.

Se n > 0, posso supporre m > 0. Per la Proposizione precedente
#Z7(G) = p” con 0 < n' < n. Esiste K < Z(G) tale che #K = p
(perché p | #Z(G) e Z(G) & abeliano). Poiché K< G (Vg e G e
Vac K sihagag ! =ac K), G:= G/K & un gruppo tale che

#G &n_ n—1
#G = dK - P

Per I'ipotesi induttiva esiste H < G tale che #H = p™*; inoltre
Il H < G tale che H = H/K, per cui
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Gruppi di ordine p?

Lemma
Un gruppo G é abeliano <= G/Z(G) e ciclico.

Dimostrazione.

— Z(G)=G = G:=G/Z(G) = {1} &ciclico.

— G={(g) (conge G) = Vae GIncZtalechea=g"
— Jbe Z(G) taleche a=g"b = ac C(g) (perché
g,bEﬁC(g)) — ((g)=G6 = geZ(G) = g=1

= G=(1)={1} = Z(G)=G = G abeliano.

Corollario
#G = p> = G abeliano (quindi G = CroG= Cg).

Dimostrazione.
Per la Proposizione 1 < #Z(G) | p> = #Z(G)=po p*> =
#(G/Z(G))=pol = G/Z(G) ciclico = G abeliano. []
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|l teorema di Sylow (prima parte)

Teorema (Sylow)

G gruppo finito, p numero primo, | € N tali che p' | #G —
JH < G tale che #H = p.

Corollario (teorema di Cauchy)

G gruppo finito, p numero primo tale che p | #G —
JH < G tale che #H = p e 3g € G tale che ord(g) = p.

Osservazione
Per dimostrare il teorema di Cauchy basta trovare a € G tale che
ord(a) = pm per qualche m > 0, (poi g :=a" e H:= (g)).
Se G & abeliano, cio puo essere dimostrato facilmente per induzione
sun:=#G. Per n> p (il caso n = p & chiaro) sia b€ G\ {1}:

» p|ord(b) = a:=b;

» pford(b) = G := G/(b) taleche p|#G < n = per

induzione 33 € G (con a € G) tale che p | ord(3) | ord(a).
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Dimostrazione della prima parte del teorema di Sylow

Per induzione su n:= #G. Per n > p' (il caso n = p' & chiaro)
considero |'equazione delle classi:

#Z(G)=#G - [G: C(a)]
i=1

con 1 < [G:C(aj)]|n(quindi C(a;j) C G)Vi=1,....,m.
» SeJi=1,...,mtale che p' | #C(a;), allora per induzione
JH < C(a;) < G tale che #H = p'.
Altrimenti p | [G : C(a))] Vi=1,...,m.
» Posso supporre | >0 = p | #G = p | #Z(G).

» Per il teorema di Cauchy per gruppi abeliani 3K < Z(G) tale
che #K = p; inoltre K< G.

» G := G/K tale che p/™! | #G = n/p < n = per induzione
JH < G tale che #H = p/~1.

> JIH < G tale che H=H/K = #H = (#H)(#K) = p.

v



|l teorema di Sylow (seconda parte)

Definizione

G gruppo finito, p numero primo, r, m interi positivi tali che

#G =p"'me ptm. Un p-sottogruppo di Sylow (o semplicemente
un p-Sylow) di G & un sottogruppo di G di ordine p".

Indichiamo con s, = s,(G) il numero di p-Sylow di G.

Osservazione
sp > 1 per la prima parte del teorema di Sylow.

Teorema (Sylow)
G gruppo finito, p numero primo, r, m interi positivi tali che
#G=p'meptm =
1. due qualunque p-Sylow di G sono coniugati;
2. s,=1 mod pes,=[G:N(H)] | mVH p-Sylow di G;
3. ogni p-sottogruppo di G & contenuto in un p-Sylow di G.
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Richiami sul prodotto di sottogruppi

H K <G.

> HK:={ab:acH, bc K} <G <= HK = KH.
» HiGoK14G = HK < G.

> HKaG — HK<G.
>

la funzione (con immagine HK)
HxK—G (a, b) — ab

& un omomorfismo di gruppi <= ab=baVae He
Vb e K, ein tal caso il suo nucleo & HN K.

» HK<GeHNK={1} = HK=HxK.
» He K finiti =

_ #H)#K)
O =St
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Orbite di un p-Sylow

VH,K < Gsia [K]y :={aKa™! : ac H} C [K] = [K]¢.
Chiaramente [K]y = {K} <= H C N(K).

Lemma
H,K < G con H p-gruppo e K p-Sylow.
Allora [Kly = {K} <= H C K. Altrimenti p | #[K]#n.

Dimostrazione.

#[K]y = [H : N(K)N H] | #H = p' per qualche / € N, quindi
p | #[Kln se K} € Kl

Resta allora da dimostrare che H C N(K) — H C K.

H < N(K), K <N(K) = HK < N(K) < G.

H' := HN K < H tale che #H' = p/ (con I' < I). Se #K = p’,

H)(#K 'pr )
by = BEEVEE P B it 6 — prm

conptm = r+/-I'<r = I'=] = H=HCK. [




Dimostrazione della seconda parte del teorema di Sylow

Sia H un p-Sylow di G.

Se K € [H]g, chiaramente [K]y C [K]c = [H]c e per il Lemma
[Kln ={K} <= HCK <= H=K (perché #H = #K), e
altrimenti p | #[K]y. Ne segue che

#[Hlc =1 mod p.

Sia ora H" < G un p-gruppo: analogamente a prima
(Kl € [K]le = [H]le YK € [H]g, e per il Lemma p | #[K]w se
H' ¢ K. Ne segue che 3K € [H]¢ tale che H' C K (altrimenti

pl|#[H]lc =1 mod p).
Cio dimostra sia il punto 1 che il punto 3. Si ha inoltre

5, = #[Hl = [G : N(H)] | [G : H] = m
e s, =1 mod p, il che dimostra anche il punto 2.
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Sottogruppi di Sylow normali

Osservazione
Se H < G & un p-Sylow, allora

H< G <= H caratteristico in G <= s, = 1.

E infatti chiaro che sp =1 = H caratteristicoin G = H<G.
D'altra parte, Ha G = N(H) = G, quindi s, =[G : N(H)] = 1.

Corollario

#G = Hfle pi" con pi,...,px numeri primi distinti e

n,...,ng > 0. Sia H; un p;-Sylow di GVi=1,... k.
l.spy=-=5,,=1= G%HLIH;.

2. G%HfleG,- con G; pj-gruppoVi=1,....k = s, =1e
G=H Yi=1,... k
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Dimostrazione

1. Peripotesi Hi< G e #H; =p/" Vi=1,... k.
Dimostro per induzione su j che

J
Hi:=Hy---HjaG e H=][H Vi=1,... k
i=1
E owvio perj—l se j > 1, per induzione H;_; <G e

H = J~1 H; (per cui #H S =rs ) Allora
H’ Hi 4 H <G e (tenendo conto che H;_; N H; = {1}

perché med(#H;_;,#H;)) =1) Hi =2 H_; x H; = HJ,-ZI H;.
Se ne deduce che G = Hj = Hf‘zl Hi perché #G = #H,.
2.6 =11l 6 = VYi=1,...,k
G :={(a1,...,ak) € G : aj=1Vj#i}aG,
G/ & un p;-Sylow di G' e G/ = G;. Allora s,,(G) = s,,(G') =1
€ H,'g Gi/g GiVi:].,...,k.



Gruppi di ordine pq

#G = pq con p < g numeri primi. Allora
» s; =1 (perché s, =1 mod q e sy | p), e quindi G non &
semplice;
» g#1 modp = s, =1 (perchés, =1 modpes,|q)e

G Cyx Cy™ Cp

(perché per il Corollario G = H,, x Hg con H, = C, p-Sylow e
Hq = Cq g-Sylow).

Osservazione

Si vedra che g=1 mod p = 3! (a meno di isomorfismo) un
gruppo non abeliano di ordine pg. Un esempio (per p =2) & il
gruppo diedrale Dy.
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Gruppi di ordine p?q

#G = p°q con p e g numeri primi distinti = sp=losg=1
(quindi G non & semplice).
» Se p> q, allora s, =1 (perché s, =1 mod pes,|q).
> Sep<qesqy>1,allora sy, = p? (perché s; =1 mod g e
sq | p?). Poiché ogni g-Sylow ha g — 1 elementi di ordine g e
g-Sylow distinti si intersecano banalmente,

T :={ac G :ord(a) =q}

& tale che #T = s,(q — 1) = p?(q — 1).
H p-Sylow = HC G\ T = H= G\ T (perché
#(G\T)=p*=#H) = s5=1.
Osservazione
Sep<qgesys>1 allorap=2eq=3:
infatti s, = p? =1 mod g, ciog ¢ | (p2 —1) =(p—1)(p+1);
poiché gt (p — 1), deve essere q | (p+ 1) < q, e quindi g = p+ 1.
Un esempio di questo tipo & G = A4 (esercizio).
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Gruppi di ordine pgr

#G = pqr con p < g < r numeri primi = s, =105 =1
(quindi G non & semplice).
» T,:={ac G :ord(a)=n} Vn>0 = analogamente a
prima # Ty = sq(q — 1) e # T, = s5.(r — 1). Deve essere

sq(g—1)+s(r—1)=#(TqU T,) < #G = pgr,

dato che T, N T, = 0.

» s, >1 = s, =pq (perché s, =1 modres,|pq) =
sq(q—1)<pg = sq<q(datocheg—1>p) =
sq =1 (perché s; =1 mod q).
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| gruppi semplici non hanno sottogruppi di indice piccolo

{1} #H < G taleche 2 < [G : H] <4 = G non semplice.
» Per assurdo G semplice = L: G — S(G/H) ¢ un

omomorfismo iniettivo = G’ :=im(L) < S(G/H) = S,,

(con m:=[G : H]) tale che G’ = G e n:= #G = #G’

soddisfa m | n | m! (per il teorema di Lagrange) e n > m

(perché H # {1}).

m=2 = 2|n|2en>2, impossibile.

» m=3 = 3|n|6ben>3 = n=6=2-3 = G non
semplice, assurdo.

» m=4 = 4|n|24en>4 = n=8=2%0
n=12=22.30n=24(= G=S;) = G non
semplice, assurdo.

v

Osservazione
Segue che G non & semplice se 3 p primo tale che p | #G e
sp=3(= p=2)os,=4(= p=23).
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Esercizio

G non abeliano, n:= #G < 60 = G non semplice.

>
>

>
2

v

>

n = p* (p primo, k >2) = G non semplice (gia visto).

n divisibile per 3 primi distinti p, g e r = n = pgr (se no
n>2pqgr>2-2-3-5=60) = G non semplice (gia visto).
Resta il caso n = p'¢/ con p, g primi distinti e i,j > 0.
i,j>2 = i=j=2(senon>2p°q>>2-22.32=72)
= n=22.32=236 (se no n>22.52=100) = un
3-Sylow ha indice 4 in G = G non semplice (gia visto).
Posso supporre j = 1.

i=1loi=2 = G non semplice (gia visto).

g <3 = un p-Sylow ha indice203in G = G non
semplice (gia visto).

Resta il caso n=p'qconi>2eq>5 = p' <60/5=12
— p=2,i=3 = g<60/22<8 = gq=50q=7
= n=23.5=400n=2%.7="56.

n=40 — s5 =1 (perché ss=1 mod5es;|8) = G

non semplice.
Alberto Canonaco alberto.canonaco@unipv.it Algebra 2



Gruppi di ordine 56

#G =56 = s;=1 mod7es;|8 = ss=1(= G non
semplice) 0 s7 =8 =

T:={ae G :ord(a) =7}
tale che #T =s;(7—1) =8 -6 = 48.

H2-Sylowdi G = HC G\ T,#H=8=#(G\T) =
H=G\T = s =1 = G non semplice.
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Richiamisu S, e A,

>

#Sp = nl, S, = ({2-cicli}).

e: Sp = {£1} = G omomorfismo (suriettivo se n > 2) tale

che e(0) = (—1)™! se o & un m-ciclo.

Ap = ker(e) < Sy, #A,=nl/2¥n>2, A, = ({3-cicli}).

Az = {1a (17 2, 3)7 (13 3, 2)} e 53 \ Az = {(17 2)7 (1’ 3)a (27 3)}

» Gli unici sottogruppi non banali di S3 sono A3 (normale) e
((1,2)), ((1,3)), ((2,3)) (non normali).

> Ay = V4 [[{3-cicli} e Sa\ Ag = {2-cicli} [ [{4-cicli} con

v

vy

C2 =V = {1,(1,2)(3,4), (1,3)(2, 4), (1,4)(2,3)} < Ss

(= Vu4<Ay), #{3-cicli} = 8, #{2-cicli} = #{4-cicli} = 6.
» Gli unici sottogruppi normali non banali di 5S4 sono Vj e Ay:
H<Ss = #H |24 e H & unione di classi di coniugio —
#H=1+3a+8b+6¢c+6dcona,b,cdec{0l} =
a=lec=d=0sel <#H <24
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| sottogruppi di S,

dH < S4 non banale tale che H= G <= G & isomorfo a uno dei

seguenti gruppi: Gy, G, Ga, C2, S3, D4, Aq.

<= H= (o) con o0 m-ciclo = H=C, per m=2,3,4.
H=V, = H=(C}.
HZ{O‘GS4 : 0‘(4):4} — H = S;.
H=im(fy) = H = Dy, dove f,: D, — S, indica
I'omomorfismo (iniettivo per n > 3) che manda un elemento
di D, C S(R?) nella sua restrizione ai vertici di A,,.
H= A4 = HZ= A4.

— #H<4 — H=G, G, Go G
#H=6 — H % Gs (perché S4 non ha elementi di ordine
6) — HZXS;.
#H =8 = H 2-Sylow = H = D, perché tutti i 2-Sylow
sono isomorfi e so gia che ce n'eé uno di questa forma.
#H=12 — [S4: H|=2 — H<S; = H = A4 perché
A4 e V4 sono gli unici sottogruppi normali non banali di Sg.
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Il coniugio in A,

Osservazione
H K< G = [H: HNK] <[G: K] perché la funzione

H/(HNK) = G/K  a(HNK)— aK

& (ben definita e) iniettiva. In particolare H < S, —
[H: HNA) <[Sn:An] =2 equindi [H: HNA,|=2se HZ A,.
Vo € A, dato che Cx,(0) = Cs,(0) N Ap, si ha allora

Ca,(0) = Csn( ) se Cs,(0) € An

[Cs,(0) : Ca,(0)] =2 se Cs,(0) £ An,

da cui segue (ricordando che #[o]c =[G : Cg(o)] per G =S, o
G = A,, e tenendo conto che [0]a, C [0]s,)

#lola, = #CA (U) 2#??3(0) #[U]sn se Cs,(0) C A,
[o]a, = lols, se Cs,(0) Z An.

Alberto Canonaco alberto.canonaco@unipv.it Algebra 2




Il coniugio in A

» 0 Vu\{1l} = J[o]s, = Vu\ {1} = #]o]s, = 3 dispari
= [0]a, = [o]s, = Va\ {1}.
» o 3ciclo = [o]s, = {3-cicli} =
24
= = . C = ——
8= #lols. =[5 G (o) = 3 1)
= #Cs,(0)=3 = Cs,(0)=(0) CAy =
#|ola, = #[ols,/2 = 4 (i 3-cicli formano dunque 2 classi di
coniugio in Ag).
» L’'unico sottogruppo normale non banale di A4 & V4 (dunque
BH < Ay tale che #H = 6, anche se 6 | 12 = #A,):
H<Ay = #H |12 e H & unione di classi di coniugio —>
#H=1+3a+4b+4ccon a,b,ce {0,1} — a=1e
b=c=0sel<#H <12
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Semplicita di A,

Proposizione
n>5, {1} # HxA, = H contiene un 3-ciclo.

Teorema
A, é semplice V.n > 5.

Dimostrazione.

{1} # H< A, = per la Proposizione 30 = (a,b,c) € H.
n>5 = 37 =(d,e) € Cs,(0) (con a, b, c,d, e distinti) =
Csn(U) Z A, =

[0]a, = [o]s, = {3-cicli} C Ha A,
> An = <{3—C|C|I}> < H< An — H= An- ]

Corollario
As é semplice e #As = 60.
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Sottogruppi normali di S,

Corollario
A, é l'unico sottogruppo normale non banale di S, ¥ n > b.

Dimostrazione.

> HaS, = H :=HNA,<A, = H ={1} o H =A,.

> HCA, = H=H = H={l}oH=A,

> HZ Ay, = [H:H]=2 = #H=20H=S5,.

» Per assurdo #H =2 = H ={1,7} (con 7 € 5, \ Ap)
= or0 '=7Vo€S, = 7¢&Z(S,), assurdo perché
Z(S5,) ={1} (Vn >3).
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Dimostrazione della Proposizione

n>5, {1} # HaA, = H contiene un 3-ciclo.

M(o) ={i=1,....,n:0(i)#i} el(o) :=#M(c) Vo € S,.
c#1 = (o) >2.

I(c) =2 <= o &un2<cicloe /(c) =3 <= o & un 3-ciclo.
Basta dimostrare che m := min{/(c) : 1 # 0 € H} =3.

Per assurdo sia m > 3 e sia o € H\ {1} tale che /(o) = m.

o puo essere di una di queste due forme:

1. o= (ir,i203,.-.)... e c # (i1, 2, 3);
2. 0 =(h,h)(i3,i) - prodotto di trasposizioni disgiunte.

Nel caso 1 /(0‘) >5 = dig,i5 € M(O’) \ {il,ig, i3} distinti.
» Nel caso 2 E|i5 g {il, i2, i3,i4}.
> 7= (i3,is,i5) => F:=T107 1 € Hed # o (nel caso 1
(i) =1is # i3 = 0(ir) e nel caso 2 &(is) = is # i3 = o(ia)).
> o' =50t € H\ {1} tale che M(c’) C M(c) U {is},
o'(i) = i e nel caso 2 o/(ih) = i.
» /(¢") < I(0) = m, assurdo.
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Esercizio

G gruppo semplice non abeliano, H < G tale che [G : H] =5
= G = As.

Dimostrazione.

L’omomorfismo L: G — S(G/H) = S5 & iniettivo (perché G &
semplice e ker(L) CHC G) = 3G’ < Ss taleche G' = G
semplice non abeliano =

ni=#G =#G'| 120 = #S5 e #G' > 60
= n =160 0 n=120. Non pud essere n = 120 (se no
G = G' = S5 non semplice) = n=60 = [S5:G'|=2 =
G'<S = GG =As. O

Osservazione
In effetti esiste H < As tale che [As : H] = 5: per esempio

HZ:{O'GA5ZO'(5):5}gA4.
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Gruppi risolubili

Definizione
Un gruppo G é risolubile se esistono sottogruppi

{I}ZKrdKr_ld‘--dKldKozG

tali che Kij_1/K; € abelianoVi=1,...,r.
Esempio
G e risolubile in ciascuno dei seguenti casi:
» G e abeliano (r = 1);
» G =D, (r=2, Ki =(R)), quindi anche G = 53 = Ds;
> G =54 (r=3, Ki = A4, Ko = Vy);
» #G = p" (r = n e per induzione 3 K; < K;_1 tale che

#K; = p" 7).
Un gruppo semplice non abeliano (per esempio A, ¥V n > 5) non &
risolubile.
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Proprieta dei gruppi risolubili

Proposizione
1. H < G e G risolubile —> H risolubile.
2. Ha G e G risolubile = G/H risolubile.
3. Ha G, H e G/H risolubili = G risolubile.

Dimostrazione.
L{l}=K<a---aKo=G = K/ :=KiNHperi=0,...,r
taliche {1} =K/ <--- < Ky=H. Inoltre Vi=1,...,r

i/—l =Ki_1NH J—'> Ki_1 i} K,'_l/K,'
(con ji I'inclusione e p; la proiezione) & un omomorfismo tale
che ker(pioji) = KinH = K/ aK/_;. Per il teorema di
omomorfismo esiste K/_; /K! — Kj_1/K; omomorfismo
iniettivo, dunque Ki_1/K;j abeliano = K_; /K abeliano.
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Dimostrazione di 2 e 3

2. 7: G — G := G/H proiezione, {1} = K, <--- <Koy =G =
K;:=m(K;) per i =0,...,r tali che
{I}=K,<---<Kog=G. InoltreVi=1,....,r K;<K;_1
(perché m(g)m(a)m(g) L =7(gag ) e KiVg e Ki_1 e
Va € K;, dato che gag !t € K;) e

Ki_1 =, 7T(Ki—1) = Ri—l E> Ri—l/Ri

(con 7; indotto da 7 e p; la proiezione) & un omomorfismo
suriettivo tale che K; C ker(p; o m;). Per il teorema di
omomorfismo esiste un omomorfismo suriettivo
K,'_]_/K,' — R,'_]_/R,', dunque K,‘_]_/K,' abeliano —
K;_1/K; abeliano.
3. {1} =K/<---aKj=He {1} =Ks<---aKo = G (dove
Ki=Kj/Hcon H< K; < G peri=0,...,s) =
{1} =K/ < - aKf=Ks<---aKyg=G. Inoltre Vi=1,...,s
Ki_1/K; = K;_1/K; per il terzo teorema di isomorfismo.
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Conseguenze

> G2 H< S, = G risolubile.

» n>5 — S, non risolubile:
A, < S, e A, non ¢ risolubile.

» #G = pq o p?>q (con p e g primi distinti) = G risolubile:
JH < G con H di Sylow, quindi H e G/H sono abeliani e
pertanto risolubili.

» #G = pgr (con p, g e r primi distinti) = G risolubile:
JH < G con H di Sylow, quindi H & abeliano e G/H &
risolubile per il punto precedente.

> #G <60 = G risolubile:
se G non ¢ abeliano, 3 H < G non banale — induttivamente
H e G/H sono risolubili.
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Caratterizzazione dei gruppi risolubili

Ricordiamo che il sottogruppo dei commutatori di un gruppo G &
[G,G]:=(aba 'b!:a,bcG) <G

tale che, se H< G, allora G/H & abeliano <= [G,G] C H.
Definendo G(®) := G e induttivamente G() := [GU~1) G(~1)]

Vi >0, si haallora G() 4 GU=1) e G~V /G() & abeliano Vi > 0.
Proposizione

G & risolubile <= 3r € N tale che G(") = {1}.

Dimostrazione.

<= Chiaro.
— {1} =K,<---<aKy= G con Ki_1/K; abelianoVi=1,...,r
— GU) CK;Vi=0,...,r per induzione su i: vero se

i =0;sei>0 per induzione G0~ C K;_; —
G0 =601, U1 C [Ki_1, Ki_1] C Ki
perché K;_1/K; & abeliano. Dunque G(") = {1}.
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Prodotto semidiretto di sottogruppi

Definizione

Se H< G, K< G, HNK = {1} e HK(= KH) = G, si dice che G
& prodotto semidiretto dei sottogruppi K e H, e si indica
G=KxHoG=HxK.

Osservazione
Se anche H < G, si dice che G & prodotto (diretto) di K e H e si
puo scrivere G = K x Ho G =H x K.
Esempio
» D, =(R) x(S).
» S, = A, x (o) con o trasposizione.
> S4=VaxS3(con S3={0€Ss:0(4)=4} <S4) e
A4 = V4 X A3.
> #G =pgcon p<qprimi = G=KxHcon H=(,
p-Sylow e K = C4 g-Sylow.
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Condizioni equivalenti

Proposizione

K< G, n: G — G/K proiezione = sono equivalenti:
1. 3H < G tale che G = K x H;
2. 3H < G tale che w|: H — G/K é un isomorfismo;
3. 3f: G/K — G omomorfismo tale che wo f = id¢ k.

Osservazione

» Seinl(oin2) HaG (e quindi G = K x H), allora
Ip: G — K omomorfismo tale che p|x = idk (e ker(p) = H).

» In generale le condizioni 1, 2, 3 possono non essere soddisfatte
e, anche quando lo sono, H e f possono non essere unici. In
particolare, se G & abeliano (additivo), le condizioni valgono
<= K & addendo diretto di G (Proposizione 11.4 delle
dispense sui moduli), e in questo caso H ne ¢ un
complementare.
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Dimostrazione della Proposizione

1 = 2 7w|y = moi omomorfismo (con i: H— G inclusione).

ker(m|g) = HNker(r) = HN K = {1} = |y iniettivo.
im(m|y) = n(H) = (HK)/K = G/K = |y suriettivo.

2 = 3 f:=io(my)t: G/K — G omomorfismo tale che
7TOf:7TOiO(7T|H)_1:71"[.[0(7T|H)_1:idG/K.

3 — 1 H:=im(f) < G.
g€ HNK = 3dx € G/K tale che g = f(x) (perché
g€ H) = x=rn(f(x)) =n(g) =1 (perché g € K) =
g=f(x)=7f(1)=1 = HNK=/{1}.
g€ G = b:=f(n(g)) € H; a:=gb! tale che B
m(a) = n(g)n(b) "t = n(g)n(f(n(g)) ' = m(g)m(g) "t =1
= acK — g=abe KH = G = KH.
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Operazione in un prodotto semidiretto

g,.8 €G=KxH = 3la,d € Keb,b € H tali che
g=abeg =3db —

gg' = aba'bl = aba’b~'bb' con aba'b~! e K e bb € H.

Se: G — Aut(G) & I'omomorfismo che definisce I'azione per
coniugio, V¢ € G posso considerare [(c)|x € Aut(K) (perché
K < G) e ottengo un omomorfismo

0: H — Aut(K) b T(b)|x
tale che ba’b~! = I(b)(a') = (b)(d'), e quindi

gg' = al(b)(a')bb' con af(b)(a') € K e bb' € H.
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Prodotto semidiretto di gruppi

Definizione-Proposizione

H e K gruppi, 0: H — Aut(K) omomorfismo. Il prodotto
semidiretto di K e H rispetto a 6, denotato con K xg H o H Xy K,
é il gruppo costituito dall'insieme K x H con I'operazione

(a, b)(d', b') := (af(b)(a"), bb').

In particolare K xg H= K x H se 0 é I'omomorfismo banale.

Osservazione

E facile vedere che G = K xg H = G = K’ x H' con

K=K :=Kx{l1}<«GeH=H :={1} x H< G (esercizio).
Inoltre H' <G <= @ & banale: se # & banale, G = K x H, quindi
H < G. Viceversa, se H' < G, alloraVac KeVbe H
(a,1)(1,b)(a,1)"t = (a,b)(a 1, 1) = (af(b)(a71),b) € H' —
1=af(b)(a~ ') = ab(b)(a)™! = 6O(b)(a) =a = 0 & banale.
In particolare K xy H abeliano <= H, K abeliani e 0 banale.
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Dimostrazione della Definizione-Proposizione

» L'operazione & associativa: Va,a’,a’ ¢ KeVb,b,b" € H

((a,b)(d, b))(a", b") = (ab(b)(a), bb')(a", b")
= (ab(b)(a")0(bb')(a"), bb'b")

(a,b)((d', b)(a", b")) = (a, b)(a'0(b)(a"), b'b")
= (ab(b) (& (’)( '), bb'b")

e le due espressioni sono uguali perché (tenendo conto che
6(b): K — K & un omomorfismo e che 8(bb') = 6(b) o (b))

0(b)(a'0(b')(a")) = 6(b)(a")6(b)(6(b)(a")) = 6(b)(a")6(bb)(a").

» L'elemento neutro ¢ (1, 1) (esercizio).
> (a,b)"t = (0(b1)(a71),b71) Vac K eVb e H (esercizio):
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Alcuni gruppi di automorfismi

Aut(C,) = Z/nZ* ¥ n > 0. Infatti la funzione
f: Aut(Z/nZ) — Z/nZ* a— a1)

e un isomorfismo:

> f & ben definita perché « isomorfismo —
ord(a(1)) = ord(1) = n = «(1) € Z/nZ*;

» f & biunivoca perché Vaec Z 3l «o: Z/nZ — Z/nZ
omomorfismo tale che a(1) = 3 e « iniettivo <= «
suriettivo <= ord(a(1)) = n < «(1) € Z/nZ*;

> f & un omomorfismo perché Vo, 3 € Aut(Z/nZ), se
fla)=a(l)=3ae f(B) = B(1) = b, allora

f(aoB) = a(B(1)) = a(b) = ba(1) = ba = ba = ab = f(a)f(p).

Aut(C?) = S3: & infatti facile vedere che ogni permutazione di C2
che lascia fisso I'elemento neutro & un automorfismeo.
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Isomorfismo tra prodotti semidiretti

Proposizione
0,0": H— Aut(K) omomorfismi tali che § = 0’ o o per qualche
O[EAUt(H) — KxgHZ=K xyg H.

Dimostrazione.
Poiché o & biunivoca, anche la funzione

f:KxgH— Kxg H (a, b) — (a, (b))

lo &. Inoltre f & un omomorfismo perché

f((a, b)(d', b)) = F((a0(b) (), bb')) = (ab(b)(d), a(bb'))
(a0’ (e(b))(a), a(b)a(b)) = (a, a(b))(', (b)) = f((a, b))F((d, ')

Va,ad e KeVb,b € H. O
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Corollario

H e K gruppi con H = C, per qualche primo p.
1. 36: H — Aut(K) omomorfismo non banale <—
p | #Aut(K).
2. Se Aut(K) ha un unico sottogruppo di ordine p, allora
K xg H2 K x¢ H per ogni coppia 0,6 : H— Aut(K) di
omomorfismi non banali.

Dimostrazione.

1. Poiché H & semplice, 36 non banale <= 36 iniettivo <—
JH" < Aut(K) tale che H 2 H < p | #Aut(K).

2. Se H’ & I'unico sottogruppo di ordine p di Aut(K) e 6 e ¢’
sono non banali, allora sono iniettivi e im(0) = im(6') = H'.
Dunque esistono isomorfismi 6,6’ : H — H' taliche = iof e
0 =iof (coni: H — Aut(K) I inclusione). Allora
=0 o0aequindi =6 oacona:=0"10d e Aut(H).

L]
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Classificazione dei gruppi di ordine pq

#G = pg con p < g primi.
» g#1 mod p = G = (Cp.
» g=1 modp = G=(yq0G=CyxgC,con
0: Cp — Aut(Cy) omomorfismo non banale; inoltre C; xg Cp
non & abeliano e, a meno di isomorfismo, non dipende da 6.

Dimostrazione.
So gia che G = (4 xg C, per qualche omomorfismo

0: Cop = Aut(Cy) = Z/qZ* = Cq—1.

Se 0 & banale G = (4 x C, = Cpq, e 0 & banale se g Z1 mod p,
perché in quel caso p { #Aut(Cq) = q — 1.

Se invece ¢ =1 mod p, esiste 6 non banale, C; xg C, non &
abeliano e, a meno di isomorfismo, non dipende da # perché
Aut(Cq) =2 C4—1 ha un unico sottogruppo di ordine p. Ol
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Gruppi di ordine 8

#G=8= 23, G non abeliano.

>
| 4

| 4

v

ord(g) =204 Vge G\ {1} (altrimenti G ciclico).

Ja € G tale che ord(a) = 4 (altrimentig? =1Vgec G =
gghh =1 = ghgh — gh=hg V¥ g,h € G, cioé G abeliano).
Gy = K = (a) 9 G (perché [G : K] = 2).

Se b€ G\ K tale che ord(b) =2, allora (& = H := (b) < G
taleche G =K x H= G4 x9 Gy con §: & — Aut(Gy) = G
I'unico omomorfismo non banale. In questo caso G = D,.

Se invece ord(g) =4Vge G\ K,scelgobe G\ K =
bab™! € K e ord(bab™1) = ord(a) = bab"!=ao0a L

G =(a,b) = ab#ba = bab~'=a"l

#(KN (b)) =2 = KnN(b) ={1,z:=a® = b?} con

z€ Z(G) (dato che a,b € C(z)) e a~ ! = za, b—! = zb.
c:=abtaleche 2=z ¢ 1=z, ba= zc, bc = a, cb = za,
ca=b, ac = zb. In questo caso G = @ := {1, 4/, +j, +k}.
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Gruppi di ordine 12

#G=12= 22.3, G non abeliano.

| 4

>

>

G = K x H con H non normale, K 2-Sylow e H 3-Sylow o K
3-Sylow e H 2-Sylow.

Non puo essere K = (4 e H = (3 perché I'unico
omomorfismo C3 — Aut(Cy) = C, & quello banale.
K%C22eH§C3 — G§C22>49C3con

0: C3 — Aut(C?) =2 S3 omomorfismo non banale. A meno di
isomorfismo G non dipende da 6 perché S3 ha un unico
sottogruppo di ordine 3. In questo caso G = A,.
K%JC3GH§C4 - G%C3>49C4con

0: C4 — Aut(C3) = G, I'unico omomorfismo non banale.
K%CgeH%Cz2 = G%C3>49C22con

: C3 — Aut(C3) = C; omomorfismo non banale. A meno di
isomorfismo G non dipende da 6 perché se &’ & un altro
omomorfismo non banale, 3a € Aut(C?) = S; tale che

6 =0 oa. In questo caso G = Ds.
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Gruppi di ordine < 16

n classi di isomorfismo di gruppi di ordine n

2| G

3| G

41 G C?

51 G

6 C6 C3 A C2 D3

7 G

8 Cg C4 X C2 CS C4 X C2 = D4 Q
9| G C?

10 ClO C5 D! C2 = D5

11 C11

12 C12 C6><C2 C22><1C3%A4 C3>4C22§D6 C3>4C4
13 C13

14 C14 C7 A C2 D7

15| Gis
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Gruppi di ordine 30

#G=30=2-3-5.

1. 3K < G tale che #K = 15.

2. G = (5 xg G, per qualche omomorfismo 6: C; — Aut(Cys).

3. G & isomorfo a uno e uno solo dei seguenti gruppi:
C30, D15, D3 X C5 (S] D5 X C3.

1. Hs < G 5-Sylow e H3 < G 3-Sylow tali che H5 <G o H3 < G
— K:=HsH; < G e #K = (#Hs)(#H3) =5-3 = 15.

2. KaGperché [G:K]=2 = G=KxHcon H<G
2 — Sylow, e basta osservare che K = Ci5 e H = G.

3. Aut(Cis) 2 Z/15Z* = 757 X Z)37* = Cy x G =

#Hom(Co, Aut(Cis)) = #Hom(Gy, G x C2)
=#{ge G xCG :ord(g) |2} =4

= ci sono al piu 4 classi di isomorfismo e basta verificare
che i 4 elencati sono a due a due non isomorfi (esercizio).
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Esercizio sui gruppi di ordine p3

1. #G = p3 (p primo), G non abeliano —
Z(G)=1[G,G]= Cpe G/Z(G) = C2.

2. Per ogni primo p esiste un gruppo non abeliano di ordine p3

1. G # {1} p-gruppo = Z(G) # {1} = [G:Z(G)| # p’.
G non abeliano = G/Z(G) non ciclico =
[G:Z(G)] #1,p.
Dunque [G : Z(G)] = p?> = G/Z(G) = Cg abeliano =
[G, G] < Z(G) = C, semplice.
G non abeliano = [G,G] # {1} = |[G, G] = Z(G).

2. 30: C, — Aut(C,2) omomorfismo non banale (perché
p | #Aut(Cr) = #2/p?Z* = p(p—1)) = G := Cpa x4 Cp
non abeliano tale che #G = (#C2)(#Cp) = p?p = pS.
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