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Esercizio sui campi

K campo perfetto, 0 # f € K[X] tale che Gk(f) = GCs.
deg(f) > 5.

f irriducibile = deg(f) = 6.

Fornire un esempio con f irriducibile.

Fornire un esempio con deg(f) = 5.

AR A

Jg € K[X] tale che deg(g) =5 e g ha lo stesso campo di
spezzamento di f su K.
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Esercizio sui campi

K campo perfetto, 0 # f € K[X] tale che Gk(f) = GCs.

AR A

deg(f) > 5.

f irriducibile = deg(f) = 6.

Fornire un esempio con f irriducibile.

Fornire un esempio con deg(f) = 5.

Jg € K[X] tale che deg(g) =5 e g ha lo stesso campo di
spezzamento di f su K.

Per assurdo deg(f) <4 =— (s = Gk(f) = G < S4, assurdo
perché S; non contiene elementi di ordine 6.

K C L campo di spezzamento di f = K C L di Galois

= [L: K] = #Gk(L) = #Gk(f) = 6; f irriducibile =
deg(f) | [L: K] =6 = deg(f) =6 per il punto 1.

K=Q, f=®;=(X"-1)/(X-1) = X®+-..+1irriducibile
e tale che Go(f) = Z/7Z* = C¢ (perché 7 & primo).
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Dimostrazione di 4 e 5

4. Basta prendere K = (con g potenza positiva di un numero
primo) e f = fif, con fi e f irriducibili in Fq[X], deg(f1) =2
e deg(f) = 3 (perché G (f) = C4 con d = mcd(2,3) = 6).
Per esempio K = [Fy, A=X24X+1leh=X34+X+1
(irriducibili perché di gradi 2 e 3 e senza radici in Fp) —
f=X"+X"+1

5. Gi(f) = (o) = Ki:= L") e Ko := L") tali che K C K;
normali per i = 1,2 (perché Gk, (L) <Gk (L) = Gk(f));
[Ki: K] =[(0) : (0*)] =6/3=2e
o Kl =[lo) ()] <6/2=3
aj € Ki\ K = K(aj) = Ki (perché [K; : K] primo) =
[K(a1,a2) : K]=2-3=6 (perché [K(a1) : K]=2e
[K(a2) : K] = 3 coprimi) = K(a1, a2) = L.
gi ‘= My, k Si spezza su K; (perché K C K; normale) e
deg(gi) = [K(i) : K] = deg(g1) =2 e deg(g2) =3 =
g = g1g» tale che deg(g) =5e K C L = K(a1,a2) campo

di spezzamento di 2.
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Esercizio sui campi

fo=X*"—X-1

1.

Determinare Gg,(f).

2. f &irriducibile in Q[X].

o

Indicando con « e 3 radici (complesse) distinte di f, trovare
g € Q(a)[X] monico tale che deg(g) =3 e g(3) = 0.

(a+ B)? eradice di h:= X3 +4X — 1.

GQ(h) =~ S;.

GQ(f) = S,.
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Esercizio sui campi

fi=X*—X-1
1. Determinare Gp,(f).
2. f &irriducibile in Q[X].
3. Indicando con « e S radici (complesse) distinte di f, trovare
g € Q(a)[X] monico tale che deg(g) =3 e g(3) = 0.
(a+ B)? eradice di h:= X3 +4X — 1.
GQ(h) =~ S;.
GQ(f) = S,.
f irriducibile in F2[X] (perché senza radici in Fy e non
divisibile per X? 4+ X + 1, I'unico polinomio irriducibile di
grado 2) = Gp,(f) = Cs.
2. f irriducibile in Fo[X] = f irriducibile in Z[X] e in Q[X].
3. fla)=0 = (X—a)|finQ)[X] = 3Ilg e Qa)[X]
taleche f = (X —a)g = 0=1(5)=(8—a)g(f) =
g(B) = 0 perché o # 3. Facendo la divisione con resto di
per X —a sitrova g = X3+ aX?+a?X + a3 — 1.
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Dimostrazione di 4

0=g(B) =8 +aB?+a?B+a>—1 (peril punto 3) =
BB=1-ap?-a?f-a® =

(a+B)> =0 +3a%8+ 308 + 3 =
a®+30°8+3aB°+1—aB?—a?B—ad=2a°B+2a8°+1

= 7:= (a+ B)? tale che

Pol=(a+B)P—1=[(a+B)?—1atB)?+1]=
(2a25+2a52)(2a25+2aﬁ2+2) = 40‘ﬁ(a+ﬁ)(a25+aﬁ2+1),

4

Tenendo conto che 0 = f(a) = a* — a — 1, e quindi o* = a + 1,

aB(?B+aBf?+1)=aB2+ B3 +af =
2P +a? -l —atf—a’+af = a*—af—f—a’—ataf = —a—p,

per cui 73 — 1 = —4, ciog h(y) = 0.



Dimostrazione di 5 e 6

5. h senza radici in Q (perché h(1) =4 #0, h(—1) = —6 #0)
= hirriducibile in Q[X]; A(f) = —4-43 - 27(-1)2 <0
non & un quadrato in Q = Gg(h) = Ss.

6. Q C L(C C) campo di spezzamento di f.
h((a+ B)?) = 0 (per il punto 4), h irriducibile (come visto nel
punto 5) e monico = h = M40 — hsispezzasul
(perché Q C L normale e (a4 3)? € L) = 3IQ C L' campo
di spezzamento di h tale che L' C L.

Q C L' normale = Gp/(L)< G := Gg(L) = Gg(f) e
G/Gp(L) = Go(L') = Gg(h) = S5 (per il punto 5) =

6 = #S3 | #G.

f irriducibile (per il punto 2) = 4 =deg(f) | [L: Q] = #G
= mcm(6,4) = 12 | #G.

GG <S5, — G=A;0 54 enon pud essere Ay perché
A H < A, tale che Ay/H = Ss.
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