Algebra 2

Alberto Canonaco
alberto.canonaco@Qunipv.it

Universita di Pavia
Corso di Laurea in Matematica

Anno Accademico 2019,/2020
Lezione del 29-05-2020

Alberto Canonaco alberto.canonaco@unipv.it Algebra 2



Esercizio sui moduli

A dominio. Un A-modulo M & divisibile se Vx € MeVae A\ {0}
Jy € M tale che x = ay.
1. Il campo dei quozienti K di A & un A-modulo divisibile.
M divisibile = T(M) divisibile.
M divisibile, M’ C M sottomodulo = M/M’ divisibile.
M = @, cp My divisibile <= M) divisibile V A € A.
A a ideali principali ma non campo, M divisibile e finitamente
generato — M = {0}.
6. A come nel punto precedente = ogni A-modulo finitamente
generato & isomorfo a un sottomodulo di un modulo divisibile.

ok wnN
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Esercizio sui moduli

A dominio. Un A-modulo M e divisibile se Vx € M eVae A\ {0}
Jy € M tale che x = ay.
1. Il campo dei quozienti K di A & un A-modulo divisibile.
M divisibile = T(M) divisibile.
M divisibile, M’ C M sottomodulo = M/M’ divisibile.
M = @, cp My divisibile <= M) divisibile V A € A.
A a ideali principali ma non campo, M divisibile e finitamente
generato — M = {0}.
6. A come nel punto precedente = ogni A-modulo finitamente
generato & isomorfo a un sottomodulo di un modulo divisibile.
1. xe K,ae A\{0} = Jb,c € Acon c#0 tali che
x=b/c = y:=b/(ac) € K tale che x = ay.
2. xeT(M)C M, ae A\ {0} = Jy € M tale che x = ay.
x€T(M) = Jbe A\ {0} tale che bx =0 =
(ba)y = b(ay) = bx =0 = y € T(M) (perché ba # 0)
= T(M) divisibile.

ok wnN



Dimostrazione di 3, 4, 5e 6

3. x€ M/M' (con x € M), ac A\ {0} = Ty € M tale che
x=ay = Xx=ay — M/M divisibile.
4. —= My=M/ @/\,E,\\{/\} M, divisibile VA € A per il punto 3.
— x=(xa)aehn E M, a€ A\ {0} = VA€ ATy, € M, tale
che x) = ay) e posso supporre yy =0se x, =0 =
¥y = (¥a)aen € M tale che x = ay = M divisibile.
5. M=@;_; Mi con M; = Ao A/P" (con P € Max(A) e
n > 0) e M; divisibile (per il punto 4) Vi=1,...,r. Per
concludere r = 0 basta dimostrare A/P" (e quindi anche A
per il punto 3) non divisibile. P = (p) = Ay =bec A/P"
tale che py = pb =1 (perché ppc P, 1 ¢ P e P" C P).
6. M =@_; M; come prima = basta dimostrare M; = M/
sottomodulo di N; divisibile Vi =1,...,r (perché poi
M = @_; M! sottomodulo di @;_; N;, divisibile per il punto
4). A C K sottomodulo con K divisibile per il punto 1.
A/P"= (1/p"a C K/A (perché Anna(1/p™) = P") con
K /A divisibile per il punto 3.
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Esercizio sui moduli

Un sottomodulo M’ di un A-modulo non nullo M & superfluo se
I'unico sottomodulo M” di M tale che M' + M" =M & M" = M.
1. M',M" C M superflui = M’ + M" superfluo.
2. M noetheriano = 3 My C M superfluo tale che M’ C M
VM’ C M superfluo.
3. A dominio a ideali principali, M finitamente generato. Allora
ogni sottomodulo M’ C M & superfluo <= M = A/P" (con
P € Max(A)en>0)o M= Ae #Max(A) = 1.
4. A=7 = {0} & I'unico sottomodulo superfluo di Z".
5. A=7Z = 7 C Q superfluo.
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Esercizio sui moduli

Un sottomodulo M’ di un A-modulo non nullo M & superfluo se
I'unico sottomodulo M” di M tale che M' + M" =M & M" = M.

1.
2.

M',M" C M superflui = M’ + M"” superfluo.

M noetheriano = 3 My C M superfluo tale che M C M
VM’ C M superfluo.

A dominio a ideali principali, M finitamente generato. Allora
ogni sottomodulo M’ C M & superfluo <= M = A/P" (con
P € Max(A)en>0)o M= Ae #Max(A) = 1.

A =7 = {0} & I'unico sottomodulo superfluo di Z".

5. A=7Z = 7 C Q superfluo.

M" C M tale che M = (M’ + M") + M" = M’ + (M" + M")
= M" 4+ M" = M (perché M’ superfluo) = M"" =M
(perché M” superfluo) = M’ + M" superfluo.

M noetheriano — d My C M massimale tra i sottomoduli
superflui di M (I'insieme di tali sottomoduli & # () perché
contiene {0}). M’ C M superfluo = My + M’ superfluo
peril puntol = M' C My + M = My.
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Dimostrazione di 3

» In generale {0} C M’ C M addendo diretto (quindi M non
indecomponibile) = M’ non superfluo.

» Acampo — M = A" con n > 0.
Ogni sottomodulo M" C M superfluo <= n=1 (M ={0})
perché M = A@ A""! non indecomponibile se n > 1.
Inoltre Max(A) = {{0}} = A/{0}"=AVn>0.

> A non campo = ogni A-modulo finitamente generato
indecomponibile & isomorfo a A o A/P" (con P € Max(A) e
n > 0), per cui basta dimostrare che i sottomoduli propri di
A/P" sono superflui e che quelli di A lo sono <=
#Max(A) = 1.
| sottomoduli propri di A/P" sono P'/P" con 0 <i<ne
sono tutti superflui perché
Pi/P" 4 Pi/pn = pmintij} /pn — A/P" = j=0.
Se Max(A) = {P}, | € A sottomodulo — | C P = |
superfluo. Se 3P, Q € Max(A) distinti, allora P, @ C A non
superflui perché P 4 Q = A.
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Dimostrazione di 4 e 5

4. {0} #H<Z" = 3J0#£a=>" ae,€ H dovea;€Ze
e =(0,...,1,...,0) € Z" ha 1 in posizione i-esima.

Posso supporre a; #0 = Jp primo tale che pta; =
H' := (pe1, e,...,en) < Z" tale che H' # Z" (perché

e1 ¢ H)eH+H =7Z" (= H non superfluo).

Infatti med(ai, p) =1 = 3/,me Z taliche lay + mp =1
— la+ mpe; =e;+bconbe (e,...,ep) CH =
e1=la+ (mpes —b)e H+ H — H+H =7".

5. H<Qtaleche Z+ H=Q = H# {0} = ZnH #{0}
(a=1/meHconl meZ\{0} = 0#/=macZnH)
— dn >0 tale che ZN H = nZ, e basta dimostrare n =1
(perché poi ZC H = Q=Z+ H=H).

Per assurdo n >1 = Jp primo taleche p | n =
1/pecQ=Z+H = ImecZeac H taliche
l/jp=m+a = pa=1l-pmeZnH=nZ =
pln|(1—pm) = p|1, assurdo.
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Esercizio sui gruppi

p primo, G gruppo di ordine n := 175p.
1. p=7 = G abeliano.
2. p<7 = puo essere {1} # Z(G) # G.
3. G non semplice.
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Esercizio sui gruppi

p primo, G gruppo di ordine n := 175p.

1. p=7 = G abeliano.

2. p<7 = puo essere {1} # Z(G) # G.

3. G non semplice.

1. n=5%72 = s5 =1 (perché ss |7 ess =1 mod 5) e
s7=1(perché s7 |52 es; =1 mod7) = G = Hs x Hy
(con Hy, p-Sylow per p=5,7) = G abeliano perché
Hp, = Cp 0 le.

2. Basta trovare G = Gj x G> con G non abeliano e Gy
abeliano non banale (perché Z(G) = Z(G1) x Z(Gz) con
Z(G1) # G e Z(Gz) = G2 # {1}).

p =2 Per esempio D7 x Cps.
p =3 Per esempio (7 xp C3) x Gy con
0: G — Aut(Gr) 2 Z/7Z* = Cs omomorfismo non banale.
p =5 Per esempio (Cos xg Cs5) X G con
0: G — Aut(Cos) = Z/25Z* omomorfismo non banale (che
esiste perché 5 | ¢(25) = 20).
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Dimostrazione di 3

p=5 = ss=1(perchéss |[7Tess =1 mod5) = H5<G.
p =7 = G abeliano per il punto 1.

Per p # 5,7 posso supporre s, > 1, perché se no H, < G.
1<s,|5%7,s,=1 mod p = p|(sp,—1)con
sp=5,7,5%,5-7,527 = p=2,3,17,29.

p=2,17,29 — s5 =1 (perché ss | 7Tpess =1 mod5) —
H5 aG.

p =3 = posso supporre s5,57 > 1 (se no Hs <G o H; < G)
—> s5 =21 (perché s5s |3-7ess =1 mod 5) e s; =15 (perché
s713-52es7=1 mod 7) = I Hs, H} 5-Sylow distinti tali che
H := Hs N Hi # {1} (altrimenti G conterrebbe s5(52 — 1) = 504
elementi di ordine 5 0 25 e s7(7 — 1) = 90 di ordine 7, assurdo
perché n = 525 < 504 4 90).

Cs = H < Hs, H, (perché Hs e Hi abeliani) —

Hs,HL C G' == N(H) < G = sl >1 = s{ =21 (perché

st |[G':Hs]|[G:Hs)=2les,=1 mod5) = H<G =G.
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Esercizio sui gruppi

In quali dei seguenti casi esistono almeno m classi di isomorfismo
di gruppi di ordine n?

1. n=45em=3.

2. n=63em=4.

3. n=102e m=4.

4 n=19% e m=3.
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Esercizio sui gruppi

In quali dei seguenti casi esistono almeno m classi di isomorfismo

di gruppi di ordine n?

n=45em=3.

n=63em=4.

n=102e m=4.

n=195e m=3.

Non esistono: G gruppo di ordine 45 = 325 — s3 =1

(perché s3|5es3=1 mod 3) e s =1 (perché s5 |9 e

ss=1 mod5) = G =H3x Hs = Cyx Cs0CsxGCs.

2. Esistono: Cy x (7, Cg X Gz, Gz xg Cg e C7 Xy C32 con
0: Co — Aut(C7) e 0': C2 — Aut(C7) omomorfismi non
banali (che esistono perché Aut(C;) = Cg contiene un
sottogruppo di ordine 3). | primi due gruppi sono abeliani e
tra loro non isomorfi. Gli ultimi due gruppi sono non abeliani
e tra loro non isomorfi perché i loro 3-Sylow (rispettivamente
Co e C2) non sono isomorfi.
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Dimostrazione di 3 e 4

3. Esistono: Cipp, Ds1, D17 X C3 e D3 x Cy7. Infatti il primo &
I'unico abeliano, mentre gli altri tre contengono
rispettivamente 51, 17 e 3 elementi di ordine 2.

4. Non esistono: G gruppo di ordine 195 =3-5-13 — s3=1
(perché s;3 |15 e s513 =1 mod 13) e s5 = 1 (perché s5 | 39 e
ss =1 mod 5) - H13,H5<1G — H:= Hi3H5 < G.

#H = (#H13)(#Hs) =65e13#1 mod5 — H = Ges.
HOHs ={1} = #(HH3) = (#H)(#Hs3) = #GC =
G:HH3 — G:HXH3%C65><IQC3COH

0: Gz — Aut(C65) = Z/65Z* = Z/13Z* X Z/5Z* = Cox G
omomorfismo. Poiché 3 & primo e Ci» x C4 ha un unico
sottogruppo di ordine 3, ci sono al piu due classi di
isomorfismo di gruppi di ordine 195, corrispondenti a 6 banale
e a 0 non banale (e sono effettivamente due perché nel primo
caso G = Cygs e nel secondo G non & abeliano).
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