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Esercizio sul gruppo di Galois di X" — 2

n>1 a:=v2¢ Ryg, w:= em)/n e C, G = Go(X" —2).
Q € Q(ev,w) campo di spezzamento di X" — 2.

nprimo = #G = nyp(n) = n(n—1).

n=406 = #G = np(n).

n=8 = #G < np(n).

#G = np(n) = G = C, X9 Z/nZ* con

0: Z/nZ* — Aut(C,) isomorfismo.
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Esercizio sul gruppo di Galois di X" — 2

n>1 a:=v2¢ Ryg, w:= em)/n e C, G = Go(X" —2).

Q € Q(ev,w) campo di spezzamento di X" — 2.

nprimo = #G = nyp(n) = n(n—1).

n=406 = #G = np(n).

n=8 = #G < np(n).

#G = np(n) = G = C, X9 Z/nZ* con

0: Z/nZ* — Aut(C,) isomorfismo.

1. Le radici in C di X" —2 sono aw per j=0,...,n—1 = |l
campo di spezzamento in Cdi X" —2suQ e
L =Q(aw : j=0,...,n—1) =Q(a,w).

2. Q C LdiGalois, G = Gg(L) = #G=[L:Q].
X™ — 2 irriducibile per Eisenstein = m,qg = X" -2 =
[Q(a) : Q] = deg(X" —2) = n.
myo=®, = [Qw): Q] =deg(®,) =¢(n)=n—1.
med(n,n—1)=1 = [L: Q] = n(n—1).
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Dimostrazione di 3, 4 e 5

3 p(d) = p(6) =2 = [Ow): Q) = p(n) =2 —
n=mecm(n,2)|[L:Q] <2n = [L: Q] =2n= np(n)
(altrimenti [L: Q] =n = w € L=Q(«a) C R, assurdo).

4o w=V2(1+i)/2, =i = Vaw=1+i=1+uw? = w
radice di X2 — v2X +1 € Q(a)[X] (perché V2 = a*) =
[L:0] = [L: Q()][Q(0) Q] < 2-8= 16 < 32 = 84(8).

5. H:= Gg(a)(L) < G tale che #H = #G/[Q(a) : Q] = ¢(n),
H' := Gg.)(L) < G (perché Q € Q(w) normale) tale che
4H = 4G/I0(w) Ql=ne HNH = {1} —

H(HH') = np(n) = #G = G =HH = G=H'x H.
H" = {o; : Jj € Z/nZ} con oi(a) = awl (e oi(w) =w) =
o :O‘% VjGZ/nZ — H = <O'i> = Cp.

H= G/H = Gg(Qw)) 2 Z/nZ* = G = C, %9 Z/nL*
con 0: Z/nZ* — Aut(C,) = Z/nZ* omomorfismo iniettivo
(quindi isomorfismo) perché 7 € H = 31 € Z/nZ* tale che
Tw)=w (eT(a)=a) = To;7 1=0;=07 < 1=1
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Esercizio sui gruppi di Galois di polinomi biquadratici

Determinare campo di spezzamento Q C L e gruppo di Galois G di
f su Q nei seguenti casi:

1 f=X*—4Xx2+2

2. f=X*—4X2-2
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Esercizio sui gruppi di Galois di polinomi biquadratici

Determinare campo di spezzamento Q C L e gruppo di Galois G di
f su Q nei seguenti casi:
1 f=X*—4Xx2+2
2. f=X*—4X2-2
1. f irriducibile per Eisenstein.
f(X) = g(X?) con g(Y) := Y2 — 4Y + 2 che ha radici
24+2¢€ R>o = le radici di f sono +a,+03 con
=V2+V2,8:=v2-V2€Ryy = L=Q(a,p).
a —2—\[—aﬁ = B=(a?-2)/acQa) =
=Q(a) = #G =[L: Q] =deg(my,g) = deg(f) =
Jo € G = Gg(Q(a)) tale che o(a) = 5 (perché f radice di
Ma,Q = f) =

_— = —

BB

«

“2(“)=0(5)=a<0‘22>:522_\@

—— O’Z?éidL — G’EC4_
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Dimostrazione di 2

f irriducibile per Eisenstein.

f(X) = g(X?) con g(Y) := Y2 — 4Y — 2 che ha radici

2++16 €R = le radici di f sono +«, +/3i con
a=vVV6+2L:=vV6-2cRsg = L=0Q(a,}pi).
af=v2 = afi=V2i = L:Q(a,ﬁi).

[Q(ar) : Q] = deg(ma,g) = deg(f) = 4,

[Q(v2i): Q] = deg(m /5, o) =2 (perché m s, o = X?+2) =

mem(4,2) =4 | #G = [Q(a, V2i) : Q] < 4-2=38
e non pud essere [Q(a, v2i) : Q] = 4 (perché v/2i ¢ Q(a) C R)

= #G =28.
GG <SS = G=D,.
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Esercizio sui quadrati in I,

p primo dispari.

1.
2.
3.

. aPf =

[F; contiene un elemento di ordine 4 <= p=1 mod 4.
—1e&unquadratoin F, <= p=1 mod 4.

w radice ottava primitiva dell’'unita (in un’estensione di F)),
a=wtwl!l = a?=2.

« se p=+1 mod 8

—a se p==+3 mod 8.

2 & un quadrato in F, <= p=+1 mod 8.

X* +1 & irriducibile in Q[X] ma non in F,[X].
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Esercizio sui quadrati in I,

p primo dispari.

1.
2.
3.

. aPf =

[F; contiene un elemento di ordine 4 <= p=1 mod 4.
—leunquadratoin F, <= p=1 mod 4.

w radice ottava primitiva dell’'unita (in un’estensione di F)),
a=wtw!l = a?=2.

« se p=+1 mod 8

—a se p==+3 mod 8.

2 & un quadrato in F, <= p=+1 mod 8.

6. X*+ 1 & irriducibile in Q[X] ma non in F,[X].

. I, & ciclico di ordine p — 1, dunque contiene un elemento di

ordine 4 <— 4| (p—1).

Per il punto 1 basta dimostrare che —1 & un quadrato in F,
<= [}, contiene un elemento di ordine 4.
—1=a’perqualche acF, = aclF; a*=122+#1
= ord(a) = 4. Viceversa, a € [} tale che ord(a) =4 =
a’> = —1 perché a®> £ 1 e (a°)?> = 1.
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Dimostrazione di 3, 4, 5e 6

3. wradicedi X8 —1=(X*-1)(X*+Dew* #1 = w
radice di X*+1 = a? = w? +2ww ! + w2 = 2 perché
WHw?=w?w*+1)=0.

4 aP =(wHw )P =wP+wP=w +wisep=i mod8.
i=l = aP=w+twl=a
i=-1 = aP=wltw=a.
i=3 = aP=w+wi3=wwl+tw)=—a
i=-3 = aP=w3+¥=wHwt+w?l)=—a

5. 2 =2 (per il punto 3) & un quadrato in F, <= a €F,
<= of = o (perché i p elementi di Fj, sono le p radici di
XP —X) <= p==+1 mod 8 (per il punto 4).

6. X*+ 1 = dg irriducibile in Q[X] perché
X441 =(X2+V2X+1)(X2—vV2X+1)inR[X] e v2 ¢ Q.
X*+1 non irriducibile in Fp[X] perché my,p, | (X*+1) e
deg(my,f,) = [Fp(w) : Fp] <2 (p?=1 mod 8 = WP’ =w
= welFy).
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Esercizio sulle estensioni semplici

K C L estensione.
l.abeKea,feltalichea£be
K' == K(a+aB) = K(a+ b8) = K' = K(a,pB).
2. K C L di Galois = K C L semplice.
3. Trovare y € L tale che L = K(7y) quando L & campo di
spezzamento di X3 —2 su K = Q.
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Esercizio sulle estensioni semplici

K C L estensione.

l.abeKea,feltalichea£be
K' == K(a+aB) = K(a+ b8) = K' = K(a,pB).

2. K C L di Galois = K C L semplice.

3. Trovare y € L tale che L = K(7y) quando L & campo di
spezzamento di X3 —2 su K = Q.

1. at+af,a+bpe K = (a—b)f=a+af—(a+bB) € K
— feK = a=a+b8-b8e K = K =K(a,p).

2. Posso supporre K infinito.
a € L tale che [K(a) : K] massimo — L = K(«):
per assurdo 38 € L\ K(oo) = Ja,be Ktalichea#be
K" := K(a+ af) = K(a+ bp) (altrimenti ci sarebbero infiniti
sottocampi distinti di L della forma K(« + ¢f3) al variare di
¢ € K, che corrisponderebbero a infiniti sottogruppi distinti di
Gk(L)) = peril punto 1 K' = K(a, ) e
[K': K] > [K(«) : K] (perché K(a) € K'), assurdo.



Dimostrazione di 3

> [ =Q(a,w) con a:=+v2cRew:=el3

» [ =Q(v) con 7 := o+ w: basta dimostrare che L' C L
sottocampo =— vy & L.

> A parte Q, L’ pud essere solo della forma L con H
sottogruppo non banale di Gg(L) = S3, quindi L' = Q(w) (se
#H=3)o L' = Q(aw’) per j =0,1,2 (se #H = 2).

» Chiaramente v € Q(w) e v & Q(«v) (altrimenti
Q(w) = Q() = L).

> v ¢ Q(aw): una Q-base di Q(aw) & {1, aw, a’w?} e una
Q(aw)-base di L & {1 w} = una Q-base di L &
{1, aw, 0?w?,w, aw?, a?} e rispetto a questa base
vy = —aw + w — aw? (tenendo conto che w? + w + 1 = 0).

> v ¢ Q(aw?): una Q-base di Q(aw?) & {1, aw?, a’w} e una
Q(aw?)-base di L & {1,w} == una Q-base di L &
{1, aw?, 0®w,w, a, a’w?} e rispetto a questa base 7 = w + a.
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