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Esercizio sui polinomi con gruppo di Galois S,

K campo, 0 # f € K[X] tale che deg(f) =n > 0e Gk(f) = Sp;
a radice di f (in un campo di spezzamento L di f su K).

1. f eirriducibile in K[X].

2. n>2 = Gg(K(a)) ={1}.

3.0>3 = a"¢K.
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Esercizio sui polinomi con gruppo di Galois S,

K campo, 0 # f € K[X] tale che deg(f) =n > 0e Gk(f) = Sp;
a radice di f (in un campo di spezzamento L di f su K).
f & irriducibile in K[X].
n>2 = Gg(K(a))={1}.
n>3 = a"¢K.
Gk(f) =S, = leradicia=ay...,a, € Ldif sono
distintee Vi=1,...,n Jo € Gg(f) tale che o(a) = «;
= oj radicedimy xk = f|mgx == f irriducibile.
2. 0 € Gk(K(a)) = 3Fi=1,...,ntalecheo(a)=aqj e
basta dimostrare i = 1. Per assurdo i =2 — K(a) C L
campo di spezzamento di [[[_5(X — aj) =
[L:K]=[L: K(a)][K(a): K] <(n—2)!n< n!, assurdo
perché [L: K] > #Gk(L) =n
3. Per assurdo o" = a € K = posso supporre f = X" — a
— L=K(o,w)con (w)={pel:p"=1}<l* =
[L: K] <[K(a):K][K(w): K] <n(n—1) < n!, assurdo.
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Esercizio

Q C L (C C) campo di spezzamento di f di grado 3; Gg(f) = S3;
§ € L tale che 6% = A(f); a € C tale che [Q(a) : Q] = 2.

1. Q C L(«) di Galois.

2. ael = aeQ).

3. « Q/ L = GQ(L(Q)) =~ 53 x Go.
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Esercizio

Q C L (C C) campo di spezzamento di f di grado 3; Gg(f) = S3;
§ € L tale che 62 = A(f); a € C tale che [Q(«) : Q] = 2.

1.

Q C L(«) di Galois.

2. ael = aeQ).
3.
1. [Q(a) : Q] =2 = Q C Q(«) campo di spezzamento di

o Q/ | = GQ(L(Q)) = 53 X C2.

g =myq = Q C L(a) campo di spezzamento di fg.

d & Q (perché Gg(f) non e isomorfo a un sottogruppo di A3)
e =A(f) €Q = [Q(9): Q] =2=[Q(a): Q] —
Go(s)(L) e Gg(a)(L) sono due sottogruppi di indice 2 di
Go(L) = 53 = Gqs)(L) = Gga)(L) = Q(0) = Q(a).
1<[l(a): L[]<[Qa):Q =2 = G :=Gg(L()) tale
che #G = [L(a) : Q] = [L(a) : L][L: Q] =2-6 = 12.

H = Gg(a)(L(@)), H := G1(L(a)) <« G (perché Q € Q(a) e
QC Lnormali), HNH' = {1}, #H = 6, #H' =2 —
L(HH) = #G = G=HH = G=HxH =S3x G
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Esercizio sui campi finiti

Determinare il gruppo di Galois G di f := X5 — X + 3 su F per
qg=2,3,4,5.
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Esercizio sui campi finiti

Determinare il gruppo di Galois G di f := X5 — X + 3 su F per
qg=2,3,4,5.
In ogni caso G = Cy se Fy C Fa campo di spezzamento di f, e

d=
qg=2
q=3
qg==4
g=>5

mem(di, ..., d;) se f =[[i_; fi con fi, ..., f, irriducibili.

f non ha radici (perché f(0) = f(1) = 1), ma & divisibile per
X2+ X + 1 (I'unico irriducibile di grado 2 in F2[X]) e risulta
f=X2+X+1(X3+X?+1) = d=mem(2,3)=6.
F=X5—X=XX-1)(X+1)(X2+1) = d=2.
Fo6_43 campo di spezzamento di f su Fp = anche su 4
= d=3.

a€lFg = f(a)=F(a)—a+3 = f(a) =3 #0se
aclsef(a+a)=fla)VaelFsgweVaclF; =

Fss = F5(a) se a radice di f = d = deg(m, r,) non
dipende dalla radice o di f == f irriducibile in F5[X] (non
ha radici in 5 e non puo essere f = gh in F5[X] con

deg(g) =2 e deg(h) =3) = d =5.
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Esercizio su Q

f € C[X] monico = sono equivalenti:
1. feQ[X];
2. f si spezza su Q;
3. 3g € Q[X]\ {0} tale che f | g.
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Esercizio su Q

f € C[X] monico = sono equivalenti:

1.
2.
3.

1 — 2
2 — 1

feQ[X];
f si spezza su Q;

dg € Q[X]\ {0} tale che f | g.

Perché Q algebricamente chiuso.

f= HJ’-'ZILX — aj) con az,...,a, € Q (perché f monico)
= f €.

f=TI_.(X—aj)cona;€eQVj=1,....n = q
algebrico su Q = dgj € Q[X] \ {0} tale che gj(a;) =0
= (X-qj) | g = flg=]18 <QX]\{0}.
ai,...,on € Cradicidi f = ojradicedigVj=1,...,n
—> qj algebricosu Q = o; € Q = f=1[Li(X— )

si spezza su Q.
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