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Gruppi di Galois di polinomi su campi finiti

p primo, n > 0, q := pn, 0 6= f ∈ Fq[X ], G := GFq(f ).

I f irriducibile, d := deg(f ) =⇒ Fq ⊆ Fqd campo di

spezzamento di f ( =⇒ G ∼= Cd): α radice di f (in Fp) =⇒
[Fq(α) : Fq] = d =⇒ Fq(α) = Fqd .

I in generale f =
∏k

i=1 fi con fi irriducibile, di := deg(fi )
∀ i = 1, . . . , k =⇒ d := mcm(d1, . . . , dk) tale che Fq ⊆ Fqd

campo di spezzamento di f ( =⇒ G ∼= Cd): per il punto
precedente Fqdi è campo di spezzamento di fi su Fq, quindi f
si spezza su Fqm ⇐⇒ Fqdi ⊆ Fqm ∀ i = 1, . . . , k ⇐⇒ di | m
∀ i = 1, . . . , k ⇐⇒ d | m.

Osservazione
d > 0 =⇒ ∃ f ∈ Fq[X ] irriducibile di grado d : per esempio
f = mα,Fq con α ∈ Fqd tale che 〈α〉 = F∗

qd
.
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Il gruppo di Galois di X n − 1

n > 0, char(K ) - n, K ⊆ L campo di spezzamento di X n − 1.

I (X n − 1)′ = nX n−1 6= 0 ha solo la radice 0 (che non è radice
di X n − 1) =⇒ X n − 1 non ha radici multiple in L =⇒
R := {α ∈ L : αn = 1} tale che #R = n.

I R < L∗ =⇒ R ciclico =⇒ ∃ω ∈ R tale che R = 〈ω〉
(quindi ord(ω) = n in L∗, e si dice che ω è una radice n-esima
primitiva dell’unità; per esempio ω = e(2πi)/n se K ⊆ C).

I L = K (R) = K (ω) =⇒ #GK (L) = #R ′ con
R ′ := {α ∈ L : mω,K (α) = 0} ⊆ R (perché mω,K | (X n − 1)).

I mω,K si spezza su L e non ha radici multiple =⇒
#GK (L) = deg(mω,K ) = [L : K ] =⇒ K ⊆ L di Galois.

I La funzione GK (L)→ Aut(R) < S(R), σ 7→ σ|R è ben
definita e è un omomorfismo iniettivo di gruppi.

I GK (X n − 1) = GK (L) ∼= G < Z/nZ∗ ∼= Aut(R) =⇒ G
abeliano e #G | ϕ(n).
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Polinomi ciclotomici

α ∈ R ′ =⇒ ∃σ ∈ GK (L) tale che α = σ(ω) =⇒
ord(α) = ord(ω) = n =⇒ ∃ j ∈ Z/nZ∗ tale che α = ωj =⇒

mω,K =
∏
α∈R′

(X − α) | Φn :=
∏

j∈Z/nZ∗
(X − ωj) ∈ L[X ],

dove Φn è detto n-esimo polinomio ciclotomico.

Teorema

1. Φn ∈ K [X ].

2. K = Q =⇒ Φn irriducibile ( =⇒ GQ(X n − 1) ∼= Z/nZ∗).

Dimostrazione nel caso n = p primo.

1. Φp =
(∏

j∈Z/pZ(X − ωj)
)
/(X − 1) = (X p − 1)/(X − 1) =

X p−1 + · · ·+ 1.

2. Con la sostituzione X = Y + 1 si ottiene
Φp(X ) = Φp(Y + 1) =

(
(Y + 1)p − 1

)
/Y =

∑p
j=1

(p
j

)
Y j−1,

che è irriducibile in Q[Y ] per Eisenstein.
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Discriminante di un polinomio

I K campo, 0 6= f ∈ K [X ], K ⊆ L campo di spezzamento di f .
I n := deg(f ), α1, . . . , αn ∈ L radici di f =⇒

δ :=
∏

1≤i<j≤n
(αi − αj) ∈ L

è ben definito a meno del segno (dipende dall’ordine delle
radici), e chiaramente δ 6= 0 ⇐⇒ f non ha radici multiple.

I Il discriminante di f è ∆ = ∆(f ) := δ2 ∈ L (ben definito e
tale che ∆ 6= 0 ⇐⇒ f non ha radici multiple).

Lemma
σ(δ) = ε(σ|R)δ (con R := {α1, . . . , αn}) ∀σ ∈ GK (f ) = GK (L).

Dimostrazione.
Per definizione di segno di una permutazione

σ(δ) =
∏

1≤i<j≤n
(σ(αi )−σ(αj)) =

∏
1≤i<j≤n

(σ|R(αi )−σ|R(αj)) = ε(σ|R)δ.
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Proprietà del discriminante

Assumiamo che K sia perfetto.

Corollario
∆ ∈ K. Se inoltre char(K ) 6= 2, f non ha radici multiple e
identifico GK (f ) a un sottogruppo di Sn ∼= S(R), allora
GK (f ) ⊆ An ⇐⇒ δ ∈ K ⇐⇒ ∆ è un quadrato in K.

Dimostrazione.
I K ⊆ L di Galois =⇒ K = LGK (L). Dunque, dato β ∈ L,
β ∈ K ⇐⇒ σ(β) = β ∀σ ∈ GK (L) = GK (f ).

I σ(∆) = σ(δ2) = σ(δ)2 = (ε(σ|R)δ)2 = ε(σ|R)2δ2 = δ2 = ∆
∀σ ∈ GK (f ) =⇒ ∆ ∈ K .

I GK (f ) ⊆ An =⇒ σ(δ) = δ ∀σ ∈ GK (f ) =⇒ δ ∈ K .

I δ ∈ K , f senza radici multiple =⇒ δ ∈ K ∗ e ∀σ ∈ GK (f )
δ = σ(δ) = ε(σ|R)δ =⇒ ε(σ|R)K = 1K =⇒ ε(σ|R) = 1
(cioè GK (f ) ⊆ An) se char(K ) 6= 2.

I Chiaramente δ ∈ K ⇐⇒ ∆ = δ2 è un quadrato in K .
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Discriminante dei polinomi di grado 2 e 3

I Si può dimostrare che ∆(f ) è esprimibile come polinomio
valutato nei coefficienti di f .

I ∆(X 2 + aX + b) = a2 − 4b:

X 2 + aX + b = (X −α)(X − β) = X 2 − (α+ β)X +αβ =⇒
a = −α− β, b = αβ;
δ = α− β =⇒ ∆ = (α− β)2 = (α + β)2 − 4αβ = a2 − 4b.

I ∆(X 3 + aX + b) = −4a3 − 27b2:

X 3 + aX + b = (X − α)(X − β)(X − γ) =
X 3 − (α + β + γ)X 2 + (αβ + αγ + βγ)X − αβγ =⇒
α + β + γ = 0, a = αβ + αγ + βγ, b = −αβγ =⇒
a = −(α2 + αβ + β2), b = αβ(α + β);
δ = (α− β)(α− γ)(β − γ) = (α− β)(2α + β)(α + 2β) =
2α3 + 3α2β − 3αβ2 − 2β3 =⇒
∆ = (2α3 + 3α2β − 3αβ2 − 2β3)2 = 4α6 + 12α5β − 3α4β2 −
26α3β3 − 3α2β4 + 12αβ5 + 4β6 = −4a3 − 27b2.
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Gruppo di Galois di un polinomio di grado 3

char(K ) 6= 2, deg(f ) = 3, f irriducibile in K [X ] =⇒

GK (f ) ∼=

{
C3 se ∆(f ) è un quadrato in K

S3 altrimenti.

Esempio

I f = X 3 − 3X + 1 irriducibile in Q[X ] (non ha radici in Q)
=⇒ ∆ = −4(−3)3 − 27 · 12 = 81 = 92 =⇒ GQ(f ) ∼= C3.

I f = X 3 + 3X + 1 irriducibile in Q[X ] (non ha radici in Q)
=⇒ ∆ = −4 · 33 − 27 · 12 = −135 < 0 =⇒ GQ(f ) ∼= S3.

Osservazione
char(K ) 6= 3, f (X ) = X 3 + aX 2 + bX + c ∈ K [X ] =⇒ con la
sostituzione X = Y − a/3 si ottiene f (X ) = f (Y − a/3) =: g(Y )
con g(Y ) = Y 3 + a′Y + b′ ∈ K [Y ]. Chiaramente α ∈ L (campo di
spezzamento di f su K ) è radice di g ⇐⇒ α− a/3 è radice di f
=⇒ L è campo di spezzamento di g su K =⇒ GK (f ) ∼= GK (g).
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Soluzioni di equazioni di grado 2 e 3

I char(K ) 6= 2, f (X ) = X 2 + aX + b ∈ K [X ] =⇒ con la
sostituzione X = Y − a/2 si ottiene

f (X ) = f (Y − a/2) = Y 2 − a2/4 + b =: g(Y ).

α2 = a2/4− b = ∆(f )/4 ⇐⇒ α radice di g ⇐⇒ α− a/2
radice di f .

I char(K ) 6= 2, 3, f (X ) = X 3 + aX + b ∈ K [X ] =⇒ con la
sostituzione X = Y − a/(3Y ) si ottiene

f (X ) = f (Y − a/(3Y )) = Y 3 + b − a3/(27Y 3) = Y−3g(Y )

con g(Y ) := h(Y 3) e h(Z ) := Z 2 + bZ − a3/27.
α radice di g =⇒ α− a/(3α) radice di f e α3 radice di h.
Si noti che ∆(h) = b2 + 4a3/27 = −∆(f )/27.

Osservazione
Analogamente si può trattare il caso deg(f ) = 4.
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Risolubilità per radicali

Definizione
I K ⊆ L estensione; α ∈ L è radicale su K se ∃ n > 0 tale che
αn ∈ K .

I K ⊆ L è un’estensione per radicali se esistono estensioni
K = L0 ⊆ · · · ⊆ Lr = L e ∀ i = 1, . . . , r ∃αi ∈ Li radicale su
Li−1 tale che Li = Li−1(αi ).

I f ∈ K [X ] \ {0} è risolubile (per radicali) se esiste
un’estensione per radicali K ⊆ L tale che f si spezza su L.

Teorema (Galois)

Se char(K ) = 0, allora f ∈ K [X ] \ {0} è risolubile ⇐⇒ GK (f ) è
un gruppo risolubile.

Esempio

f = X 5 − 4X + 2 ∈ Q[X ] non è risolubile perché GQ(f ) ∼= S5 non
è risolubile.
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Idea della dimostrazione di =⇒
I Si dimostra che ∃K ⊆ L normale e per radicali tale che f si

spezza su L. Inoltre si trova K = L0 ⊆ · · · ⊆ Lr = L, dove:
L1 = L0(ω) con ω radice primitiva n-esima dell’unità;
i = 2, . . . , r =⇒ Li = Li−1(αi ) con αni

i ∈ Li−1 e ni | n.
I i = 1, . . . , r =⇒ Li−1 ⊆ Li normale (quindi di Galois):

già visto se i = 1, mentre se i > 1 Li è campo di spezzamento
di X ni − αni

i =
∏ni

j=1(X − αiω
jn/ni ) su Li−1.

I i = 1, . . . , r =⇒ GLi−1
(Li ) abeliano: già visto se i = 1,

mentre se i > 1 e σ, σ′ ∈ GLi−1
(Li ), σ(αi ) = αiω

jn/ni e

σ′(αi ) = αiω
j ′n/ni =⇒ (σσ′)(αi ) = αiω

(j+j ′)n/ni = (σ′σ)(αi )
=⇒ σσ′ = σ′σ.

I G := GK (L), Hi := GLi (L) < G ∀ i = 0, . . . , r tali che
{1} = Hr < · · · < H0 = G . Inoltre Hi / Hi−1 (perché
Li−i ⊆ Li normale) e Hi−1/Hi

∼= GLi−1
(Li ) abeliano

∀ i = 1, . . . , r =⇒ G risolubile.
I GK (f ) risolubile perché isomorfo a un quoziente di G .
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