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Gruppi di Galois di polinomi su campi finiti

p primo, n >0, g :=p", 0 # f € Fy[X], G := Gg(f).

» f irriducibile, d := deg(f) = Fy C F o campo di
spezzamento di f (= G = (y): a radice di f (in F,) —
[Fq(a) : Fgl =d = Fg(a) =TF .

> in generale f = Hfle fi con f; irriducibile, d; := deg(f;)
Vi=1,....,k = d:=mcm(di,...,dx) tale che F; C Fa
campo di spezzamento di f (= G = C,): per il punto
precedente I e e campo di spezzamento di f; su [Fg, quindi f
sispezzasuFgm <= Fo CFgmn Vi=1,... .k < d;|m
Vi=1l,....,k < d|m.

Osservazione
d>0 = 3f € Fy[X] irriducibile di grado d: per esempio

f =mgp, con a € Fgq tale che (a) = Fa
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Il gruppo di Galois di X" —1

n > 0, char(K) tn, K C L campo di spezzamento di X" — 1.

» (X" —1) = nX""1 0 ha solo la radice 0 (che non & radice
di X" —1) = X" —1 non ha radici multiple in L =
R:={a €Ll : a" =1} tale che #R = n.

» R<L* = Rciclico = Jw € R tale che R = (w)
(quindi ord(w) = nin L*, e si dice che w & una radice n-esima
primitiva dell'unitd; per esempio w = e(?7)/7 se K C C).

> [ =K(R)=K(w) = #Gk(L) = #R’ con
R :={a €L : m,x(a) =0} CR (perché m, x | (X" —1)).

» m, k si spezza su L e non ha radici multiple —>
#Gk(L) = deg(my, k) = [L : K] = K C L di Galois.

» La funzione Gk (L) — Aut(R) < S(R), 0 — o|r € ben
definita e € un omomorfismo iniettivo di gruppi.

» Gr(X"—1)=Gk(L)= G <Z/nZ* = Aut(R) = G
abeliano e #G | ¢(n).
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Polinomi ciclotomici

a € R = Jo e Gg(L) tale che a = o(w) =
ord(a) = ord(w) = n = 3j € Z/nZ* tale che a =/ =
muk = [[(X—0a)|®r:= [] (X-o))eL[X],
a€ER’ JEZ/nZ*
dove ®,, & detto n-esimo polinomio ciclotomico.
Teorema
1. ¢, € K[X].
2. K=Q = &, irriducibile (= Gg(X" —1) =2 Z/nZ*).
Dimostrazione nel caso n = p primo.
L ®p = ([Tjez/pe(X — ) /(X =1) = (XP - 1)/(X ~ 1) =
) Gt RN
2. Con la sostituzione X = Y + 1 si ottiene .
Op(X) = p(Y +1) = (Y +1)P-1)/y =32, 5V,

che ¢ irriducibile in Q[Y] per Eisenstein.
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Discriminante di un polinomio

» K campo, 0 # f € K[X], K C L campo di spezzamento di f.
» n:=deg(f), a1,...,a, € Lradicidi f =

0= H (i —aj) e L
1<i<j<n

& ben definito a meno del segno (dipende dall’ordine delle
radici), e chiaramente 6 # 0 <= f non ha radici multiple.

» |l discriminante di f & A = A(f) := 6 € L (ben definito e
tale che A # 0 <= f non ha radici multiple).

Lemma
o(0) =¢e(o|r)d (con R :={aa,...,an}) Vo € Gk(f) = Gk(L).

Dimostrazione.
Per definizione di segno di una permutazione

o(@)= [ (ola)=o(ey)= ]] (olr(ai)=0lr(ey)) =e(olr)o.

1<i<j<n 1<i<j<n
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Proprieta del discriminante

Assumiamo che K sia perfetto.

Corollario
A € K. Se inoltre char(K) # 2, f non ha radici multiple e
identifico Gk(f) a un sottogruppo di S, = S(R), allora
Gk(f)C A, < 0€ K < A éun quadrato in K.
Dimostrazione.
» K CLdiGalois = K= LGk (L), Dunque, dato B € L,
feK < o(f)=pVoe Gg(L) =Gk(f).
> o(A) =0 (0%) = 0(6)? = (e(0|r))? = e(0|g)?6* = 62 = A
VJEGK(f) — A cK.
> Gy(f) CA, = 0(d)=0VoeGg(f) = deK.
> ¢ € K, f senza radici multiple = ¢ € K* e Vo € Gg(f)
o= 0'(5) = E(U|R)5 - E(O’|R)K =1l = E(O"R) =1
(cioe Gk(f) C Ap) se char(K) # 2.
» Chiaramente § € K <= A = §2 & un quadrato in K.
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Discriminante dei polinomi di grado 2 e 3

» Si puo dimostrare che A(f) & esprimibile come polinomio
valutato nei coefficienti di f.

> A(X?+aX +b)=a>—4b:
X2+aX+b=X-a)(X-8)=X2—(a+B)X+aB =
a=—a—pf, b=ap;
S=a—-B8 = A= (a—-pB)?=(a+p)?—4aB = a>—4b.

> A(X3 4 aX + b) = —4a° — 27b%:
X34+aX+b=(X—-a)(X-B)(X—-7)=
X3 —(a+B+7)X?+ (af +ay+ )X —apfy =
a+pB+v=0,a=af+ay+ by, b=—afy =
a=—(a®+aB+B?), b=af(a+p);
6 = (o= B)(a=7)(B —7) = (o= B)(2c + B)(r + 28) =
203 4+ 3028 —303% —23° =
A = (203 + 3028 — 3a8? — 233)? = 4a® + 12a°5 — 304 3% —
260333 — 3028% + 12a° + 4% = —4a> — 27b°.
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Gruppo di Galois di un polinomio di grado 3

char(K) # 2, deg(f) = 3, f irriducibile in K[X] =
C A(f) ¢ drato in K
GK(f)%{ 3 se ( )e.zunqua rato in
S3  altrimenti.
Esempio
» f = X3 —3X + 1 irriducibile in Q[X] (non ha radici in Q)
= A=-4(-33-27-12=81=9?2 = Gg(f) 2 G.

» f = X3+ 3X + 1 irriducibile in Q[X] (non ha radici in Q)
— A=-4-33-27-12=-135<0 = Gg(f) = S;.

Osservazione

char(K) # 3, f(X) = X3+ aX? + bX + c € K[X] = con la
sostituzione X = Y — a/3 si ottiene f(X) = f(Y — a/3) =: g(Y)
con g(Y)=Y3+3'Y + b € K[Y]. Chiaramente o € L (campo di
spezzamento di f su K) & radice di g <= « — a/3 ¢ radice di f
= L & campo di spezzamento di g su K = Gg(f) = Gk(g).
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Soluzioni di equazioni di grado 2 e 3

» char(K) #2, f(X) =X2+aX+be K[X] = conla
sostituzione X = Y — a/2 si ottiene

F(X)=Ff(Y —a/2)=Y?-2*/4+b=:g(Y).
a?=2a%/4—b=A(f)/4 < aradicedig < a—a/2
radice di f.

» char(K) # 2,3, f(X) = X3+ aX +be K[X] = con la
sostituzione X = Y — a/(3Y) si ottiene
FX)=Ff(Y —a/(3Y))=Y3+b—2a%/(27Y3) = Y 3g(Y)

con g(Y) :=h(Y3) e h(Z) :=Z?+ bZ — a3/27.
a radice di g = «a — a/(3a) radice di f e a3 radice di h.
Si noti che A(h) = b2 +4a3/27 = —A(f)/27.

Osservazione
Analogamente si puo trattare il caso deg(f) = 4.
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Risolubilita per radicali

Definizione
» K C L estensione; o« € L e radicale su K se 3n > 0 tale che
a" e K.
» K C L & un'estensione per radicali se esistono estensioni
K=LgC---CL,=LeVi=1,...,r da; € L; radicale su

L;_1 tale che L; = L;_l(a,-).

» f e K[X]\ {0} & risolubile (per radicali) se esiste
un'estensione per radicali K C L tale che f si spezza su L.

Teorema (Galois)

Se char(K) =0, allora f € K[X] \ {0} é risolubile <= Gg(f) é
un gruppo risolubile.

Esempio

f = X°—4X +2 e Q[X] non & risolubile perché Gg(f) = Ss non
e risolubile.



Idea della dimostrazione di —>

» Si dimostra che 3K C L normale e per radicali tale che f si
spezza su L. Inoltre sitrova K=Lyg C --- C L, = L, dove:
L; = Lo(w) con w radice primitiva n-esima dell'unita;
i=2,...,r = Li=Li_1(aj)con ;" € Li_1 enj|n.

» i=1,....,r = Lj—1 C L; normale (quindi di Galois):
gia visto se i = 1, mentre se i > 1 L; & campo di spezzamento
di X — o = [T7Ly (X — aiw™ ™) su L.

> i=1,....,r = Gy, ,(L;) abeliano: gia visto se i =1,
mentre se i > 1 e 0,0’ € Gi,_, (L), o(aj) = ajw/ e
o' () = ajwd "M = (00")(e;) = a;wl M = (/0 (ay;)
— o0’ =0'0.

» G:=Gk(L), Hi =G, (L)< GVi=0,...,r tali che
{1} =H, <--- < Hy=G. Inoltre H; < H;_1 (perché
L,'_,' - L,‘ normale) (S H,'_]_/H,' = GLi—l(Li) abeliano
Vi=1,...,r = G risolubile.

» Gg(f) risolubile perché isomorfo a un quoziente di G.
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