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Il teorema fondamentale

Ricordiamo che, fissato un campo L,

{K : K ⊆ L di Galois} → {G : G < G(L) finito} K 7→ GK (L)

{G : G < G(L) finito} → {K : K ⊆ L di Galois} G 7→ LG

sono funzioni biunivoche una l’inversa dell’altra e che invertono le
inclusioni. Inoltre K ⊆ L di Galois =⇒ #GK (L) = [L : K ].

Teorema fondamentale della teoria di Galois
K ⊆ L estensione di Galois, G := GK (L). Allora

{F : K ⊆ F ⊆ L sottocampo} → {H : H < G} F 7→ GF (L)

{H : H < G} → {F : K ⊆ F ⊆ L sottocampo} H 7→ LH

sono funzioni biunivoche una l’inversa dell’altra e che invertono le
inclusioni. Inoltre, se K ⊆ F ⊆ L è un sottocampo, allora

1. F ⊆ L di Galois e #GF (L) = [L : F ];

2. K ⊆ F normale ⇐⇒ H := GF (L) / G =⇒ GK (F ) ∼= G/H.
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Dimostrazione

I La prima parte e il punto 1 seguono da quanto già visto,
tenendo conto che K ⊆ F ⊆ L sottocampo =⇒ F ⊆ L di
Galois (perché K ⊆ L di Galois).

I Per dimostrare il punto 2, ricordiamo che K ⊆ F è normale (e
quindi di Galois) ⇐⇒ F è G -stabile.

I K ⊆ F normale =⇒ f : G → GK (F ), σ 7→ σ|F ben definita.
Chiaramente f omomorfismo e ker(f ) = H, per cui H / G e
G/H ∼= im(f ) per il primo teorema di isomorfismo. Inoltre

# im(f ) = #(G/H) =
#G

#H
=

#[L : K ]

#[L : F ]
= [F : K ] = #GK (F ),

=⇒ f suriettiva e GK (F ) ∼= G/H.

I H / G =⇒ σ(α) ∈ F ∀σ ∈ G e ∀α ∈ F (quindi K ⊆ F
normale): σ(α) ∈ F = LH ⇐⇒ τ(σ(α)) = σ(α) ∀ τ ∈ H
⇐⇒ (σ−1τσ)(α) = α ∀ τ ∈ H, vero perché σ−1τσ ∈ H e
α ∈ F = LH .

Alberto Canonaco alberto.canonaco@unipv.it Algebra 2



Esempio

K := Q e L := Q( 3
√

2, ω) con 1 6= ω ∈ C tale che ω3 = 1.
I Q ⊂ L di Galois (è campo di spezzamento di X 3 − 2) e

G := GQ(L) = G(L) tale che #G = [L : Q] = 6.
I Q ⊂ Q( 3

√
2) non normale =⇒ GQ( 3√2)(L) < G non normale

=⇒ G ∼= S3.
I ∃!H / G non banale (di ordine 3) =⇒ [L : LH ] = 3, Q ⊂ LH

normale e GQ(LH) ∼= G/H ∼= C2 =⇒ LH = Q(ω).
I G ha anche 3 sottogruppi non normali non banali (di ordine

2), che corrispondono a Q(ωi 3
√

2) per i = 0, 1, 2.

Osservazione
I K ⊆ L di Galois =⇒ #{F : K ⊆ F ⊆ L sottocampo} <∞

perché coincide con #{H : H < GK (L)}.
I K ⊆ L finita =⇒ #GK (L) ≤ [L : K ] <∞ =⇒ LGK (L) ⊆ L

di Galois e #GK (L) = [L : LGK (L)] | [L : K ] (perché
K ⊆ LGK (L) ⊆ L, quindi [L : K ] = [L : LGK (L)][LGK (L) : K ]).
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Gruppi di Galois di estensioni di campi finiti

p primo, n > 0.

I Fpn ⊆ L estensione tale che [L : Fpn ] = d =⇒ L ∼= Fdpn come

Fpn -spazio vettoriale =⇒ #L = (pn)d = pnd =⇒ L ∼= Fpnd .
I d > 0 =⇒ Fp ⊆ Fpnd di Galois con

G := GFp(Fpnd ) = 〈F〉 ∼= Cnd =⇒ H := 〈Fn〉 / G e

F := FH
pnd
⊆ Fpnd di Galois con GF (Fpnd ) = H ∼= Cd ,

GFp(F ) ∼= G/H ∼= Cn =⇒ F ∼= Fpn .
I Dunque ∃ estensione Fpn ⊆ Fpn′ ⇐⇒ n | n′, e in questo caso

l’estensione è di Galois con gruppo di Galois 〈Fn〉 ∼= Cn′/n.

Osservazione
Fissata una chiusura algebrica Fp ⊆ Fp di Fp, l’unico campo di

spezzamento di X pn − X su Fp contenuto in Fp è

Fpn = {α ∈ Fp : αpn = α} (e in questo caso Fpn ⊆ Fpn′
sottocampo se n | n′). Inoltre Fp =

⋃
n>0 Fpn : α ∈ Fp =⇒

n := [Fp(α) : Fp] <∞ =⇒ Fp(α) ∼= Fpn =⇒ α ∈ Fp(α) = Fpn .
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Gruppi finiti come gruppi di Galois

G gruppo finito =⇒ ∃K ⊆ L di Galois tale che GK (L) ∼= G :
I basta trovare L campo e G ′ < G(L) tale che G ′ ∼= G (perché

poi K := LG
′ ⊆ L di Galois con GK (L) = G ′ ∼= G );

I per il teorema di Cayley basta dimostrare che ∀ n > 0 ∃ L
campo e ∃Gn < G(L) tale che Gn

∼= Sn;
I F campo, L := F (X1, . . . ,Xn) e Gn := {σ̃ ∈ GF (L) : σ ∈ Sn}

con σ̃ tale che σ̃(Xi ) = Xσ(i) ∀ i = 1, . . . , n.

Il problema di Galois inverso chiede, fissato un campo K , per quali
gruppi finiti G esiste K ⊆ L di Galois tale che GK (L) ∼= G .
I K algebricamente chiuso =⇒ G ∼= C1 (perché K non ha

estensioni algebriche non banali).
I K = R =⇒ G ∼= C1 o C2 (perché R ⊆ K algebrica =⇒ ∃
R-omomorfismo K → C, dato che R ⊂ C è una chiusura
algebrica di R).

I K finito =⇒ G ∼= Cn con n > 0.
I Il problema è aperto per K = Q.
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Il gruppo di Galois di un polinomio

Definizione
K campo, 0 6= f ∈ K [X ]. Il gruppo di Galois di f su K (ben
definito a meno di isomorfismo) è GK (f ) := GK (L) con K ⊆ L
campo di spezzamento di f .

Osservazione
K ⊆ L campo di spezzamento di f ∈ K [X ] \ {0}, G := GK (f ).

I K perfetto =⇒ K ⊆ L di Galois =⇒ #G = [L : K ].

I K = L =⇒ G = {1}; vale ⇐= se K è perfetto.

I R := {α ∈ L : f (α) = 0} =⇒ n := #R ≤ deg(f ).
σ ∈ G , α ∈ R =⇒ σ(α) ∈ R, quindi si ottiene una funzione
G → S(R) ∼= Sn, σ 7→ σ|R , che è un omomorfismo iniettivo
(perché L = K (R)) =⇒ G ∼= G ′ < Sn ( =⇒ #G | n!, e
dunque [L : K ] | n! se K ⊆ L di Galois).

I K perfetto, f irriducibile =⇒ deg(f ) = n e n | #G | n!.
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Esempi

K perfetto, f ∈ K [X ] irriducibile, n := deg(f ), G := GK (f ).

I n = 2 =⇒ 2 | #G | 2! =⇒ #G = 2 =⇒ G ∼= C2.

I n = 3 =⇒ 3 | #G | 3! =⇒ #G = 3 o 6 =⇒ G ∼= C3 o S3

(perché G ∼= G ′ < S3).

f = X 3 − 2 =⇒ G ∼= S3 se K = Q, G ∼= C3 se K = Q(ω).

I n = 4 =⇒ 4 | #G | 4! =⇒ #G = 4, 8, 12 o 24 =⇒
G ∼= C4, C 2

2 , D4, A4 o S4 (perché G ∼= G ′ < S4).

f = X 4 − 10X 2 + 1 = mα,Q con α =
√

2 +
√

3 =⇒ G ∼= C 2
2 :

Q ⊂ Q(α) = Q(
√

2,
√

3) normale (perché campo di
spezzamento di (X 2 − 2)(X 2 − 3)) =⇒ f si spezza su Q(α)
=⇒ Q ⊂ Q(α) campo di spezzamento di f =⇒
G = GQ(Q(α)) =⇒ #G = [Q(α) : Q] = deg f = 4 e
G � C4 perché σ ∈ G = GQ(Q(

√
2,
√

3)) =⇒
σ(
√

2) = ±
√

2 e σ(
√

3) = ±
√

3 =⇒ σ2(
√

2) =
√

2 e
σ2(
√

3) =
√

3 =⇒ σ2 = idQ(
√

2,
√

3).

Alberto Canonaco alberto.canonaco@unipv.it Algebra 2



Generatori di Sn

Lemma
σ, τ ∈ Sn con σ n-ciclo e τ trasposizione.

1. σ = (1, 2, . . . , n), τ = (1, 2) =⇒ Sn = 〈σ, τ〉.
2. n = p primo =⇒ Sp = 〈σ, τ〉.

Dimostrazione.

1. σkτσ−k = (k + 1, k + 2) ∈ 〈σ, τ〉 per k = 0, . . . , n − 2 =⇒
〈σ, τ〉 ⊇ Hn := 〈(1, 2), . . . , (n − 1, n)〉, e basta dimostrare che
Hn = Sn per induzione su n ≥ 2. Vero per n = 2, e per n > 2
basta dimostrare che 1 ≤ i < j ≤ n =⇒ (i , j) ∈ Hn:
j < n =⇒ (i , j) ∈ Hn−1 ⊂ Hn; j = n =⇒ posso supporre
i < n − 1 =⇒ (i , n) = (i , n − 1)(n − 1, n)(i , n − 1) ∈ Hn

perché (i , n − 1) ∈ Hn−1 ⊂ Hn e (n − 1, n) ∈ Hn.

2. Posso supporre τ = (1, 2). ∃ 1 ≤ k < p tale che σk(1) = 2.
ord(σk) = p =⇒ σk = (1, 2, . . . ) p-ciclo e 〈σ, τ〉 = 〈σk , τ〉
=⇒ posso supporre σ = (1, 2, . . . , p) e applico il punto 1.
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Polinomi con gruppo di Galois Sp

Corollario
f ∈ Q[X ] irriducibile, deg(f ) = p primo, f con esattamente p − 2
radici reali (e 2 complesse coniugate non reali) =⇒ GQ(f ) ∼= Sp.

Dimostrazione.
GQ(f ) ∼= G < Sp, p | #G =⇒ ∃σ ∈ G tale che ord(σ) = p =⇒
σ p-ciclo. Inoltre il coniugio C→ C, a + bi 7→ a− bi è un
automorfismo che manda l’insieme R delle radici di f in R (perché
f ∈ R[X ]), e dunque si restringe a un elemento di GQ(f ).
Indicando con τ ∈ G < Sp l’elemento corrispondente e
identificando Sp con S(R), chiaramente τ è la trasposizione che
scambia le 2 radici non reali di f . Allora G = Sp per il Lemma.

Esempio

f := X 5− 4X + 2 irriducibile per Eisenstein, ha al massimo 3 radici
reali perché f ′ = 5X 4 − 4 ha 2 radici reali e ne ha almeno 3 perché
f (−2) < 0, f (0) > 0, f (1) < 0, f (2) > 0 =⇒ GQ(f ) ∼= S5.
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