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Il teorema fondamentale

Ricordiamo che, fissato un campo L,

{K : K C Ldi Galois} - {G : G < G(L) finito} K — Gg(L)
{G : G < G(L) finito} — {K : K C Ldi Galois} G L®
sono funzioni biunivoche una l'inversa dell’altra e che invertono le

inclusioni. Inoltre K C L di Galois = #Gg(L) =[L: K].

Teorema fondamentale della teoria di Galois
K C L estensione di Galois, G := Gg(L). Allora

{F : KC F C Lsottocampo} - {H : H< G} F — Gg(L)
{H:H<G}—{F: KCF C L sottocampo} H s L"
sono funzioni biunivoche una I'inversa dell’altra e che invertono le

inclusioni. Inoltre, se K C F C L e un sottocampo, allora
1. F C L di Galois e #Gf(L) = [L: F];
2. KC Fnormale <= H:=Gg(L)<G = Gk(F) = G/H.



Dimostrazione

> La prima parte e il punto 1 seguono da quanto gia visto,
tenendo conto che K C F C L sottocampo =— F C L di
Galois (perché K C L di Galois).

» Per dimostrare il punto 2, ricordiamo che K C F & normale (e
quindi di Galois) <= F & G-stabile.

» K C F normale = f: G — Gk(F), 0 — o|f ben definita.
Chiaramente f omomorfismo e ker(f) = H, per cui H< G e
G/H = im(f) per il primo teorema di isomorfismo. Inoltre

_#G _ #IL:K]
#H  #[L:F]
= f suriettiva e Gk(F) = G/H.

» HaG = o(a)e FYoe GeVYae F (quindi KC F
normale): o(a) € F = L7 «— 7(0(a))=0(a) VT € H
<= (07 lr0)(a) =a VT € H, vero perché 0~ lr0 € He
acF=1I"
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#im(f) = #(G/H) = [F : K] = #Gk(F),




K:=Qel:=Q(v2w)conl#weC tale che w?=1.
» Q C L di Galois (& campo di spezzamento di X3 —2) e
G := Gg(L) = G(L) tale che #G = [L: Q] = 6.
> Q C Q(+/2) non normale = GQ(%)(L) < G non normale
— G X=6S;.
» 31 H< G non banale (di ordine 3) = [L:L"] =3, Qc L/
normale e Go(L") =2 G/H= G = LH =Q(w).
» G ha anche 3 sottogruppi non normali non banali (di ordine
2), che corrispondono a Q(wv/2) per i = 0,1,2.
Osservazione
» K C LdiGalois = #{F : K C F C L sottocampo} < oo
perché coincide con #{H : H < Gk(L)}.
> K CLfinita = #Gx(L)<[L:K]<oo = LG [
di Galois e #G (L) = [L: LSx(D] | [L : K] (perché
K C LG« C I, quindi [L: K] = [L: LE<D)[LG<D) : K]).
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Gruppi di Galois di estensioni di campi finiti

p primo, n > 0.
» [Fpn C L estensione tale che [L: Fpn] =d = L= an come
Fpr-spazio vettoriale = #L = (p")? = p™ = L= F .
>» d>0 = [, C ]Fpnd di Galois con
G = G]Fp(]Fpnd) = <./—"> 2Cy — H:= .F"> 1Ge
F .= Fg,,d C Fpna di Galois con Gp(F,m) = H = Cy,
Gp,(F)2G/H=C, = F=TFpn.
» Dunque 3 estensione Fpn C Fpn/ <= n|n, ein questo caso
I'estensione & di Galois con gruppo di Galois (F") = Cp/p,.
Osservazione
Fissata una chiusura algebrica F,, C F, di Fp, I'unico campo di
spezzamento di XP" — X su IF,, contenuto in F,e&
For ={a €F, : o”" =a} (ein questo caso Fpn C F v
sottocampo se n | n'). Inoltre F, = |J, o Fpr: a € F, =
n:=[Fp(a) : Fp] < oo = Fp(a)=ZFp = a€Fpla)="Fp.
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Gruppi finiti come gruppi di Galois

G gruppo finito = 3K C L di Galois tale che Gk(L) = G:

» basta trovare L campo e G’ < G(L) tale che G’ = G (perché
poi K := L¢" C L di Galois con Gk (L) = G’ = G);

» per il teorema di Cayley basta dimostrare che Vn >0 3L
campo e 3G, < G(L) tale che G, = S,;

» F campo, L:= F(X1,...,X,) e G, :={6 € GE(L) : 0 € S,}
con & tale che 5(X;) = Xo(;y Vi=1,...,n.

Il problema di Galois inverso chiede, fissato un campo K, per quali
gruppi finiti G esiste K C L di Galois tale che Gk (L) = G.

» K algebricamente chiuso = G = (; (perché K non ha
estensioni algebriche non banali).

» K=R = G= (o (perché R C K algebrica — 3
R-omomorfismo K — C, dato che R C C & una chiusura
algebrica di R).

» K finito — G = C,conn>0.

» || problema & aperto per K = Q.
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Il gruppo di Galois di un polinomio

Definizione

K campo, 0 # f € K[X]. Il gruppo di Galois di f su K (ben
definito a meno di isomorfismo) & Gi(f) := Gk (L) con K C L
campo di spezzamento di f.

Osservazione
K C L campo di spezzamento di f € K[X]\ {0}, G := Gk(f).
» K perfetto = K C L di Galois = #G =[L: K].
> K=L = G ={1}; vale <= se K & perfetto.
» R:={ael: f(a)=0} = n:=#R < deg(f).
o€ G, ae€ R = o(«a) € R, quindi si ottiene una funzione
G — S(R) = S, 0 — o|gr, che & un omomorfismo iniettivo
(perché L=K(R)) = G=G' <S5, (= #G|nl e
dunque [L: K] | n! se K C L di Galois).
» K perfetto, f irriducibile = deg(f) =nen|#G | nl.
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K perfetto, f € K[X] irriducibile, n:= deg(f), G := Gg(f).

> n=2 = 2|#G |2l = #6G=2 = GC=(.

» n=3 — 3|#G’3! = #G =306 = G= (30353
(perché G =2 G’ < S3).
f=X3-2 = G=S3se K=0Q, G~ se K=Q(w).

> n=4 — 4|#G |4 = #G=4,812024 =
G =2 (G, C22, Dy, Az 0 Sy (perché GG < 54)
f:X4—10X2+1:ma7Q cona=v2+V3 = G C22:
Q € Q(a) = Q(v/2,v/3) normale (perché campo di
spezzamento di (X2 — 2)(X2 —3)) = f si spezza su Q(«)
— Q C Q(«) campo di spezzamento di f —>
G=Go(Qo)) = #G=[Q(a): Q] =degf =4¢e
G % G4 perché o € G = Go(Q(v2,V3)) =
o(vV2)=+v2eo(V3)=+V3 = ?(V2)=+2e
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Generatori di S,

Lemma
o,T € S, con o n-ciclo e T trasposizione.

1.o=(1,2,...,n), 7=(1,2) = S,=(0,7).
2. n=p primo = S, = (o, 7).

Dimostrazione.

1. okro k= (k+1,k+2) € {o,7) perk=0,...,n—2 =
(o,7) 2 Hp:={((1,2),...,(n—1,n)), e basta dimostrare che
H, =S, per induzione su n > 2. Vero per n=2, e per n > 2
basta dimostrare che 1 < i < j<n = (i,j) € Hpy:
j<n = (i,j) € Hi—1 C Hy; j = n = posso supporre
i<n—1 = (i,n)=(i,n—=1)(n—1,n)(i,n—1) € H,
perché (i,n—1) € H,_1 C Hy e (n—1,n) € H,.

2. Posso supporre 7 = (1,2). 31 < k < p tale che o¥(1) = 2.
ord(c¥) =p = ok =(1,2,...) p-ciclo e (o, 7) = (c¥,7)
— posso supporre o = (1,2,...,p) e applico il punto 1.
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Polinomi con gruppo di Galois S,

Corollario
f € Q[X] irriducibile, deg(f) = p primo, f con esattamente p — 2
radici reali (e 2 complesse coniugate non reali) = Gg(f) = Sp.

Dimostrazione.

Go(f)2G<Sp, p|#G = Jo e Gtalecheord(oc)=p =
o p-ciclo. Inoltre il coniugio C — C, a+ bi — a— bi &€ un
automorfismo che manda I'insieme R delle radici di f in R (perché
f € R[X]), e dunque si restringe a un elemento di Gg(f).
Indicando con 7 € G < S, I'elemento corrispondente e
identificando S, con S(R), chiaramente 7 & la trasposizione che
scambia le 2 radici non reali di f. Allora G = S, per il Lemma. [

Esempio
f := X® — 4X + 2 irriducibile per Eisenstein, ha al massimo 3 radici

reali perché f/ = 5X* — 4 ha 2 radici reali e ne ha almeno 3 perché
F(—2) <0, £(0) > 0, f(1) <0, f(2) >0 = CGo(f) = Ss.
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