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Campo fisso di un gruppo di automorfismi

G gruppo, X G-insieme —

XC ={xeX gx=xVYgeG}CX.
L campo, G < G(L) =

L°={ael :ola)=aVoeG}CL
sottocampo (detto campo fisso di G).
Teorema (Artin)
L campo, G < G(L) finito = [L:L®] < #G.
Dimostrazione (inizio).
#G=m, G={o1=1idy,...,om}.

Dati a1, ...,a, € L distinti con n > m, basta dimostrare che
{a1,...,a,} & linearmente dipendente su LC.

o m . e
vi = (01(e)),...,om(ej)) € L™ (per j =1,...,n) distinti.



Dimostrazione (fine)

{v1,..., vy} linearmente dipendente su L (perché n > m) —

W= {(Br,....B8,) € L" : Y Bjvj =0}

J=1

L-sottospazio vettoriale non nullo di L".

oc€G, (B1,...,6n) e W = (0(B1),...,0(8n)) € W:
(51,...,ﬁn)€ W «— Zleﬁjdi(aj)ZOVi:L...,m -
diioB)oooi)(ay) =0Vi=1,....m <=
(o0(B1)y.-.,0(Bn)) € W perché {co01,...,000m}=G.
(715---,70) € WA\{0} (= Fjoe{1,...,n} talechej, #0 e
POSSO supporre 7yj, = 1) con il minimo numero di componenti # 0.
ce€G = §j:=~;—o(y) tali che (61,...,6,) € W ed=0se
v =00j=jo = (01,...,0n) =0 per l'ipotesi su (y1,...,7n)
= 7 =0o(v;) € L (per j =1,...,n) tali che Zle yjaj =0
perché -7 yjoi(ey) =0Vi=1,...,me o1 =id,.
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Corrispondenza tra sottocampi e sottogruppi

L campo = le funzioni

¢: {K : K C L sottocampo} — {G : G < G(L)} K r— Gg(L)
Y:{G: G<G(L)} —{K : KC L sottocampo} G+ L®

soddifano le seguenti proprieta:
i K C K C L sottocampi = ¢(K) C ¢(K') (cioe
Gr(L) < Go(L));
i G'<G<G(L) = %(G) CY(G') (cice LC C LE);
i K C L sottocampo = K C ¢(¢(K)) (cioe K C LEGx(L);
v G<G(L) = G C¢(t(G)) (cioe G < Gye(L)).
Segue formalmente che valgono queste ulteriori proprieta:
v K C L sottocampo = ¢(K) = ¢(¢(o(K))) (cioe
Gr(L) = Gyepm(L)) perché 6(K) C o(1(6(K))) per iv e
K C 4(6(K)) per iii, quindi ¢(4(¢(K))) C &(K) per i;
vi G < G(L) = ¥(G) = ¢(o(¥(G))) (cioe LC = L (D)),



Corrispondenza nel caso finito

Da v e vi segue anche che @|im(y): im(1)) — im(¢) & biunivoca con
inversa ¢[im(g): im(¢) — im(¢)), dove im(y)) = {L¢ : G < G(L)}
e im(¢) = {Gk(L) : K C L sottocampo}.

Teorema
1. G < G(L) finito = [L:L®]=#G, L° C L di Galois e
G = Ge(L).
2. K C L estensione finita = #Gg(L) < [L: K] e vale
l'uguaglianza <= K C L di Galois <= K = LG«
Corollario

{K : K CLdiGalois} - {G : G < G(L) finito} K — Gk(L)
{G : G < G(L) finito} - {K : K C L di Galois} G+ LC
sono funzioni biunivoche una l'inversa dell’altra e che invertono le

inclusioni. Inoltre K C L di Galois — #Gg(L) =[L: K].



Dimostrazione del Teorema

Sappiamo gia che:
1' G < G(L) finito = [L:L°] < #G;
2" K C L estensione finita = #Gg(L) <[L: K] e vale
I'uguaglianza <= K C L di Galois.

1. Per 1" [L: L®] < #G < 0.
Periv G < Gy6(L), e quindi #G < #Gc(L).
Per 2' #G c(L) <[L: LC].
Dunque [L: L¢] = #G = #G (L) (per cui G = G c(L)) e,
ancora per 2', LG C L di Galois.

2. Periii K C LGk(D),
Per 2" #Gk(L) <[L: K] < 0.
Per 1 LS«(1) C [ di Galois e [L : LE<(D)] = #Gx(L).
Dunque, se K = LS«(1) allora K C L & di Galois.
Viceversa, se K C L & di Galois, allora, sempre per 2,
[L: K] = #Gx(L) =[L: LS<()], da cui segue K = LEx(D)
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