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Esistenza della chiusura algebrica

Lemma
K campo —> 3K — K’ estensione tale che ogni polinomio non
costante a coefficienti in K ha una radice in K'.

Teorema
Ogni campo K ha una chiusura algebrica K C K.

Dimostrazione.

> Posto Kp := K, per il Lemma induttivamente Vn € N
I K, C Kpy1 estensione tale che f € Kp[X]\ K = f ha
una radice in Kpy1.

» L :=J,cn Kn campo (esercizio) tale che K C L estensione
con L algebricamente chiuso: f € L[X]\ L = 3n € N tale
che f € K,[X] = f ha una radice in K41 C L.

» K := K" tale che K C K chiusura algebrica di K (gia visto).

L]
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Dimostrazione del Lemma

U:={f € K[X] : f irriducibile e monico}, A:= K[Xf : f € U].
I :=(f(Xr) : f € U)C Aideale: perassurdo | = A =
Jf,...,fy € Udistinti e g1,...,8, € A tali che

h:= Z fi(Xs)g = 1.

=1

K C L campo di spezzamento di [[}_; i = V/I=1,...,n
Jay € L tale che fi(ay) = 0. Valutando h =1 in

x. _ Ja se f = f; perqualche I =1,....,n
= 0 altrimenti

si ottiene 0 = 1 in L, assurdo.

3J C A ideale massimale tale che | CJ = K’':= A/J campo e
7|k K — K’ (con m: A — K’ proiezione) estensione di campi con
la proprieta richiesta: dato f € K[X]\ K, posso supporre f € U
= f(n(Xr)) = 7(f(Xr)) = 0 perché f(X¢) € | C J = ker(m).



Estensioni normali

Definizione
Un’estensione algebrica K C L & normale se m, k si spezza su L
Vae L

Esempio
K C K chiusura algebrica di K = K C K & normale.

Proposizione

Un'estensione finita K C L é normale <= é campo di
spezzamento di un polinomio.

Dimostrazione di = .

Jag,...,an € L algebrici su K tali che L = K(ag,...,a,) =

K C L campo di spezzamento di f := [[;_; mq, :

f si spezza su L perché m,, k,...,m,, k per ipotesi si spezzano
sulel=K(U)con U:={a€el: f(a) =0}, dato che
al,...,ap € UeL=K(ag,...,ap). O
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Dimostrazione di <=

» K C L campo di spezzamento di f € K[X]\ {0} =
JceK*eaq,...,ape Ltaliche f =c[[[_{(X —ay) e
L=K(ag,...,an).

» o€l = 3L C L' campo di spezzamento di m, k.
Dato 8 € L' tale che m, x(8) = 0, devo dimostrare /3 € L.

» 3! K-omomorfismo i: K(a) — L' tale che i(a) = S.

» K(a) C L campo di spezzamento di f, f = i(f) si spezza su
" = 3 K(a)-omomorfismo j: L — L' (cioe tale che

JlK(a) = 1)
» j K-omomorfismo = V/=1,...,n
() =i (F)U(eu)) = j(f(eu)) = j(0) =0
= j(oy) €{a1,...,an} CL = j(L)CL =

B = i(a) = j(a) €j(L) C L.



» K C L campo di spezzamento di f € K[X] irriducibile
(dunque estensione normale), deg(f) =n = n|[L: K] | n.
Quindin=2 = [L:K]=2,n=3 = [L:K]=3006.

> K C L estensione di grado 2 = K C L normale:
acl\K = L=K(a) = deg(my k) =[K(a): K]=2
= K C L campo di spezzamento di m,, k.

» Q C Q(v/2) estensione non normale di grado 3:

m s o = X3 — 2 non si spezza su Q(v/2) C R (le sue altre
radici complesse sono w2 ew? 2 conwd=1ew #1).

> Q C Q(V2,w) = Q(v/2,wv/2,w?V/2) estensione normale
(perché campo di spezzamento di X3 — 2) di grado 6.

» Q(w) € Q(v/2,w) estensione normale (perché campo di
spezzamento di X3 — 2) di grado 3.

> Q C Q(v/2) € Q(v/2) estensioni normali (perché di grado 2),
ma Q C Q(+v/2) non normale.
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Esercizio

K C L estensione finita, n:= [L: K].
1. n=p o p? (con p numero primo), K C L campo di
spezzamento di f € K[X] irriducibile = deg(f) = n.
2. K C L normale e semplice = 3f € K[X] irriducibile tale
che deg(f) = ne K C L campo di spezzamento di f.
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Esercizio

K C L estensione finita, n:= [L: K].

1.

2.

n=p o p? (con p numero primo), K C L campo di
spezzamento di f € K[X] irriducibile = deg(f) = n.

K C L normale e semplice = 3 f € K[X] irriducibile tale
che deg(f) = ne K C L campo di spezzamento di f.

. d:=deg(f) = d|n|d.

n=p = d=1o0pperchéd|p, ed#1perché pt1l
n=p> = d=1,po p?perché d | p?, e d # 1, p perché
pPtilep’tpl=(p—1)lp.

K C L semplice = Ja € L tale che L = K(«).

K C L finita (e quindi algebrica) = « algebrico su K.

f :=my x € K[X] irriducibile e deg(f) = [K(«) : K] = n.
K C L normale = f si spezza su L.

a1 =a,...,a, radicidi fin L =

L=K(a) C K(at,...,an) CL = L=K(a1,...,an)
= K C L campo di spezzamento di f.
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Gruppo di Galois di un’estensione

K campo = il gruppo degli automorfismi di K &
G(K) :={o: K — K : o isomorfismo di anelli} < S(K).
Il gruppo di Galois di un’estensione F C K &

Gr(K) = {0 € G(K) : 0(a) = aVae F} < G(K).

Osservazione

F C K (sotto)campo primo di K = Gg(K) = G(K): infatti
{a € K : o(a) =a Vo e G(K)} & un sottocampo di K
(esercizio), e dunque contiene F.

Esempio

Go(Q(V2)) = G(Q(V2)) = {1} perché o € Gg(Q(V2)) =
(\[)GQ(32)CRrad|ced|X3—2:>O—(\f) o =

o=id Y2y
Invece Co(Q(v2)) = G(Q(V/2)) = C, (si vedra).
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Sottoestensioni normali di un'estensione normale

Osservazione
F C K C L estensioni con F C L normale.
» K C Lenormale: o € L = m,k si spezza su L perché
Mg K | Mo F € per ipotesi m, £ si spezza su L.
» Anche quando F C L & finita, F C K pu0 non essere normale:

per esempio, F = Q, K = Q(v/2) e L = Q(v/2,w).

Proposizione

F C K C L estensioni con F C L finita e normale.
Allora F C K & normale <= K é Gg(L)-stabile (cioé o(K) = K
Vo € Ge(L), o, equivalentemente, o(K) C K Vo € Gg(L))

Esempio

Con le ipotesi della Proposizione, L finito —> F C K normale:
0€Gp(l) = o|1x € Aut(L*) = o(K*) C K* (K* < L*
caratteristico perché L* & ciclico) = o(K) C K.
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Dimostrazione della Proposizione

— 0€Ge(l) = o(K) CK:
a€e K = myr(o(a)) =o0(myr(a)) =0(0)=0 =
o(a) € K perché m, r si spezza su K.

<= F C L normale e finita = F C L campo di spezzamento di
f e F[X]\ {0}.
a € K = m,F si spezza su L, e va dimostrato che si
spezza su K, cioé che § € L tale che m, f(f) =0 =
b e K.
3! F-omomorfismo i: F(a) — L tale che i(a) = .
F(a) C L campo di spezzamento di f, f = i(f) si spezza su L
— 3 F(a)-omomorfismo (e quindi F-omomorfismo)
o: L — L (cioe tale che o|r(o) = i).
o(L) C L, dimp(o(L)) =dimg(L) < o0 = o(Ll)=L =
0€Gp(l) = p=ila)=0(a) eo(K)=K.
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