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Omomorfismi e isomorfismi di estensioni

Definizione

i:K—Lei: K— L estensioni. Un omomorfismo di estensioni
di K (o semplicemente un K-omomorfismo) da i a i’ & un
omomorfismo di K-algebre, cioé un omomorfismo di anelli
J:L— LU taleche i’ =joi.

Un tale omomorfismo & un isomorfismo di estensioni di K (o
semplicemente un K-isomorfismo) se j & un isomorfismo.

Osservazione
i K = L estensione induce omomorfismo di anelli

PiKIXT = LX) F=)a, X" i(f) = i(an)X".

n>0 n>0

Spesso si scrivera ancora f invece di i(f) € L[X]. Se a € L,
I'identificazione tra f(a) = > ~gana” e i(f)(a) =D ,50 i(an)”
& coerente con la struttura di K-spazio vettoriale su L.
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Esistenza di omomorfismi di estensioni

Proposizione

K C K' ei: K — L estensioni, o € K" algebrico su K, 3 € L.
Allora esiste un K-omomorfismo j: K(a) — L tale che j(a) =
<= my k(B) = 0; inoltre se esiste & unico.

Dimostrazione.

« algebrico su K = K(a) = K[a] = K[X]/(mq,k)-

Dunque va dimostrato che 3 (unico) K-omomorfismo
K[X]/(mq,k) — L tale che X — <= m, k(B8) = 0.

Per il teorema di omomorfismo per anelli dare un omomorfismo di
anelli : K[X]/(mq, k) — L equivale a dare un omomorfismo di
anelli p: K[X] — L tale che (mq k) C ker(y), e chiaramente $ &
un K-omomorfismo <= ¢ & un omomorfismo di K-algebre.
Poiché V3 € L 31 p: K[X] — L omomorfismo di K-algebre tale
che ¢(X) = 3, per concludere basta osservare che per un tale ¢
(ma,K) - ker(cp) — 0= @(ma,K) = ma,K(/B)' 0
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Unicita del campo di spezzamento

Teorema

K C K’ campo di spezzamento di f € K[X]\ {0}, i: K — L
estensione. Allora esiste un K-omomorfismo i': K' — L <= f si
spezza su L.

Corollario
K campo, f € K[X]\ {0} = un campo di spezzamento di f
esiste e e unico a meno di K-isomorfismo.

Dimostrazione.

Esistenza gia vista.

Se KC K'ei: K— L sono due campi di spezzamento di f, per il
Teorema 3 K-omomorfismo i": K/ — L. Sempre per il Teorema f
sispezzasu I"(K')C L = i"(K') = L. O

Osservazione
Segue dal Corollario che il grado [K’ : K] di un campo di
spezzamento K C K’ di f € K[X]\ {0} dipende solo da f.

Alberto Canonaco alberto.canonaco@unipv.it Algebra 2



Dimostrazione del Teorema

Per ipotesi 3¢ € K* e a1,...,a, € K’ (con n = deg(f)) tali che
f=clll.i(X—a))eK =K(ai,...,an).
— f=17(f)=c[l]_1{(X = "(a))) si spezza su L.
<= Perinduzionesun: n=0 = K'=Kei =1
n>0 = m,, g si spezza su L (perché m,, i | f e f si
spezza su L) = 33 € L tale che my, () =0 = perla
Proposizione 3 K-omomorfismo j: K(a1) — L (tale che
j(a) =B) =
g =X —a) e K(ar)[X]
=2

—

tale che deg(g) = n— 1, K(a1) € K’ campo di spezzamento
di g e g si spezza su L (perché g | f e f si spezzasu L) —
per induzione 3 K(aj)-omomorfismo (e dunque
K-omomorfismo) i": K" — L.
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Unicita della chiusura algebrica

Teorema o
K C L estensione algebrica, i: K — K chiusura algebrica di K
— esiste un K-omomorfismo j: L — K.

Osservazione

L C L' estensione algebrica, L algebricamente chiuso — L =L’
a€l’ = m,, € L[X] irriducibile e monico con una radice in L
= deg(my)=1 = my =X—-a = acl

Corollario
K campo = una chiusura algebrica di K é unica a meno di
K-isomorfismo.

Dimostrazione.

K CLei: K— K chiusure algebriche di K == per il Teorema
3 K-omomorfismo j: L — K.

J estensione algebrica (perché i lo &), L algebricamente chiuso

= j K-isomorfismo per |'Osservazione. L
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Dimostrazione del Teorema

Nell'insieme parzialmente ordinato e # ()
{(L',j") : KC L' C L estensioni, j/: ' -+ K K-omomorifsmo}

(incui (L)1) < (L".j") <= L' CL"e |1 =]') ogni catena
{(Lx,jx) : A € A} ha un maggiorante (L, j) con L:={Jycp Ly e

S LK  amj(a) seacl,

(esercizio). Per il lemma di Zorn esiste un elemento massimale
(Lo, jo), e basta dimostrare Ly = L.

a €L = « algebricosu K = « algebrico su L.

K algebricamente chiuso = 33 € K tale che m, 1,(3) =0
= per la Proposizione 3 Lg-omomorfismo j: Lo(a) — K (tale
che _jé(@) = B) - (Lo,j()) < (Lo(a),j(/)) = Lo = Lo(a) per la
massimalita di (Lo, jo) = « € Lo.
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