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Esercizio sulle estensioni di Q

Osservazione
K C L estensione, a € L, f € K[X] monico e irriducibile, f(a) =0
= f =myk (Mg k | f e sono entrambi monici e irriducibili).

1. Vn> 0 Ja € C tale che [Q(a) : Q] = n.

2. [0:Q] = .

3. [R: Q] =[C: Q] = 0.

4. L'estensione Q C Q@ non & finitamente generata.
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Esercizio sulle estensioni di Q

Osservazione
K C L estensione, a € L, f € K[X] monico e irriducibile, f(a) =0
= f =myk (Mg k | f e sono entrambi monici e irriducibili).

1.

B R wN

4.

Vn>0Ja e C tale che [Q(a) : Q] = n.

[Q : Q] = oo.

[R:Q]:[(C:Q]ioo.

L'estensione QQ C @ non & finitamente generata.

o = /2 € R & radice di X" — 2 € Q[X] monico e irriducibile
(per il criterio di Eisenstein relativo al primo 2) —

[Q(c) : Q] = deg(m,,@) = deg(X" —2) = n.

. Vn>0, dato @ come nel punto 1, a € Q° = Q =

Q C Q(a) C Q estensioni = [Q : Q] > [Q(«) : Q] = n.
Q C Q C C estensioni = [C: Q] >[@Q : Q] = <.

Q C R C C estensioni, [C : R] = 2, per assurdo
[R:Q=n<oo0c = [C:Q] =2n< oo, assurdo.

E algebrica ma non finita (per il punto 2).
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Esercizio sugli elementi trascendenti

K C L estensione, « € L trascendente su K, f € K(a) \ K =
1. « algebrico su K(p);
2. [ trascendente su K.
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Esercizio sugli elementi trascendenti

K C L estensione, « € L trascendente su K, f € K(a) \ K =
1. « algebrico su K(p);
2. [ trascendente su K.

1. beK(a) = If,ge K[X]cong#0 (= g(a)#0)
tali che 8 = f(a)g(a)™! = 0= f(a) — Bg(a) = h(a) con
h:=f—pg e K(B)[X] = « algebrico su K(3) perché
h#0: perassurdo h=0 = (se f = ;50aiX e
&= >0 biX' con a;, bj € K e b, # 0 per qualche n € N)
0= f—Bg:Zi>0(ai—Bb,—)X" = a,—fBb, =0 —
8= a,,b,j1 € K, assurdo.

2. K C K(B) € K(«) estensioni tali che
[K(«) : K] = oo (perché « trascendente su K) e
[K(a) = K(B)() : K(5)] < oo (perché a algebrico su K(/3))
— [K(B) : K] =00 = [ trascendente su K.
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Esercizio sulle estensioni finite

K C K’ C L estensioni, « € L con [K': K] = ne [K(a): K] = m.
1. mem(m, n) | [K'(«) : K] < mn (dunque [K'(c) : K] = mn se
med(m, n) = 1).
2. [K'(a):K][tmnse K=Q,L=C, KK =Q(8) cona e f
radici distinte di X3 — 2.
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Esercizio sulle estensioni finite

K C K’ C L estensioni, « € L con [K': K] = ne[K(a): K] =m.

1. mem(m, n) | [K'(«) : K] < mn (dunque [K'(c) : K] = mn se
med(m, n) = 1).

2. [K'(a):K][tmnse K=Q,L=C, KK =Q(8) cona e f
radici distinte di X3 — 2.

1. m:=[K'(a): K'l <m, KC K C K'(«) estensioni —>
['=[K'(a) : K] = [K'(r) : K'][K" : K] = m'n < mn.

K C K(a) € K'(«) estensioni = m |, n|l=m'n =
mecm(m, n) | I.

2. m, = mg = X3 — 2 (perché monico e irriducibile in Q[X])
— m=[Q(a) : Q] = deg(m,) = 3 e analogamente n = 3.
w:=af~! € C tale che K'(a) = Q(a, B) = Q(B,w).
W=a383=1 = wradicedi X3 —1= (X —1)f con
f := (X? 4+ X + 1) monico e irriducibile in Q[X]; w # 1 =
wradicedi f = m, =f = [Q(w) : Q] = deg(m,,) = 2.
[K'() : Q] = [Q(B,w) : Q] =3-2=61mn=0.



Esercizio

[Q(v2,i): Q] = 4.
- [Q(v2,v3): Q] = 4.
- Q(V2+V3) = Q(v2,v3).

. Determinare m 5. /3.0

A 0N =
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Esercizio

Q(/2,): Q] = 4.

[Q(v2,v3) : Q] = 4.

Determinare m 5, /3 o-

m\/i:X2—2 — [Q(v2): Q=2 m=X2+1 —
[Q(i) : Q] = 2. Dunque / :=[Q(v/2,1) : Q] tale che
2=mecm(2,2)|/|2-2=4 = | =20 4. Per assurdo
=2 = [Q(v2,):QV2]l=1 = Q(v2,i) =Q(v2)
— i € Q(+v/2) C R, assurdo.

2. Analogamente al punto 1, [Q(v/2,v3) : Q] =2 0 4. Per
assurdo sia 2 = /3 € Q(+/2). Poiché

Q(v2) = Q[X]/(X? —2), che ha come Q-base {I, X},
Q(v/2) ha come Q-base {1,v/2} = 3la, b € Q tali che
V3=a+bh/2 = 3= (a—}-b\ﬁ)2 = 22 + 2b% 4+ 2abV/2
= a’°+2b*>=3e2ab=0 = a=0e2b>=30b=0c¢
a%? = 3, assurdo.

= o=




Dimostrazione di 3 e 4

3. a:=v2+v3eQ(v2,v3) = Q(a) C Q(v2,V3), e per
dimostrare che Q(v/2,v/3) € Q(«) (e quindi concludere che
Q() = Q(+/2,/3)) basta verificare che v/2,v/3 € Q(a).
a?=5+2v6€Q(a) = V6= (a?-5)/2€Q(a) =
a6 =2v3+3v2 € Qo) =
2V3+3vV2-2a=v2cQ(a) = a—V2=+3cQ(a).

4. Come visto nel punto 3, 2v/6 =a? — 5 —
24 = (a? —5)> = a* — 100 + 25

— a*—1002+1=0 = « & radice di
fi=X*-10X?+1€Q[X] = m, | f. Peripunti3e?

deg(ma) = [Q(a) : Q] = [Q(V2,V3) : Q] = 4 = deg(f)

— m, e f sono associati =— m, = f perché sono
entrambi monici.
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Costruzioni con riga e compasso

> Co:={(0,0),(1,0)} cR?eVn>0C,:={(a,8) € TNT'},
dove T e T' (con T # T') sono rette passanti per due punti
di C,_1 o circonferenze con centro un punto di C,_1 e raggio
la distanza tra due punti di C,_1.

» o € R & costruibile (con riga e compasso) se («,0) € C, per
qualche n € N.

> Non e difficile dimostrare che o € R costruibile —
JQ=Fy C--- C F, C R estensioni con o € F, e
[Fi:Fi_i]=2peri=1,...,n =

[Q(a) : Q]| [Fr: Q] =2"

= [Q(«) : Q] = 2™ per qualche m < n.

» Dunque o € R non & costruibile se [Q(«) : Q] non & una
potenza di 2. Per esempio v/2 non & costruibile (& impossibile
“duplicare il cubo™).
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Radice di un polinomio in un’estensione

Dato f € K[X] (che posso supporre irriducibile e monico), esiste
un'estensione K C L tale che f abbia una radice o € L?

Se la risposta € si, f = m, k; inoltre posso supporre L = K(a), e
in questo caso L = K[X]/(f).
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Radice di un polinomio in un’estensione

Dato f € K[X] (che posso supporre irriducibile e monico), esiste
un'estensione K C L tale che f abbia una radice o € L?

Se la risposta € si, f = m, k; inoltre posso supporre L = K(a), e
in questo caso L = K[X]/(f).

Proposizione

f € K[X] irriducibile e monico, m: K[X] — L := K[X]/(f)
proiezione al quoziente, o :=mw(X) e L = 7|x: K = L
estensione, L = K(a)) e f = mq k (quindi f ha una radice in L).

Dimostrazione.

f irriducibile = (f) ideale massimale = L campo.

7|k estensione perché omomorfismo di anelli con K e L campi.

m omomorfismo di K algebre tale che 7(X) = a = 7(g) = g(«)
Vg e KIX] = L={g(a): g e K[X]} = Kla] = K(a).

f irriducibile e monico, f(a) = 7(f) =0 = f =m,k. O
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Campo di spezzamento di un polinomio

Definizione
Un campo di spezzamento di f € K[X] \ {0} & un'estensione
K C L tale che:

» f sispezzasu L, cioe dc € K* e aq,...,a, € L tali che
f= CH?:l(X — aj);
> K C L' C L estensione tale che f sispezzasu L' = L' = L.

Se K C L & un campo di spezzamento di f, si dice anche che L &
un campo di spezzamento di f su K.

Osservazione
K C L estensione tale che f = c[[_;(X — a;) € K[X] si spezza
sul = dIK C Ly C L estensione tale che K C Ly € un campo

di spezzamento di f; inoltre Ly = K(ag, ..., ap).

Infatti f si spezza su K(a,...,ap), ese KC L' CLe
un’estensione tale che f si spezza su L', allora oy, ..., a, € L' (per
I'unicita della fattorizzazione in L[X]), per cui K(aq,...,an) C L.
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Esistenza del campo di spezzamento

Teorema
K campo, 0 # f € K[X].
1. Esiste un campo di spezzamento di f.

2. n:=deg(f), K C L campo di spezzamento di f —
[L:K]|nl Inoltre n|[L: K] se f é irriducibile in K[X].

Dimostrazione.

1. Per I'Osservazione basta dimostrare che esiste un’estensione
K C L tale che f si spezza su L.
Per induzione su n: se n =0, basta prendere L = K.
Se n >0, allora 3g € K[X] irriducibile tale che g | f.
Per la Proposizione 3 K C K’ estensione e o € K’ tale che
gla)=0 = f(a) =0 = f=(X—a)fi con f, € K'[X]
e deg(fi) =n—1.
Per induzione 3 K’ C L estensione tale che f; si spezza su L
= f si spezza su L.
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Dimostrazione di 2

Per definizione 3c € K* e ay,...,a, € L tali che

f=clll_1(X — a;), e per I'Osservazione L = K(a, ..., ap).

Per induzione su n: se n =0, allora f = ¢ € K* (non irriducibile in
KIX]) = L=K = [L:K]=1|n'=1.

Se n> 0 e f &irriducibile in K[X], allora my, k = c71f =
[K(cu) : K] = deg(mq, k) = n. Posto n" :=[L: K(a1)],
[L:K]=][L: K(a1)][K(1) : K] = n'n, per cui n|[L: K].
f=(X—a1)f in K(a1)[X] con f; := c[["_,(X — ;) tale che
K(a1) C L campo di spezzamento di f; (perché f; si spezza su L e
L =K(a1)(ag,...,ap)). Poiché deg(fi) = n— 1, per induzione
n"=[L:K(a1)]|(n=1)! = [L:K]=n'n|(n—1)In=nl

Se n> 0 e f = gh non & irriducibile in K[X] (con

0 < m:= deg(g) < n), posso supporre g = c[[;(X — ;) e
h=T1l_mi1(X —a;) = K':=K(a1,...,am) campo di
spezzamento di g su K e L campo di spezzamento di h su K’.

Per induzione [K' : K] | m! e [L: K']| (n—m)! =
L:Kl=[L: KK :K]|(n—m)m!|n!.
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