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Il teorema di Sylow (prima parte)

Teorema (Sylow)

G gruppo finito, p numero primo, l ∈ N tali che pl | #G =⇒
∃H < G tale che #H = pl .

Corollario (teorema di Cauchy)

G gruppo finito, p numero primo tale che p | #G =⇒
∃H < G tale che #H = p e ∃ g ∈ G tale che ord(g) = p.

Osservazione
Per dimostrare il teorema di Cauchy basta trovare a ∈ G tale che
ord(a) = pm per qualche m > 0, (poi g := am e H := 〈g〉).
Se G è abeliano, ciò può essere dimostrato facilmente per induzione
su n := #G . Per n > p (il caso n = p è chiaro) sia b ∈ G \ {1}:
I p | ord(b) =⇒ a := b;

I p - ord(b) =⇒ G := G/〈b〉 tale che p | #G < n =⇒ per
induzione ∃ a ∈ G (con a ∈ G ) tale che p | ord(a) | ord(a).
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Dimostrazione della prima parte del teorema di Sylow

Per induzione su n := #G . Per n > pl (il caso n = pl è chiaro)
considero l’equazione delle classi:

#Z (G ) = #G −
m∑
i=1

[G : C (ai )]

con 1 < [G : C (ai )] | n (quindi C (ai ) ( G ) ∀ i = 1, . . . ,m.

I Se ∃ i = 1, . . . ,m tale che pl | #C (ai ), allora per induzione
∃H < C (ai ) < G tale che #H = pl .

I Altrimenti p | [G : C (ai )] ∀ i = 1, . . . ,m.

I Posso supporre l > 0 =⇒ p | #G =⇒ p | #Z (G ).

I Per il teorema di Cauchy per gruppi abeliani ∃K < Z (G ) tale
che #K = p; inoltre K / G .

I G := G/K tale che pl−1 | #G = n/p < n =⇒ per induzione
∃H < G tale che #H = pl−1.

I ∃!H < G tale che H = H/K =⇒ #H = (#H)(#K ) = pl .
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Il teorema di Sylow (seconda parte)

Definizione
G gruppo finito, p numero primo, r ,m interi positivi tali che
#G = prm e p - m. Un p-sottogruppo di Sylow (o semplicemente
un p-Sylow) di G è un sottogruppo di G di ordine pr .
Indichiamo con sp = sp(G ) il numero di p-Sylow di G .

Osservazione
sp ≥ 1 per la prima parte del teorema di Sylow.

Teorema (Sylow)

G gruppo finito, p numero primo, r ,m interi positivi tali che
#G = prm e p - m =⇒

1. due qualunque p-Sylow di G sono coniugati;

2. sp ≡ 1 mod p e sp = [G : N(H)] | m ∀H p-Sylow di G;

3. ogni p-sottogruppo di G è contenuto in un p-Sylow di G.
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Orbite di un p-Sylow

∀H,K < G sia [K ]H := {aKa−1 : a ∈ H} ⊆ [K ] = [K ]G .
Chiaramente [K ]H = {K} ⇐⇒ H ⊆ N(K ).

Lemma
H,K < G con H p-gruppo e K p-Sylow.
Allora [K ]H = {K} ⇐⇒ H ⊆ K. Altrimenti p | #[K ]H .

Dimostrazione.
#[K ]H = [H : N(K ) ∩ H] | #H = pl per qualche l ∈ N, quindi
p | #[K ]H se {K} ( [K ]H .
Resta allora da dimostrare che H ⊆ N(K ) =⇒ H ⊆ K .
H < N(K ), K / N(K ) =⇒ HK < N(K ) < G .
H ′ := H ∩ K < H tale che #H ′ = pl

′
(con l ′ ≤ l). Se #K = pr ,

#(HK ) =
(#H)(#K )

#H ′
=

plpr

pl ′
= pr+l−l ′ | #G = prm

con p - m =⇒ r + l − l ′ ≤ r =⇒ l ′ = l =⇒ H ′ = H ⊆ K .
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Dimostrazione della seconda parte del teorema di Sylow

Sia H un p-Sylow di G .
Se K ∈ [H]G , chiaramente [K ]H ⊆ [K ]G = [H]G e per il Lemma
[K ]H = {K} ⇐⇒ H ⊆ K ⇐⇒ H = K (perché #H = #K ), e
altrimenti p | #[K ]H . Ne segue che

#[H]G ≡ 1 mod p.

Sia ora H ′ < G un p-gruppo: analogamente a prima
[K ]H′ ⊆ [K ]G = [H]G ∀K ∈ [H]G , e per il Lemma p | #[K ]H′ se
H ′ * K . Ne segue che ∃K ∈ [H]G tale che H ′ ⊆ K (altrimenti
p | #[H]G ≡ 1 mod p).
Ciò dimostra sia il punto 1 che il punto 3. Si ha inoltre

sp = #[H]G = [G : N(H)] | [G : H] = m

e sp ≡ 1 mod p, il che dimostra anche il punto 2.
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Sottogruppi di Sylow normali

Osservazione
Se H < G è un p-Sylow, allora

H / G ⇐⇒ H caratteristico in G ⇐⇒ sp = 1.

È infatti chiaro che sp = 1 =⇒ H caratteristico in G =⇒ H / G .
D’altra parte, H / G =⇒ N(H) = G , quindi sp = [G : N(H)] = 1.

Corollario
#G =

∏k
i=1 p

ni
i con p1, . . . , pk numeri primi distinti e

n1, . . . , nk > 0. Sia Hi un pi -Sylow di G ∀ i = 1, . . . , k.

1. sp1 = · · · = spk = 1 =⇒ G ∼=
∏k

i=1 Hi .

2. G ∼=
∏k

i=1 Gi con Gi pi -gruppo ∀ i = 1, . . . , k =⇒ spi = 1 e
Gi
∼= Hi ∀ i = 1, . . . , k.
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Dimostrazione

1. Per ipotesi Hi / G e #Hi = pnii ∀ i = 1, . . . , k.
Dimostro per induzione su j che

H ′j := H1 · · ·Hj / G e H ′j
∼=

j∏
i=1

Hi ∀ j = 1, . . . , k .

È ovvio per j = 1; se j > 1, per induzione H ′j−1 / G e

H ′j−1
∼=

∏j−1
i=1 Hi (per cui #H ′j−1 =

∏j−1
i=1 p

ni
i ). Allora

H ′j = H ′j−1Hj / G e (tenendo conto che H ′j−1 ∩ Hj = {1}
perché mcd(#H ′j−1,#Hj) = 1) H ′j

∼= H ′j−1 × Hj
∼=

∏j
i=1 Hi .

Se ne deduce che G = H ′k
∼=

∏k
i=1 Hi perché #G = #H ′k .

2. G ′ :=
∏k

i=1 Gi =⇒ ∀ i = 1, . . . , k

G ′i := {(a1, . . . , ak) ∈ G ′ : aj = 1 ∀ j 6= i} / G ,

G ′i è un pi -Sylow di G ′ e G ′i
∼= Gi . Allora spi (G ) = spi (G

′) = 1
e Hi

∼= G ′i
∼= Gi ∀ i = 1, . . . , k.
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Gruppi di ordine pq

#G = pq con p < q numeri primi. Allora

I sq = 1 (perché sq ≡ 1 mod q e sq | p), e quindi G non è
semplice;

I q 6≡ 1 mod p =⇒ sp = 1 (perché sp ≡ 1 mod p e sp | q) e

G ∼= Cp × Cq
∼= Cpq

(perché per il Corollario G ∼= Hp × Hq con Hp
∼= Cp p-Sylow e

Hq
∼= Cq q-Sylow).

Osservazione
Si vedrà che q ≡ 1 mod p =⇒ ∃! (a meno di isomorfismo) un
gruppo non abeliano di ordine pq. Un esempio (per p = 2) è il
gruppo diedrale Dq.
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Gruppi di ordine p2q

#G = p2q con p e q numeri primi distinti =⇒ sp = 1 o sq = 1
(quindi G non è semplice).
I Se p > q, allora sp = 1 (perché sp ≡ 1 mod p e sp | q).
I Se p < q e sq > 1, allora sq = p2 (perché sq ≡ 1 mod q e

sq | p2). Poiché ogni q-Sylow ha q − 1 elementi di ordine q e
q-Sylow distinti si intersecano banalmente,

T := {a ∈ G : ord(a) = q}

è tale che #T = sq(q − 1) = p2(q − 1).
H p-Sylow =⇒ H ⊆ G \ T =⇒ H = G \ T (perché
#(G \ T ) = p2 = #H) =⇒ sp = 1.

Osservazione
Se p < q e sq > 1, allora p = 2 e q = 3:
infatti sq = p2 ≡ 1 mod q, cioè q | (p2 − 1) = (p − 1)(p + 1);
poiché q - (p − 1), deve essere q | (p + 1) ≤ q, e quindi q = p + 1.
Un esempio di questo tipo è G = A4 (esercizio).
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Gruppi di ordine pqr

#G = pqr con p < q < r numeri primi =⇒ sq = 1 o sr = 1
(quindi G non è semplice).

I Tn := {a ∈ G : ord(a) = n} ∀ n > 0 =⇒ analogamente a
prima #Tq = sq(q − 1) e #Tr = sr (r − 1). Deve essere

sq(q − 1) + sr (r − 1) = #(Tq ∪ Tr ) ≤ #G = pqr ,

dato che Tq ∩ Tr = ∅.
I sr > 1 =⇒ sr = pq (perché sr ≡ 1 mod r e sr | pq) =⇒

sq(q − 1) ≤ pq =⇒ sq ≤ q (dato che q − 1 ≥ p) =⇒
sq = 1 (perché sq ≡ 1 mod q).

Osservazione
In effetti necessariamente sr = 1: indicando con Hq un q-Sylow e
con Hr un r -Sylow, Hq / G o Hr / G =⇒ H := HqHr < G e
#H = qr =⇒ Hr / H =⇒ H ⊆ NG (Hr ) =⇒
sr = [G : NG (Hr )] | [G : H] = p =⇒ sr = 1.
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I gruppi semplici non hanno sottogruppi di indice piccolo

{1} 6= H < G tale che 2 ≤ [G : H] ≤ 4 =⇒ G non semplice.

I Per assurdo G semplice =⇒ L : G → S(G/H) è un
omomorfismo iniettivo =⇒ G ′ := im(L) < S(G/H) ∼= Sm
(con m := [G : H]) tale che G ′ ∼= G e n := #G = #G ′

soddisfa m | n | m! (per il teorema di Lagrange) e n > m
(perché H 6= {1}).

I m = 2 =⇒ 2 | n | 2 e n > 2, impossibile.

I m = 3 =⇒ 3 | n | 6 e n > 3 =⇒ n = 6 = 2 · 3 =⇒ G non
semplice, assurdo.

I m = 4 =⇒ 4 | n | 24 e n > 4 =⇒ n = 8 = 23 o
n = 12 = 22 · 3 o n = 24 ( =⇒ G ∼= S4) =⇒ G non
semplice, assurdo.

Osservazione
Segue che G non è semplice se ∃ p primo tale che p | #G e
sp = 3 ( =⇒ p = 2) o sp = 4 ( =⇒ p = 3).
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