Algebra 2

Alberto Canonaco
alberto.canonaco@Qunipv.it

Universita di Pavia
Corso di Laurea in Matematica

Anno Accademico 2019,/2020
Lezione del 17-04-2020

Alberto Canonaco alberto.canonaco@unipv.it Algebra 2



|l teorema di Sylow (prima parte)

Teorema (Sylow)

G gruppo finito, p numero primo, | € N tali che p' | #G —
JH < G tale che #H = p.

Corollario (teorema di Cauchy)

G gruppo finito, p numero primo tale che p | #G —
JH < G tale che #H = p e 3g € G tale che ord(g) = p.

Osservazione
Per dimostrare il teorema di Cauchy basta trovare a € G tale che
ord(a) = pm per qualche m > 0, (poi g :=a" e H:= (g)).
Se G & abeliano, cio puo essere dimostrato facilmente per induzione
sun:=#G. Per n> p (il caso n = p & chiaro) sia b€ G\ {1}:

» p|ord(b) = a:=b;

» pford(b) = G := G/(b) taleche p|#G < n = per

induzione 33 € G (con a € G) tale che p | ord(3) | ord(a).
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Dimostrazione della prima parte del teorema di Sylow

Per induzione su n:= #G. Per n > p' (il caso n = p' & chiaro)
considero |'equazione delle classi:

#Z(G)=#G - [G: C(a)]
i=1

con 1 < [G:C(aj)]|n(quindi C(a;j) C G)Vi=1,....,m.
» SeJi=1,...,mtale che p' | #C(a;), allora per induzione
JH < C(a;) < G tale che #H = p'.
Altrimenti p | [G : C(a))] Vi=1,...,m.
» Posso supporre | >0 = p | #G = p | #Z(G).

» Per il teorema di Cauchy per gruppi abeliani 3K < Z(G) tale
che #K = p; inoltre K< G.

» G := G/K tale che p/™! | #G = n/p < n = per induzione
JH < G tale che #H = p/~1.

> JIH < G tale che H=H/K = #H = (#H)(#K) = p.
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|l teorema di Sylow (seconda parte)

Definizione

G gruppo finito, p numero primo, r, m interi positivi tali che

#G =p"'me ptm. Un p-sottogruppo di Sylow (o semplicemente
un p-Sylow) di G & un sottogruppo di G di ordine p".

Indichiamo con s, = s,(G) il numero di p-Sylow di G.

Osservazione
sp > 1 per la prima parte del teorema di Sylow.

Teorema (Sylow)
G gruppo finito, p numero primo, r, m interi positivi tali che
#G=p'meptm =
1. due qualunque p-Sylow di G sono coniugati;
2. s,=1 mod pes,=[G:N(H)] | mVH p-Sylow di G;
3. ogni p-sottogruppo di G & contenuto in un p-Sylow di G.
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Orbite di un p-Sylow

VH,K < Gsia [K]y :={aKa™! : ac H} C [K] = [K]¢.
Chiaramente [K]y = {K} <= H C N(K).

Lemma
H,K < G con H p-gruppo e K p-Sylow.
Allora [Kly = {K} <= H C K. Altrimenti p | #[K]#n.

Dimostrazione.

#[K]y = [H : N(K)N H] | #H = p' per qualche / € N, quindi
p | #[Kln se K} € Kl

Resta allora da dimostrare che H C N(K) — H C K.

H < N(K), K <N(K) = HK < N(K) < G.

H' := HN K < H tale che #H' = p/ (con I' < I). Se #K = p’,

H)(#K 'pr )
by = BEEVEE P B it 6 — prm

conptm = r+/-I'<r = I'=] = H=HCK. [




Dimostrazione della seconda parte del teorema di Sylow

Sia H un p-Sylow di G.

Se K € [H]g, chiaramente [K]y C [K]c = [H]c e per il Lemma
[Kln ={K} <= HCK <= H=K (perché #H = #K), e
altrimenti p | #[K]y. Ne segue che

#[Hlc =1 mod p.

Sia ora H" < G un p-gruppo: analogamente a prima
(Kl € [K]le = [H]le YK € [H]g, e per il Lemma p | #[K]w se
H' ¢ K. Ne segue che 3K € [H]¢ tale che H' C K (altrimenti

pl|#[H]lc =1 mod p).
Cio dimostra sia il punto 1 che il punto 3. Si ha inoltre

5, = #[Hl = [G : N(H)] | [G : H] = m
e s, =1 mod p, il che dimostra anche il punto 2.
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Sottogruppi di Sylow normali

Osservazione
Se H < G & un p-Sylow, allora

H< G <= H caratteristico in G <= s, = 1.

E infatti chiaro che sp =1 = H caratteristicoin G = H<G.
D'altra parte, Ha G = N(H) = G, quindi s, =[G : N(H)] = 1.

Corollario

#G = Hfle pi" con pi,...,px numeri primi distinti e

n,...,ng > 0. Sia H; un p;-Sylow di GVi=1,... k.
l.spy=-=5,,=1= G%HLIH;.

2. G%HfleG,- con G; pj-gruppoVi=1,....k = s, =1e
G=H Yi=1,... k
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Dimostrazione

1. Peripotesi Hi< G e #H; =p/" Vi=1,... k.
Dimostro per induzione su j che

J
Hi:=Hy---HjaG e H=][H Vi=1,... k
i=1
E owvio perj—l se j > 1, per induzione H;_; <G e

H = J~1 H; (per cui #H S =rs ) Allora
H’ Hi 4 H <G e (tenendo conto che H;_; N H; = {1}

perché med(#H;_;,#H;)) =1) Hi =2 H_; x H; = HJ,-ZI H;.
Se ne deduce che G = Hj = Hf‘zl Hi perché #G = #H,.
2.6 =11l 6 = VYi=1,...,k
G :={(a1,...,ak) € G : aj=1Vj#i}<G,
G/ & un p;-Sylow di G' e G/ = G;. Allora s,,(G) = s,,(G') =1
€ H,'g Gi/g GiVi:].,...,k.



Gruppi di ordine pq

#G = pq con p < g numeri primi. Allora
» s; =1 (perché s, =1 mod q e sy | p), e quindi G non &
semplice;
» g#1 modp = s, =1 (perchés, =1 modpes,|q)e

G Cyx Cy™ Cp

(perché per il Corollario G = H,, x Hg con H, = C, p-Sylow e
Hq = Cq g-Sylow).

Osservazione

Si vedra che g=1 mod p = 3! (a meno di isomorfismo) un
gruppo non abeliano di ordine pg. Un esempio (per p =2) & il
gruppo diedrale Dy.
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Gruppi di ordine p?q

#G = p°q con p e g numeri primi distinti = sp=losg=1
(quindi G non & semplice).
» Se p> q, allora s, =1 (perché s, =1 mod pes,|q).
> Sep<qesqy>1,allora sy, = p? (perché s; =1 mod g e
sq | p?). Poiché ogni g-Sylow ha g — 1 elementi di ordine g e
g-Sylow distinti si intersecano banalmente,

T :={ac G :ord(a) =q}

& tale che #T = s,(q — 1) = p?(q — 1).
H p-Sylow = HC G\ T = H= G\ T (perché
#(G\T)=p*=#H) = s5=1.
Osservazione
Sep<qgesys>1 allorap=2eq=3:
infatti s, = p? =1 mod g, ciog ¢ | (p2 —1) =(p—1)(p+1);
poiché gt (p — 1), deve essere q | (p+ 1) < q, e quindi g = p+ 1.
Un esempio di questo tipo & G = A4 (esercizio).
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Gruppi di ordine pgr

#G = pqgr con p < q < r numeri primi = s;=10s =1
(quindi G non & semplice).
» T,:={ac G :ord(a)=n} Yn>0 = analogamente a
prima # Ty = sq(q — 1) e # T, = s.(r — 1). Deve essere

sq(g—1)+s(r—1)=#(TqU T,) < #G = pgr,

dato che T,N T, = 0.

> s, >1 = s, =pq (perchés, =1 modres, |pg) =
sq(q—1) < pqg = s;<q(datoche g—12>p) =
sq =1 (perché s; =1 mod q).

Osservazione

In effetti necessariamente s, = 1: indicando con Hg un g-Sylow e
con H, un r-Sylow, Hy<Go H, <G = H:=HqH, <G e
#H=qr = H,<H = HC Ng(H,) =
SrZ[GNG(Hr)]|[GH]:p — s, =L
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| gruppi semplici non hanno sottogruppi di indice piccolo

{1} #H < G taleche 2 < [G : H] <4 = G non semplice.
» Per assurdo G semplice = L: G — S(G/H) ¢ un

omomorfismo iniettivo = G’ :=im(L) < S(G/H) = S,,

(con m:=[G : H]) tale che G’ = G e n:= #G = #G’

soddisfa m | n | m! (per il teorema di Lagrange) e n > m

(perché H # {1}).

m=2 = 2|n|2en>2, impossibile.

» m=3 = 3|n|6ben>3 = n=6=2-3 = G non
semplice, assurdo.

» m=4 = 4|n|24en>4 = n=8=2%0
n=12=22.30n=24(= G=S;) = G non
semplice, assurdo.

v

Osservazione
Segue che G non & semplice se 3 p primo tale che p | #G e
sp=3(= p=2)os,=4(= p=23).
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