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Sottogruppi di indice piccolo

#G =ne H < G tale che [G : H] sia il piu piccolo numero primo
che divide n — H«<«G.

Dimostrazione.
K :=ker(L: G — S(G/H)) < G tale che K C H.
p:=[G:H]lem:=[H:K|] = per il teorema di Lagrange

#G  #G#H
#K ~ #H#EK

Per il primo teorema di isomorfismo G/K = im(L) < S(G/H),
quindi (sempre per il teorema di Lagrange)

pm = #(G/K) = #im(L) | #5(G/H) = [G : H]! = p! = (p~1)!p.

m|ln m|(p—1) = m|mcd(n,(p—1))=1 = m=1
= H=Kd«G. O
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[G: K]= =[G : H][H:K]=pm]|n.




H < G = H<G in ciascuno dei seguenti casi:
» #G = pgrcon p<qg<rprimie#H=qr,
> #G = p?q con p < q primi e #H = pg;
> #G = p" (p primo, n > 0) e #H = p";
> #G = p® (p primo).

Esercizio

#G = p?, G non ciclico =
> JH,K <G distinti tali che #H = #K = p:

> HNK = {1};
> HK = G;
> G=(C, x G
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Richiami sul prodotto di sottogruppi

H K <G.

» HK:={ab:aeH, be K} <G < HK = KH.
> HaiGo K41G = HK < G.

» HK<G — HK«G.

> ab=baVace HeVbe K = lafunzione

Hx K — HK (a,b) — ab
& un omomorfismo suriettivo di gruppi, € &€ un isomorfismo
<— HNK={1}.
» HK<Ge HNK={1} = HK=HxK.
> He K finiti =

_ #H)#K)
AHO= S
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Descrizione delle orbite di un'azione

Proposizione
Sia X un G-insieme. Allora¥ x € X la funzione

f: G/Stab(x) — Gx a = aStab(x) — ax
€ un isomorfismo di G-insiemi.

Dimostrazione.

f & ben definita: a’ = 3 (cioé & = ab con b € Stab(x)) =

a'x = (ab)x = a(bx) = ax.

f & un morfismo di G-insiemi: Vg,a€ G

f(ga) = f(ga) = (ga)x = g(ax) = &f(a).

f & suriettiva: Va € G ax = f(a).

f & iniettiva: a,a’ € G tali che f(3) = f(a) (ciog ax = a'x) =
x=alax =alax = ald €Stab(x) = a=4. O
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Conseguenze

Sia X un G-insieme.
» X & omogeneo <= X = G/H per qualche H < G.
#(Gx) = [G : Stab(x)] Vx € X.
> #[a] =[G : C(a)] (con [a] :={gag™! : g€ G})VacG.
> #[H] =[G : N(H)] (con [H] := {gHg™! : g€ G}) VH < G.
>
>

v

X finito, X = [[L; Gx; = #X =31 1[G : Stab(x;)].
G finito, G =[]/ [a] = #G =37 ,[G: C(a)].
Posso supporre che esista 0 < m < n tale che a; € Z(G)
(<= #[ai]|=[G:C(aj)]=1) < i> m. Si ottiene
allora I'equazione delle classi:

#G=#2Z(G +Z[G C(a))]

(con1<[G:C(aj)] | #GVi=1,...,m).



Centro di un p-gruppo

Definizione
Sia p un numero primo. Un p-gruppo & un gruppo (finito) il cui
ordine & una potenza di p.

Proposizione
G # {1} p-gruppo = Z(G) # {1}.

Dimostrazione.
Per I'equazione delle classi

#2(G) =#G - > [G: C(ay)].
i=1

Per ipotesi #G = p" per qualche n >0 e [G : C(a;)] = p" con
0 < n;j < n;in particolare p | #G e p | [G: C(a;)] Vi=1,...,m.
Allora p | #Z(G), e quindi Z(G) # {1}. O

Alberto Canonaco alberto.canonaco@unipv.it Algebra 2



Sottogruppi normali di un p-gruppo

Corollario
#G =p" = Vmtaleche 0 < m< n3dH«G tale che
#H = p™. In particolare G é semplice <= n=1 <= G = (,.

Dimostrazione.

Per induzione su n: n =0 ovvio.

Se n > 0, posso supporre m > 0. Per la Proposizione precedente
#Z7(G) = p” con 0 < n' < n. Esiste K < Z(G) tale che #K = p
(perché p | #Z(G) e Z(G) & abeliano). Poiché K< G (Vg e G e
Vac K sihagag ! =ac K), G:= G/K & un gruppo tale che

#G &n_ n—1
#G = dK - P

Per I'ipotesi induttiva esiste H < G tale che #H = p™*; inoltre
Il H < G tale che H = H/K, per cui
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Gruppi di ordine p?

Lemma
Un gruppo G é abeliano <= G/Z(G) e ciclico.

Dimostrazione.

— Z(G)=G = G:=G/Z(G) = {1} &ciclico.

— G={(g) (conge G) = Vae GIncZtalechea=g"
— Jbe Z(G) taleche a=g"b = ac C(g) (perché
g,bEﬁC(g)) — ((g)=G6 = geZ(G) = g=1

= G=(1)={1} = Z(G)=G = G abeliano.

Corollario
#G = p> = G abeliano (quindi G = CroG= Cg).

Dimostrazione.
Per la Proposizione 1 < #Z(G) | p> = #Z(G)=po p*> =
#(G/Z(G))=pol = G/Z(G) ciclico = G abeliano. []
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Esercizio

1. G gruppo, ae G = C(C(a)<N((a)); ord(a) = m =
N((a))/C(a) & isomorfo a un sottogruppo di Z/mZ*.
2.1<m<n,0€S, mciclo = C(o0)=Cpn XSp—me

N({(c))/C(o) =X Z/mZ*.
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Esercizio

1. G gruppo, ae G = C(C(a)<N((a)); ord(a) = m =
N((a))/C(a) & isomorfo a un sottogruppo di Z/mZ*.
2.1<m<n,0€S, mciclo = C(o0)=Cpn XSp—me

N({(c))/C(o) =X Z/mZ*.

Osservazione

Due elementi di S, sono coniugati <= hanno lo stesso tipo di
decomposizione come prodotto di cicli disgiunti.

In particolare i coniugati di un m-ciclo sono tutti e soli gli m-cicli.
Gli m-cicli di S, sono (m — 1)! (ogni tale m-ciclo pud essere
scritto in modo unico come (a1, ..., am—1, m) con
{at,...,am-1} ={1,...,m—1}).

Quindi gli m-cicli di S,, sono

(m—l)!(”> _ (m=1)tat nl

m ml(n—m)!  m(n—m)\"
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Dimostrazione di 1

>
| 4

C(a) C N({(a)): be C(a) = (a) C C(b) = b e N({(a)).
C(a)<N({(a)): ge N({(a)) e be C(a) =

c := gbg™! € C(a) perché g~tag € (a) C C(b), quindi
cac™! = gbg lagh g™l = gglagg~! = a, cioe c € C(a).
Se ord(a) = m, la funzione

f: N((a)) = Z/mZ* g+ iconicZ taleche gag™! = a'

& ben definita perché a' = 3" < i=i mod me
med(m, i) = 1 (dato che ord(gag™!) = ord(a)).

f omomorfismo: g,h € N({a)) con f(g) =ie f(h) =] =
(gh)a(gh) ™' = g(hah™)g ™' = galg ™' = (gag ™'Y = (a') = &',
ciod f(gh) = ij = ij = f(g)f(h).

ker(f) = C(a): f(g) =1 < gag '=a +— gec C(a).

Quindi N((a))/C(a) = N({a))/ ker(f) = im(f) < Z/mZ* per
il primo teorema di isomorfismo.
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Dimostrazione di 2

vvyyVvyy

Posso supporre 0 = (n—m+1,...,n).

Hy := (o) < C(0) e H1 = Cpy.

Hy:={reS, :7(i)=iVi>n—m} < C(0) e Ho = S5,_p.
HiNH, = {1} e =111 V11 € Hi e V1 € Hy, quindi

H:= H1H2<C(U) e H=H; x H, =2 Cyp X Sp_m.

Poiché
n! _ - n!
= #lol =[5, Coll = 3y

m(n — m)

#C(o)=m(n—m)! =#H = C(o0)=H = Cy X Sp_m.
Poiché Cy, ha w(m) = #7/mZ* generatori,

Ho) i1t it 15 C(@)]

oty ~ U= MO = ey o

da cui segue [N({0)) : C(0)] = ¢(m), e dunque
N({o))/C(c) = Z/mZ* per il punto 1.
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