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Esercizio

Sia A un dominio e sia f: M — N un omomorfismo di A-moduli.
1. Dimostrare che f(T(M)) C T(N).
2. Dimostrare che la funzione

f: M:=M/T(M)— N:=N/T(N) x+T(M)+— f(x)+T(N)

& un omomorfismo di A-moduli.

3. Dimostrare che, se f & iniettivo (risp. suriettivo), allora f &
iniettivo (risp. suriettivo).

4. Dimostrare che, se A & a ideali principali, N (risp. M) &
finitamente generato e f & iniettivo (risp. suriettivo), allora M
e N sono liberi di rango finito e rk(M) < rk(N) (risp.

rk(M) > rk(N)).
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Soluzione

1. xeT(M) = 3J0#acAtalecheax=0 =
af(x) = f(ax) = f(0) =0 = f(x) € T(N).
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Soluzione

1. xeT(M) = 3J0#acAtalecheax=0 =
af(x) = f(ax) = f(0) =0 = f(x) € T(N).

2. mof: M— N (con 7: N — N) & un omomorfismo tale che
ker(m o f) = f1(ker(r)) = fY(T(N)). Per il punto
precedente T(M) C ker(m o f), e allora per il teorema di

omomorfismo esiste un unico omomorfismo f: M — N tale
che f(x + T(M)) = (mo f)(x) = f(x) + T(N) Vx € M.
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Soluzione

1. xeT(M) = 3J0#acAtalecheax=0 =
af(x) = f(ax) = f(0) =0 = f(x) € T(N).

2. mof: M— N (con 7: N — N) & un omomorfismo tale che
ker(m o f) = f1(ker(r)) = fY(T(N)). Per il punto
precedente T(M) C ker(m o f), e allora per il teorema di
omomorfismo esiste un unico omomorfismo f: M — N tale
che f(x + T(M)) = (mo f)(x) = f(x) + T(N) Vx € M.

3. finiettivo = f~1(T(N)) C T(M) (se x € fY(T(N)),
30 # a € A tale che 0 = af(x) = f(ax) e quindi ax = 0)
= T(M) = f~Y(T(N)) = ker(r o f) == f iniettivo.

f suriettivo = 7 o f suriettivo = f suriettivo.
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Soluzione

1.

x€T(M) = 30#acAtalecheax =0 =

af(x) = f(ax) = f(0) =0 = f(x) € T(N).

mof: M— N (conm: N— N) & un omomorfismo tale che
ker(m o f) = f1(ker(r)) = fY(T(N)). Per il punto
precedente T(M) C ker(m o f), e allora per il teorema di
omomorfismo esiste un unico omomorfismo f: M — N tale
che f(x + T(M)) = (mo f)(x) = f(x) + T(N) Vx € M.

f iniettivo = f~Y(T(N)) C T(M) (se x € f~L(T(N)),
30 # a € A tale che 0 = af(x) = f(ax) e quindi ax = 0)
= T(M) = f~Y(T(N)) = ker(r o f) == f iniettivo.

f suriettivo = 7 o f suriettivo = f suriettivo.

M (risp. N) e finitamente generato perché isomorfo a un
sottomodulo (risp. quoziente) di N (risp. M) che lo &.
Dunque M e N sono liberi di rango finito perché finitamente
generati e senza torsione. Allora rk(M) < rk(N) per il Lemma

13.1 (risp. tk(M) > rk(N) perché M = ker(f) & N).
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Sottomoduli di un modulo finitamente generato

Siano A un dominio a ideali principali ma non un campo, M un
A-modulo finitamente generato e M’ un sottomodulo di M.

» rtk(M'/T(M")) < rk(M/T(M))

» T(M)=T(M)nM

» Tp(M')=Tp(M)Nn M VP € Max(A)
M = D pertunia) TP(M) D L (dove L= MT(M) = A') —
M' = @ pertax(a) TP(M) B L' (dove L' = M'/T(M') = A") con
Tp(M') C Tp(M) sottomodulo VP € Max(A) e I' < /.

Viceversa, dato M, € Tp(M) sottomodulo V P € Max(A) e dato
I" < 1, esiste D pentax(a) Mp D L' € M sottomodulo con L' = Al
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» Se P = (p) € Max(A) e n > 0, gli A-sottomoduli di A/P"
sono P//P"con 0<i<nePi/P"=A/P"
Pi/P" = (p' + P")a = A/Amna(p’ + P") e
Anna(pl + P7) = (P pf) = (") = P

> Se M = @le A/P", dati nl < n; (per i =1,..., k) esiste un
sottomodulo M’ di M tale che M’ = @ | A/P":
si pud prendere M’ corrispondente al sottomodulo
@i, PP di B, A/PT
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» Se P = (p) € Max(A) e n > 0, gli A-sottomoduli di A/P"
sono P//P"con 0<i<nePi/P"=A/P"
Pi/P" = (p' + P")a = A/Amna(p’ + P") e
Anna(pl + P7) = (P pf) = (") = P
> Se M = @le A/P", dati nl < n; (per i =1,..., k) esiste un
sottomodulo M’ di M tale che M’ = @ | A/P":
si pud prendere M’ corrispondente al sottomodulo
@i, PP di B, A/PT
» Se G & un gruppo abeliano tale che #G = p" (p primo),
Vn' < nesiste G’ < G tale che #G' = p" (esercizio).
» Se G & un gruppo abeliano tale che #G = n, V n’ divisore di n
esiste G’ < G tale che #G' = n':
sen=[[,cpp™en =]],p p™ (con n, < np), esiste
G, < Tp(G) tale che #G, = p"e (dato che #T,(G) = p") e

si pud prendere G’ := P ,p G-
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Sottomoduli di P-torsione

Se M = @fle A/P" e M’ & un sottomodulo di M, esistono
< nj (peri=1,... k) tali che M' = @K A/P".
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Sottomoduli di P-torsione

Se M = @fle A/P" e M’ & un sottomodulo di M, esistono
< nj (peri=1,... k) tali che M' = @K A/P".
» Per induzione su /(M) := Zf-;l n; (il caso /(M) = 0 & ovvio).
» Ann(M) = P™ C Ann(M’) = P™ con
m < m = max{ny,...,ng} = n; (posso supporre).
> Sem <m M CM:={xecM:P"1C Ann(x)}
sottomodulo di M tale che M = @:(:1 A/Pfi con fiy = np — 1
en; <nVi=2,...,k. Dunque I(M) :fozlﬁ; < ne per
induzione M’ = @fle A/P™ con m<f<mVi=1,... k.
» Se m" = m, per il Lemma 13.9 esiste x € M’ tale che
Ann(x) = P™ e (x)a € un addendo diretto sia di M che di
M. Se M= (x)a® N, risulta M’ = (x)4 & N con
N := NN M'. Per 'unicita del teorema di struttura
N =@k, A/P™, per cui I(N) = S5, n; < I(M). Dunque
per induzione N’ = @?:2 A/P™ con n,<nVi=2,...,k e
pertanto M’ = @)%, A/P™ con n, = n;.



() T: A2 > M=A%/N, 7" M — M:=M/T(M) =
7’ om: A2 — M omomorfismo suriettivo = M finitamente
generato e senza torsione => M = A" per qualche n € N.
N’ := ker(r' o ) tale che A2 = N = ker(nr) C N C A2 —
N’ 22 A?. Per il primo teorema di isomorfismo
A2/N' = M = A", quindi A2 = N' @ A" =2 A2F" — n =0,
cioe M =T(M).
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() T: A2 > M=A%/N, 7" M — M:=M/T(M) =
7’ om: A2 — M omomorfismo suriettivo == M finitamente
generato e senza torsione => M = A" per qualche n € N.
N’ := ker(r' o ) tale che A2 = N = ker(nr) C N C A2 —
N’ =2 A?. Per il primo teorema di isomorfismo
A2/N"= M = A", quindi A2 = N @ A" = A2 — n=0,
cioe M =T(M).

(b) M finitamente generato e senza torsione —>
M = A2/N = A" per qualche me N = A2~ N@ M.
N C A? sottomodulo = N =2 A” per qualche n € N
— AENOMIAT" — pim=2
n # 0 (altrimenti N = {0}) e m # 0 (altrimenti M = {0}, per
cuiN=A%) = m=n=1,cioe M2N==A
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Esercizio 7

(a) ker(e) Nim(e) = {0}:
x € ker(e) Nim(e) = e(x) =0, Jy € M tale che x = e(y)
— x=e(y) = e(e(y)) = e(x) = 0.
ker(e) +im(e) = M:
xe€M = e(x—e(x)) =e(x) —e(e(x)) = e(x) —e(x) =0
— x = (x —e(x)) + e(x) € ker(e) + im(e).




Esercizio 7

(a) ker(e) Nim(e) = {0}:
x € ker(e) Nim(e) = e(x) =0, Jy € M tale che x = e(y)
= x=e(y) =e(e(y)) = e(x) = 0.
ker(e) +im(e) = M:
xe€M = e(x—e(x)) =e(x) —e(e(x)) = e(x) —e(x) =0
— x = (x —e(x)) + e(x) € ker(e) + im(e).

(b) Se Enda(M) ha solo gli idempotenti banali, sia
M=M &M’ AloraVxe M3Ix" € M, x" e M tali che
x=x+x" = e: M — M, x+— x’ & un idempotente di
Enda(M) (perché e(e(x)) = e(x’) = x' = e(x) Vx € M)
— e=0(cioe M ={0} e M"=M)oe=1=idpy (cioe
M =Me M’ ={0}) = M indecomponibile.
Se M & indecomponibile, sia e € Enda(M) idempotente. Per
il punto (a) M = ker(e) ®im(e) = ker(e) =M e
im(e) = {0} (= e=0) o ker(e) ={0} eim(e) =M
(= eisomorfismo = idy =e loe=eloe?=ce).



