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Esercizio

Sia f: A — B un omomorfismo di anelli commutativi tale che
B & un A-modulo finitamente generato.
Stabilire quali delle seguenti affermazioni sono vere.

1. Se A & un anello noetheriano, anche B lo é.
2. Se B & un anello noetheriano, anche A lo é.

3. Se A[X] & un anello noetheriano, anche A lo &.
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Esercizio

Sia f: A — B un omomorfismo di anelli commutativi tale che
B & un A-modulo finitamente generato.
Stabilire quali delle seguenti affermazioni sono vere.

1. Se A & un anello noetheriano, anche B lo é.

Se B & un anello noetheriano, anche A lo &.

w

Se A[X] € un anello noetheriano, anche A lo &.

[y

Vera: B & un A-modulo noetheriano, quindi & anche un
B-modulo noetheriano perché i B-sottomoduli sono in
particolare A-sottomoduli.
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B & un A-modulo finitamente generato.
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1. Se A & un anello noetheriano, anche B lo é.

2. Se B & un anello noetheriano, anche A lo é.

w

Se A[X] € un anello noetheriano, anche A lo &.
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Vera: B & un A-modulo noetheriano, quindi & anche un
B-modulo noetheriano perché i B-sottomoduli sono in
particolare A-sottomoduli.

2. Falsa: scelto A non noetheriano, esiste | C A ideale massimale
e prendo come f la proiezione al quoziente A — A/l
(A/l & un campo, quindi un anello noetheriano).
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Sia f: A — B un omomorfismo di anelli commutativi tale che
B & un A-modulo finitamente generato.
Stabilire quali delle seguenti affermazioni sono vere.

1. Se A & un anello noetheriano, anche B lo é.

2. Se B & un anello noetheriano, anche A lo é.

w

Se A[X] € un anello noetheriano, anche A lo &.

[y

Vera: B & un A-modulo noetheriano, quindi & anche un
B-modulo noetheriano perché i B-sottomoduli sono in
particolare A-sottomoduli.

2. Falsa: scelto A non noetheriano, esiste | C A ideale massimale
e prendo come f la proiezione al quoziente A — A/l
(A/l & un campo, quindi un anello noetheriano).

3. Vera: A= A[X]/(X) ¢ un anello noetheriano perché
(isomorfo a un) quoziente di un anello noetheriano.

Alberto Canonaco alberto.canonaco@unipv.it Algebra 2



Esercizio

Sia A un anello commutativo e M un A-modulo noetheriano tale
che Anns(M) = {0}.
1. Dimostrare che esistono xi,...,x, € M tali che
i1 Anna(x;) = {0}.
2. Dimostrare che A & un anello noetheriano.
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Sia A un anello commutativo e M un A-modulo noetheriano tale
che Anns(M) = {0}.
1. Dimostrare che esistono xi,...,x, € M tali che
i1 Anna(x;) = {0}.
2. Dimostrare che A & un anello noetheriano.

1. Esistono xi,...,x, € M tali che M = (x1,...,xn)A
(perché M & finitamente generato).
Dato a € (N_; Anna(x;) (ciog ax; = -+ = ax, = 0),
Vx € M esistono ai,...,a, € Atali che x =>""; aix;,

dunque ax = a7 jaix; = Y i aajx;i = y_r_j ajax; = 0.
Cio dimostra che a € Anna(M) = {0}.
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Sia A un anello commutativo e M un A-modulo noetheriano tale
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1. Dimostrare che esistono xi,...,x, € M tali che
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2. Dimostrare che A & un anello noetheriano.

1. Esistono xi,...,x, € M tali che M = (x1,...,xn)A
(perché M & finitamente generato).
Dato a € (N_; Anna(x;) (ciog ax; = -+ = ax, = 0),
Vx € M esistono ai,...,a, € Atali che x =>""; aix;,

dunque ax = a7 jaix; = Y i aajx;i = y_r_j ajax; = 0.
Cio dimostra che a € Anna(M) = {0}.

2. Gli omomorfismi fi: A— M, ar— ax; (Vi=1,...,n)
inducono f: A — M", a— (fi(a),..., f(a)) omomorfismo
tale che ker(f) = (7, ker(f;) = (}_; Anna(x;) = {0}.
Dunque A & un A-modulo noetheriano perché isomorfo a un
sottomodulo di M", che lo &.
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