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Proposizione 5.1 (parte 1)

∀ x = (xλ)λ∈Λ, y = (yλ)λ∈Λ, z = (zλ)λ∈Λ ∈
∏

λ∈Λ Mλ e ∀ a, b ∈ A

I x + y = (xλ + yλ)λ∈Λ = (yλ + xλ)λ∈Λ = y + x ;

I (x + y) + z = x + (y + z) (esercizio);

I (0)λ∈Λ è elemento neutro di + (esercizio);

I (−xλ)λ∈Λ è l’opposto di x (esercizio);

I a(x + y) = a(xλ + yλ)λ∈Λ = (a(xλ + yλ))λ∈Λ =
(axλ + ayλ)λ∈Λ = (axλ)λ∈Λ + (ayλ)λ∈Λ = ax + ay ;

I (a + b)x = ax + bx (esercizio);

I (ab)x = a(bx) (esercizio);

I 1x = x (esercizio).
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Proposizione 5.1 (parte 2)

∀ x = (xλ)λ∈Λ ∈
∏

λ∈Λ Mλ sia

Supp(x) := {λ ∈ Λ : xλ 6= 0}.

Allora ⊕
λ∈Λ

Mλ =
{
x ∈

∏
λ∈Λ

Mλ : Supp(x) è finito
}

è un sottomodulo di
∏

λ∈Λ Mλ perché

I
⊕

λ∈Λ Mλ 6= ∅ (dato che Supp(0) = ∅);

I x , y ∈
⊕

λ∈Λ Mλ implica x + y ∈
⊕

λ∈Λ Mλ (dato che
Supp(x + y) ⊆ Supp(x) ∪ Supp(y));

I a ∈ A e x ∈
⊕

λ∈Λ Mλ implica ax ∈
⊕

λ∈Λ Mλ (dato che
Supp(ax) ⊆ Supp(x)).
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Proposizione 5.3

Per Λ = {1, 2} la proprietà universale del prodotto
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Proposizione 5.3 (dimostrazione)

1. f è A-lineare perché ∀ x , y ∈ M e ∀ a ∈ A
I f (x + y) = (fλ(x + y))λ∈Λ = (fλ(x) + fλ(y))λ∈Λ =

(fλ(x))λ∈Λ + (fλ(y))λ∈Λ = f (x) + f (y);
I f (ax) = (fλ(ax))λ∈Λ = (afλ(x))λ∈Λ = a(fλ(x))λ∈Λ = af (x).

2. f è A-lineare perché ∀ (xλ)λ∈Λ, (yλ)λ∈Λ ∈
⊕

λ∈Λ Mλ e ∀ a ∈ A
I f ((xλ)λ∈Λ + (yλ)λ∈Λ) = f ((xλ + yλ)λ∈Λ) =∑

λ∈Λ fλ(xλ + yλ) =
∑

λ∈Λ(fλ(xλ) + fλ(yλ)) =∑
λ∈Λ fλ(xλ) +

∑
λ∈Λ fλ(yλ) = f ((xλ)λ∈Λ) + f ((yλ)λ∈Λ);

I f (a(xλ)λ∈Λ) = f ((axλ)λ∈Λ) =
∑

λ∈Λ fλ(axλ) =∑
λ∈Λ afλ(xλ) = a

∑
λ∈Λ fλ(xλ) = af ((xλ)λ∈Λ).
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