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CAP
.

O : Algebra multilinear e

as Basi duali e biduale
Sia

-

Vano spaz.io vettoriale su campo Ku ( HT -12,1C)
e denotiamo con VE Home

#
IV. Ik ) il suo dunk

.

Assume remo V di dimension finite e boniamo n -
- dim#.

Fissatu una base L e
, . . . en} di V rticordiamo che

ogni tunzionale ye V
't

e- wnivoaemente determinate
dei valori pled , pled,

. . . .

, y lent

Elk
Ein preciscement l

'

app varzi one

y
't

→ If "

a - l:÷:L
e- un isomorfismo di It - spazi vettoriali .

Osserviamo quindi che es ist un funzionale et e V
't

tale che eilejtdij .

Tnoltre i funzionali Let .
. . .

en)
costituiscono una base di V

't

,
delta base dude

.

LEMMA I : Dato ve V
,

ei lo ) coincide con he i - esimou

coordinator di v rispetto alla base V
.

n

DII : E sufficient mostrare che v -

- I
'

into )ei
.

i =L

Per controlhere guests identities e sufficient controlhere

che plot -

- y I I either) per ogni ye V
't

.
Ora b' in

.
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sieme dei funzionali ye V
't

tali per wi

y lol =p I Eieicolei ) E un sotto spatio die V
't

, per
avi per verifiarre che b' uyuaglianza

-

e verification per

ogniy i sufficient controlhere che siaverification
e ?

. .
e ?

Ora et II eihleil-Eieicoleleil-E.eu ) Sai -

.
ello )

.

t

Intine ricordi amo che l
'

omomorfismo di rahetazione

val : V - . ✓
* *

definite du

vallo ) ( y ) ylv)

e- un isomorfismo Canonico
.

Oss
.

In modo intuitive possiamo dire che b'attribute
"

canonico
"

si riferisce at tattoo che l
'

isomorfismo val

non dipen.de duller seethe di una base
.

Pin preciscement

si moti che in real tie non si I definite un unico

isomorfismo ma una famiglia di isomorfismi
,

uno per

ogni spatio vettoriall con he proprieties aggiuntivov che

se f : V → W e- un omomorfismo allora it

segment diagram ma E commutative
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v to W
rod fueltf *LET

. w
't *

dove Fly ) = got .

Con
um lingmeggio for male

possiamo dire che val E una

tresformazione naturale del Santore identitii

duel
he ate

.

gorin Vectis dei K - spazi vettoriali e il fuwtore

biduale
.

0.2 Applicationmultilinear

Siano K
. . .

Vr
. ,

W IT - spazi vettoriali
.

Hrw fanzine

T : Vi . . .dk W

e- delta a - linear se he restrizione di T a ciasaen

fattire I linear
,

owero se tie LI . . . .

K } Vasek
,

.
. . .

,
Vite Vit

Viti E Viti
,

. . . .

,
on EVI si he che l

'

application e

ViavThe
,

. . .

,ri.ir ,
Viti

,
. . . . ok ) EW

i linear
.

Denote remo con Mlk
,

. . .

,
Via ; W) he

spatio delle application

a - linear Vex
. . .  . xk - ow

.

Per semplicitoi poniamo
Maw ; WE Mlk

. . . . ,V '

I
W)
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Esempio : Siano ye Vit
, peek ; . . .

, % E th
.

Ponciano

41×042×0 . . .
④ 4k : thx the

. . . .

x tf K

4¥42 ④
. . .  .

④ 4k (Vs . . . . ok ) = blast gloat . . . .

.

a ,
for)

.

Allora i di immediate verifier che q④k④ . . .  .
④ % E M ( Vs

. . . .

Via ; IK)

EX Dimostrare che es iste rose Ve tale che

41×0 .
. . .

④ yn (vz . . . . Ok ) = O three V2
,

. . . .

,
Or EVK

EX Si considers he fanzine IR
"

x Rft IR
,

it IX. TEXT
.

Verified re che it E bilineare e utilizzanololieserciz.io precedent

deolurre che non esistonoq.be/RY*talichet--qxoyz .

EX Sir dimostri che un
'

applicatione bilinear B : Rix Ri - n R

e
' della forma q④q see solo se he materia associate her

rango I
.

EX Sia L : Ve - . W applicatione linear e Siano he Vit
. . .

cheek!
Si verifichi che l '

application
L④ 42×0 - - .

⑦ 4k : Y x
. . .

x Vk → W

definite da L④q①
. . .

④ yr.
H

. . . .
out yard:. . yard . Urs) e

'

k . linear
.

EX
*

Data Le Hom Ns
,

Wl e y e Vit
,
verified re che es ist

ye Vs
't

e Me Hom IV.
,
W) t

.
c

.

↳ y -

- y ④ M
.
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Sullo spatio Mlk ,. . ..tk ; W) i definite una naturale
struttura di spatio vettori ale definite die
I ItTal I q. . # I :-. TH

,
. . .

.vn/tTzlos......vk )

HT ) ( v . ,
. . . . .vn ) : = a Tlv

. . . . .vn )
EX : verified re che le operation's some been definite

e definisconowmrstrutturadispaz.io vettori ale su

Mlk
,

. . . . .vn ; W )

EX : Sir consider he twnzione di valutazione

val : MN
, . . .

Via ; Wk the . .  .
x Vr

.

W

( T
,

v
. . . . . on ) Thr

. .
.

.  . on )
verifier che oaf EM ( Mlk

.

. . . .

the ; W)
,

V.
,

. . .

,
K ; W )

.

Osserviamo che dato Te Mlk
,

. . . . .lk ; W ) e tissato re Vs

b'application IoT : thx . . .

x Vr
.

W definite die

doT ) l vz . . . .

,
oh -

- Tho
, ve .

. .  . on ) e- K-it - linear
.

Si moti inoltre che he fanzine

i. : Vs . Mlk
,

. . .

,

Via ; W )

definite do ↳ Thot = WT e- linear
.

Ers : Verifiarre he multilinear itis di WT e
he linear ith

di i. T
.
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Uni osservazione molto utile e he segment :

LEMMA 2 : Lor mapper i : Mlk . . .

Via ;
W) - . Hom I Vz ; Mlk

,
. .

Vii
,

WD

definite dir T i. T e- un isomorfismo
.

Din : I
' iniettiviht

segue
facilemento duller definition

.

Dimostriamo he suriettivitoi
.

Sia } : Vs - . Mlk
,

. . .
.dk;D

.

Poniamo Is : Kx Kx
. . . .

x Vr
,

- . W
,

Tg to
, ,

. . .

, on ) -

- 31oz) I vz . . . .

, ok )
.

Chiaramonte si ha che fissati yells
,
rozek

,
. . . vi. ie Vi

, vine Viti
. . . one Vk

for fanzine Vi a Otro Is Heir
,

. . . vi. ,
,

v
,
Viti . . . ok ) E lineate t i = 2

. . . . K
.

Del resto fissati Vaeth
,

. . . .

, one Vk he lineuritoi della fanzine

Kauto Tg to
, a . . . . ok ) segue dalla linear ihr della mapper } e

duller linear ite della nappe di vahihrzione

Mlk . . .

.vn ; Wta She Sla
. . . . on ) EW

.

Osserviamo che dir definition si he i.T= } .

Come
consequent a del precedent lemme abbiamo it sequent

important risultato che generalize a l
'

analog a proprietor
delle

nappe linear
.

THMI
: Siano B

.
-

. Lv: . . . . in
.
} BE Loi . . . . . in

.
} . . . . .

B
.

-

- Loi
. . . .

oh
. }

basi rispettivamente di Vs
.

. .
.

the
.

Allora assegnati vettori

Wisin . . . . in E W dove iz = I
. . . . Nz

,
iz =L

. . .  . Az ,
. . . .

,
he I

. . . . Nk

es iste an
'

union Te Mlk
. . . .

the ; W) tale che

THE.ir?.......nMinI-=ufi. . .  . in -



DIM : Thegioniamo per induzione su K
.

Per res Mlk ; W) -

-

Horn IVs; W) e il risulhito i not
.

Consider iamo or or it passo indult ivo a -it ⇒ k .

Per ipotesiinduttiva Hi -

. s
. . .

.
.

ns.esistef.eM/K...Vn;W)
tale che

& ( v:c . . . .

vk.nu ) = wi iz . . . . in .

Osserviamo dengue che I ! Se Hom I Vs
,

Mlk
. . . .

the ;
WD t

. c .

} ( v : t.fi His
. . . .

n .

Consider iamo dung ve Tg e Mlk
. . . . K ; W)

.

Osserriamo che

Ishii.
. . . .

mint. Hiko : . . . .

o:D -

- Edo: . . .  .
o :L wi

. . . . .  in

Go' mostra l '

esistenza di un
'

applicatione k - linacre con

le proprietor richieste
.

Circa l
'

unicitir osserviamo che sempre per ipotesi induttivar

se es iste un
' altar

mapper K - linearretcon he proprietor ri
=

chieste
,

si fur che to : T -
. Si -

- hit ,
ma oben

que
le

nappe
linearis ↳ T e ↳ Tg coincide no sulfa base Lv's

. . .  .
Oh

.
} di Vs

e dungve i .T= ↳ Tg
,

⇒ TETE .

COR
.

dim
* Mlk . . . .

Via ; WI = dim
,

dim
.,kVd . . . .

dim
*
He) dim

.nu/DlM:Postoni=dim*Visiosserviche

- f -



# I l is . . . . in ) e IN
"

I kiss na the
. .  .

k } = nah . . . . na : = N

Fissate basi { of . . . . via } di Va per a a
. . .  . k

,
ad

og ni

Te MK . .  .
Vu ; W) possiamo associate N vettori di W

.

Wii . .  . in -

-

T ( vi.
. ,

. . . .
on:) con kids na .

In tub modo definiamo una nappe
Mlk

,
. .

,
Va ; W) - or WN

Tl theremin precedent ai dice che tale mapper E

biunivoae
.

Una verifier immediate mostra che e- lines re .

E dung ve un isomorfismo e il risultato
segue .

FIX

EX Fissati Y . . .
Vr

.
e W dative V2

. . . one VK.si consideri

per TEM I Vs
. . . .

Vn ; W) he fanzine liner re

402
,

. . . .vn ) T : Va - ow

v.to The,o .
,

. .
.

.vn )
Mostrare che he

mapper thx . . . .

x Vr
.

- . Horn I Vs ; W) definition

du to
. . . on) r . 4oz

,
. . .

, on ) T I eh I - linear
.

Verified re che lov
map por

MN
. ,

. . . .vn
,

W) - Mlk
. . . .

the ;
Hom I K

,

WD

T 1- is il .

,
. . .

,
. IT

e- un isomorfismo
.

- g .



EX : Fissatispazi vettoriali Vs
. .  .

the
,

W deolurre deal precedent

esercizio che M I Vs
,

. . . .

,
K

,

W ; IK) e' aenoniarmente isomer to

a M ( Vs
, . . . .

,

Vre
; W

't I
.

Utifizzando l
'

identification e canonico WEW
* * dedurre che

Mlk
,

. . . .

,
Vn ; W) = Mlk

, . . . .

,
Vn

,

W
*

; Ik ) esplicitonob l
'

isomorfismo

Canonico .

EX Utilizeando f
'

isomorfismo canonico Hom I V; W) = M I V
,

'W
't

; IR)
dato dal precedent eserazio e l '

isomorfismo WE W 'T dat

ye V e we W
,

l '
element y ④ we Mlk W

't

; Rt Hom I KW)
.

Esplicitanob gli isomorfismi
sopra

descrith si dimostri che considerando

grow : V - ow he segment formula role :

y ④ w ( v ) = do) w
.

EX Sia { da ; . . . .

.

dan } he base dunk della base aenoniae in

RY
.

Verifier re che
og ni Te MfRt ; Th) si scrim in mode

www

oomf
, I .

. . . . . in dni.ro
.

.  - . ⑦ dain

dove Ti
. . . . . in E DR e gli india is

, . . .

,
in varia no nell

'

insieme Is . . . .
n )

Dedurre che Idris ④ . . .  .
⑦ drin I einen } e- une base di

MIRI . Rs

- 10 -



EX Si verifichi che se F- I
 

Tijdnixodaje MIR
"

;D ) e- una

tormebilinear su
Bun

,

allora Mj) e- he classier matric associate
a

9

0.3

Fkuntorialitie

Dati spazi vettoriali V
, . . . .

,

Va
,

W e te Hom I W
,

W
'

I

osserviamo
che V Te MN

. . . . .

Vn ;
W) he fanzine t*T : the . . . H → W

'

definite die f-
*
The

. . . .
.ru/=flTlos....on)) e k - linear e

in other si ha che he
nappe

inohotte

t* : Mlk
,

. . . ..vn; W) → Mlk
, . . . .

,
the ;

W
'

)
i linear

.

Intine e
'

press
ocher immediate verifier re che chili te Horn I W

,
W/

e f
'

e Hom l W! W
") si he che

HoH
*

= ft of
*

ed didw ) * = idmcv.vn;D
.

Possiamo dung ve riassumere guest osservazioni dicenolo che

MI -

;
. ) e- an tantore covariant del secondo

argo
mento

tower old codominio)



EX Si verifichino in dettoglio he after mazioni precedents .

Tn modo analog . fissati degli omomorfismi
gie

Hom I Vi
,

Vi
')

etissib TEM ( Vi
, . . .

,
Vi! ; W) he funzione Ig . . . . .

,
gal

*  

Tika .  .
He - DW

definite da

I
ga . . .  . gut

 

Tlv
.

. . .  . on) = IT g.rs , gave ,
. . . .

, g. on)
i k - linear e he mapper in dottie

I g .
. . . . get : M I Vi

.
. . .

,
Vi ; W) → Mlk

, .
. .

,
Vu ;

W)

e- linear
.

Jnoltree semphia verifiaere che se gi : Vi- . Vi
'

e hi :V! - Vi
"

allora lhsog . . . . .
hnognHI Ig

. .
. . . .

.ge#olhs....hnY.RiassumendoilfuntorelVs.....Vk)i-
Mlk . .  .

the ; W) e- an

tantore contravariant
.

EX : Si verifichino le affermezioni precedent

EX Sia f : W - W
'

un omomorfismo tra spazi Vettoriali
,

e sia ft :LW 't . W
't

f.
'

application transporter
.

Si nostri che il segment diagram me E commutativeMN
. . . .

.vn ; W) Mlk
. . .

W 't

te ti
Mlk

. . . . VK.WTWI.is#Mlk....VnlWTIkl



EX : Sia L : lk
"

- IT
"

un
'

application linear definite

do HXDI ;
 

= I
'

Li ;Xj ,
Li

; e K
.

Fissato

III.
. ...  in dyiso . ... a dyi

.
( dare dy ... ... dym the base

dude della base canonica di 1km ) verifiaere he

( L
. ...

.LI#=IFj.....idxio....xodxsndoreTjr..jn=ci.....meb...m

}
"

[
ijs

(
izjz . '  -  '

(
injn Tis

... .ir



0.4 Prodotto tensore e proprietor universal

Ricordi amo che tissati ye VI. he VE
,

. . . .

, y .
e kit abbiamo

definite go . . . .
④ y .

c- Mlk
,

. . . .

,
Vk ; IK) ponendo

42④
. . . .

① q ( vz . . . . ok ) : = 4,19142181 . . . . check)
.

Utilizzando l ' identification canonico Vi  = Vi
't 't

, dative Vs
. . . .

one Vk
, possiamo reciproarmente definite q④ . . . .

① one MNF
. . . .

Vit
,.lk/ponenob

Vz④ . . . .
④ On (ya ,

. . . .

, ya) : = of lost gloat . . . . ya lore)

Motivation question definition diamo he
segue

rite definition e :

DEF : Siano Vs
. . . .

He spazi vettoriali
,

allora il prodotto tensore di

Vs
. . . .

Vr
.

e- Vs ④
. . . .

④ Via : = MI Vii
. . . . .

,
hit ;

Kv)
.

EX Verifier re che it prodotto tensore di K - spazi vettoriali E

un Santore covariant dollar categoria i avi oggetti sono k . up
le

di spazi vettoriali e le wi truce sono k -

up
he di application

linear IVs
. . . . .

,
Va)

'

I W
. . . . .

Wu ) dove fi : Vi - o Wi alla

categoric degli spazi
vettoriali e application linear

.

Vogliamo or a studiore le proprietor della
mapper

Vax . . . .
x Via V

,
①

. . . .

④ Vk

(vz ,
. . . . .

,
On) to Vy ④ . . . . ④ OkEX

In mapper ④ e- multilinear
.



Gli element di Vario
. . .  

⑦ Vr
.

si chi
amano tensor

. Gli element nella

immagine di ④
, oweroquelli nella forme ve ①

. . . .
① ok

,
so no detti

tensori sempliai .

EX
* Siano I vi. wi } c Vi vettori independent .

Verifiarre che

Fois①
. . . .

① ok t wz⑦ . .  . ⑦ WK NON E un tensor semplice .

I SI RAGI ON I PER
IN DU ZION E SU KI

LEMMA 3 : Sia Hi. . . . on;) base di Vs
,

{ of . . . . . and base di Vz
,

. . . . . Lo: . . . . roam} base di Via
.

Allora l
'

in sie me

B-- { V ?m④
. . . . .

④ Min I is if na , . . . . .

, Is ins Nk}
e- una base di Vario

. . . .

⑦ Vk

DIM Denotiamo con Ice: lien
.

. . . . . Ice : lien
.

he
corris pettine basi duoli

.

Si not che

vi.④
. . . . .

④ Vin ( Yj. ,
. . . .

,

yjn
) = Si

. j .
. . . .  - Jinju

OV Vero

vii.  . . . .

④ oiilyj
.

. . . .

ykjn
) =/!

se ii. Is ,
. . . .

,
in = ja

o altrimenh

Dun
que se

⇐ yai.
. . . . in u :p . . . .  . via e una quakenope

combinatione linear re degli element di B I dove sie post per
comoditir I =L Cii

. . . . in le IVY asian , . . . .  as ironic } ] allora si ha

Thijs . . . . ykjn) -
- aj .

. . . . j .
VG's

. . . . jd e I
Cio immediate ment mostra che Be an sistema di vettori

linearmentee independent .

Tnoltre peril toremove si ha



che duto TE Vs ④
. . . . ① Vk

,
esso put esse re okcompost come come

.

binozione linear degli element di B nel
segue

rite modo

FEE, .
YT l di

. ,
. . . .

,
Fine ) o :p . . . .

⑦ on: HE

Oss : Tl lemma 3 stabilise in porticohere she i tensori

semplici di Vs ①
. . .  . ④ Vk for mano um sistema di generatori di

Vs ④
. . . .

④ Vk
.

TH M 2 I proprieties universal del prodotto tensore ]

Sia T : Vax
. . .

.
I → W un

'

application e multilinear
.

Allora es ist un
'

union applicatione linear

GIT) : Y① . . . .

⑦ He → W

che render il
segue

rite diagram me .

commutative

the
. . . . .

x Y
,

I . W
f④

kxo.
. .  

K¥5 .

DIM :L
'

unicitis di GIT) e
'

consequent or dell '

osservazione che for

commutativity del diagram ma preserve
univoarmente le imma gini

tramite GCT) sui tensori semplici .
Dato che quest

'

ultimi forma no

un sistema di generator di VE . . .  .

④ Vr
.

due applicationi linearis su

V
,

④
. .  .

⑦ Vp
.

che coincide no sui tensori semplici so no uguali .

Per
pro rare l

'

esistenza di GIT)
,

tissiamo basi Lv:} is na
di Va e

consider iamo he base B -

- to:p . . .  
Win } di Vario

.
. . .

④ Vk
.



Sia GIT) : thx . .
.  

Via → W l
'

application e lineare definite

sulfur base B ponenob

GIT) lo:* . . .  . ④ v : !Thin .
.

. . .

.
orin)

Per concludere obbbiamo mostrare che GIT) o ④ = T
.

Osserviamo che GIT) oxo e T sono entrainbe applicationi

k - linearis e inoltre
per definition e

GIT) oxo Wii
,

. . . .

,
vii. I = This,

. . . .

,
win )

Per it teoremu I possiamo allora conchoid ere che esse .
coincide

.

no . F

COR : L
'

omomorfismo naturale

Horn I the. . .  

Va ; W) - . Mlk
,

. . . ..lk ; Wl

Gi - go
e- un isomorfismo

.

COR : Sia thx
. . . .

x # Luna mapper K - finer re che gode

della stessa proprietor della mapper ① : the . . . . if - - Yeo . . . .  .
⑦ Vk

Allora he
map por Glp) : the. - .  .

④Vk → L i un isomorfismo
.

Oss Quest corollaries stabilise che in quakhe modo il prodotto

tensore i determinate a memo di isomortismo dalla proprietor

universal

DIM : Dall
'

ipotesi es iste una mapper linear F :L - ok④
. . .

Vk

tale che il segment diagram mu commute



④
the Vex

. . .
.
He ⑦

f. P

Vz④ . . . .
⑦ I

. gcp,
L

y
Vz④ .  - - -

④ Vr
.

In particolored alla commutetivitii di

Vax . . .
x Vk ¥ Vz ①

. . . .

④ the

1×0

K④ . .  .
④ K¥41

si ottiene che

Foglp) -
- Gl④ = idv.ro

. .  Via

In modo simile si dimostra che ftp.F-idL .
EI

COR (the. . .  .

⑦ Vn)
't

e- aenoniaemenh isomorfo a Vitro
. . . .

VE
.

DIM : Dal primo corolla rio si he che

IV. ④
. . .  V. E Home IV. ⑦

. . .  think Mlk
.

. . . ,K ; Kkk .
. .  .

①hit

EX Datu qe Vs
't

,
. . . .

, che Vn
't

si consider i go . . .  ya come un tunzionale

linear sulfa .  .
⑦ He

.

attraverso l' isomorfismookscritto sopra .

Si determine q④ . . .  q ,
too .  . ⑦ on )

.

COR Date una mapper KH - linear

thx . . . . . xvnxw to
-

U

si dimostri che es ish an
'

union applicatione bilinear

BIT ) : Vzxo
. . .  thx W - DU

che rende il diagram ma commutative



Vex . . . .
x thx W

Two
U

Ho,
id ) IBCT)

Vs ④
. .  . ④ thx W

dove (④
,

id) IVs
. . .  . on w ) = trio . . .  on

,
w )

DIM : Per
ogni we W for forma WT : Kx . . . . He → U definite

do ( hit ) I vz . . . . on ) = The
. . . .

on
,

w ) e- K - linear e dung ve IfkwT) : thx . . .  

K
- U linear tale che

The
. . . .  . on

,

o ) = Glint) ( v. ④ . . .  on ) .

Sii os servi che www.j-lw.Ttlw.T ,
die air Glywitw ,

T ) =

Gliw
,

T ) + Glow
,

T)
.

Segue che he fanzine

BIT ) : Varo . .  ⑦ View - DU definite do

BIT ) I 5
,

wt -

- GkwTX5)

e-
'bilinear e chiaramonte si he

BIT ) ( Exo .
. .  on

,
D= flew T) (o

,
⑦

. .  .
① out The

.  . on
,

w )
.

Cor
.

Doti 3 spazi vettoriali V
,

U
,

W esiste un unico isomortismo

(V ④ U) ④ W EsV④U④V tale che OIL to ① ul ④ w ) = oxouxow
.

DIM Applicants if precedent corolla rio alla
nappe trilineare

HU -- W ⑦→V①U④W
, riaeviamo che es ist una map por bilinear

Bho ) : V①UxW→V⑦U①W t
. c .

B ( ④) ( oxou
,

WH vxouxow to EV
,

ut U
, we W

Utilizeando la proprietor universal del podotto tensor a Kobe

W si rican che
es ist un omomorfismo



OI :CV⑦U)④W→V④U④W
t

.
c . & ( I vxou ) ⑦ w) = BC④ I oxou

,
w ) -

- Vxouxow
.

Tl fatt che OI sin un isomortismo i fasciate per esercizio

[ si consiglio di fissure basi di V
,

U
,

W
,

wstruire basi di

µ④ U) ④ We V④U⑦W
. . . .

]
.

EX Si dimostri che e sister un unico isomorfismo * HOW → W ④ V

tale che * vxow -

- wxov
.

Si verifichi che se Te HOW
, ye VI

ye W
't

allora * Tty ,
cel = The

, y )

Ex Con riferimento al precedent corolla rio detho

OI :(V⑦U)①W→V④U ④ W l
'

isomorfismo canonico
,

dato

Te YOU e we W
,

e fissati yet
,

si dimostri che

OI IT④ why
, y ,

5) = The,yBlw) tee V
't

, ye U
't

, Sew
't

I Si dimitri che esiste E : N④U①W - V U ⑦ W linear
t.c.EITxowllqy.SI

-

. The,yl5Cw)
.

Verified re intine che

Ful Iv④ul④wt=v⑦u ① w e conduobre ]
.

EX Dat spazi vettoriali Vs
.

. . . .

the
e is he K . i dimostrare che

es iste un unico omomorfismo

⑤
a

: ( Vio . .  

Ve ) ④ ( Venn
. . .

.tk) → Vs
. . . .

⑦ Vk

t
. c . 05h ( ( go . . .

⑦ oh ) ④ (oh .
. .

. .  On)) = of ④ Exo . . . ④ on V Vi E Vi
.

Mostrare inoltre che

1) OIL e- un isomorfismo

2) tf Te Vsxo
. . .  . ⑦ Va

,

tf SE Va
.

⑦ . . . .
Vk si he



Eat ⑦ 5) to
. . . .  .

Out -
. Ths . . . . re ) Sloan

. . . . . or ) .

EX : Sianof : V - o V
'

, g : U → U
'

,

h : W - o W
'

nappe
linearis

,

e Siano I t
,
g)

*
: V ⑦ U - is V④ U

'

,
It

, g,H* : V④U ④ W - n V'① U'④ W!

I High,H* :C V⑦U) ⑦ W → N' ④ U
'

I ④ W
'

he
nappe indole sui

prodoth tensori .

Si dimostri che il segment diagram more

commute

µyy④WE.VIII.gYn*( I

t.gl#hhtlVxoUYxoW'8.V'
④ V'④ W

'

0.5 Algebratensoriab
Nelhrsezioneprecedent abbiamo dimostrato che es iste un

'

identification
e naturale tra Vio. . .

⑦ Va) ④ ( Va
.

④
. . . .

④ W e Vero
. . . .  - ① Via

.

Da ora in poi utilizzeremo sempre e implicitment questor

identification
.

Cioporta a define 're un
'

operatione bilinear suitensor i

④ i Vz ④
. . .

④ Ven X Vh
,

④
. . .

⑦ Vk - D Vz④
. . . . . ⑦ Vp

( T
,

S) I - T ⑦ S

( dove si os servi che l 'element T④S e- in effeth definite come

elements di ( the . . .

④ Va ) ① I Va
.

-0
. . . .

① Vk) e
oben

que
nella definition

sister taanob implicitcement uso dell ' identification sopra )



Da quarto risto si he una droppin possible arratkrizzazione

di questa operation :

1) die une parte e- l '

union operatione bilinear che Sui tensori

semplici e- data duller relation

(Vz④ . . . .
④Oh) ① ( Oh , . . . . ④ Vr ) = Of . .

. .  . ⑦ Of

2) pin concretement e- date dollar formula

(T ④ S) ly . . . . . yes
,

ya . "
. . .

.ge/--Thh....4alSl9a.n
. . . . %) .

Dimostriamo ora una proprietor important di questa operation .

LEMMA : Jl prodotto tra tensor e- associative
,

owero se

Te Vio
. . . .

⑦ Vr
. ,

SEV
. 

. . . .  
Vin RE VK.IQ

. . . . .

⑦ Vk
,

allora

( T ④ 5) ④ R= T ⑦ (S ⑦ B)
.

Lie formula pus esse re direttamente verification utilizzando he
aeratterizzazione 2 del prodotto . Proponiamo una dimostrazio

ne alternative che ta u so della aeratterizsazione I
.

Cio'

perche
'

in segui to utilize eremo un argo
mento simile in una

situation e simile dove pero
' he aeratterizzazione dire the

sarapivicomplicate

JIM : Si cos servi che le
nappe

( T
,

S
,

R) no IT ⑦ 5) ④ R

IT
,

S
,

R ) to T ① ( S ⑦ R)



sono entrain be trilinear e dungee per
verificare che

coincidence e- sufficient controllerhe sui vettori semplici ,
me

se T = if ① . .  . ⑦ One
,

S = On
,

"
⑦

- - . - ⑦ Or
,

R = Vrzti . . . . ① Vk
,

allora

I①5) ④ Tf = T ④ (S ④ R) = Oz ④ . . .
 One

,
⑦ Vat - - . . ⑦ Or

,

⑦ Beat ⑦
- - - -

⑦ %
EA

Ricordi iamo he
segue

rite nozione

DEF Un '

algebra graduate E un
'

algebra A pro wister

di una decomposition in sdtospazi A Are tali che

An . Ah E Arth
.

Dato uno spatio vettoriale V denotiamo con
V Vxo

. . . .
. .

⑦ V

osserviamo che l
'

operation prodotto tensore e- una

T¥

nappa bilinear ④ : V V
⑦ he

. ✓
④ Eth )

Post ④ V -
- IIE V

"

( dove si intend V ⑦ Elk ) possiamo extender in

modo unico il prodotto tensor ad
'

un
'

operation
bilinear su ④ V

.

None difficile mostrare che ④ V munih di tale operation e-

una K - algebra I associative ma noncommutative)graduator .

Tale alegre e- delta algebra tonsorial di V
.

EX Verified re in dettaglio che (① V
,

t
,

1) verifier gli assiomi di

IK - algebra .



O :b Prodotto tensore efuntorialitu

In questor sezione studier emo le proprietor funtoriali del prodotto

Ira tensor
.

Parti amo con if
segue

nite risultuto :

PROP Se fi :Vi  → Vi
'

sono omomorfismi tra spazi vettoriali per it
. . .

K

e Te Vs ④
. . .  

Ven e Se the
,

④
.

. - -
④ Vr

, per qualehe is he k - I allow

It
.

.
. . . ,H*T ④ Hen

.
. . .

.tn/*S--lte.....tnl*lTxoS)
DIM : Si os servi che for formula ivera se Te S so no tensor i

semplici .

Per rerifiaerhe in generale baster osserrare che le corris pone

dense
IT

,
Shelf

, . .
. . .

th ! T ① Item
. . . . .

fats
I T.SK . It

. . . . .
.tl

*
IT⑦ I

Sono entrain be bilineari e dunque se coincide no Sui tensor's semplici

coincidence
ovunque .

Ex Si dia now dimostrazione alternativa di quest fatto basatasullaverified esplicitr .

Ricordi amo one
che doti due

spazi vettoriali V
,

W esiste un isomerism

canonico Hom IV. Wt MN
,
W

't

; Ik ) -
- V W dato die fr . Tf

dove Ill v
, yt-ylfloDV-oe.tl, ye W

't

.

Utilizzando tale isomorfismo abbiamo



Hom I Vio . . . .
④ Vr , Ka . .  Kele I Vio . . . . ④ Vn) (Vix . . . . ④ Hi)

± Vitro
. . . . ① Vito Vero

. . .
.

④ V:
± Vitro Y

'

④ K
't

① Kxo . . . . . Vit VI
± IV.

*

⑦ Vito . . .
. . . ④ I the

't

① Va)

= Hom IV.
,
Vil ⑦

. .
. . .

④ Horn Nn
,

Vh1
.

dove abbiamo utilize at gli isomorfismi canonici studioti in

0.4
.

Osserviamo ora che
se fi e Hom (Vi

,
Vil si ha che

( ta
. . . . . the Hom I Ya . .  ⑦ Von

,
the . . .  .

⑦ K ) m entire fro . . . . ④
be e

.

Hom Ni
,

Vil

Abbiamo il
segue

nti risultato

LEMMA : I ta
. . . .

.tn/*=fsxo....xofnattrarersoliisomortismoarnoniwokscritt

sopra .

DIM : Se consider iamo ti come element di Vi
't

④ Vil
,

owero

come application e bilinear Vi IT
,

essa eorrisponok alla

mapper bilinear Tgi : I Vi
, Yi ) = yilfilvil)

Dun
que se consider iamo fs④

. . . .
④ fr come una mapper 2K lineare

F- Two . . .  .
④ Tfn : Vs .

. . . xkx Nite . . . .
. IVitt - Ik

essa soddisfor he formula

The . . . on
, y . . .  . ynt-ydfslo.lhkltdo.lt . .

.  . Yaffa load
.

Del resto se consider iamo T come un
'

applicatione bilinear

T.H.io. . . . ④Vuk Niko. . .  . ④Kitt - is Ik abbiamo

THE . . .  
one

, Ysxo .
. .  yal -

- y ,
Halo

, DX HIM
.

. .
. yulfahkl)



D
'

all-

ra parte se consider iamo It
. . . .  .

fuk come un
'

applicatione

bilinear Silvio. .  - ①Vuk I Vix
.

.  . ④ VIT - ok si ha

Sl 5 ⑦ yl = gift. . ..HN/V-5eVsxo...xoVn
, ye

. - -
⑦VII.

Ricordandoci che
yfxo . . .  ya put esse re considerate un fun zion ale

su Vi ④ . .  
Vn I attraverso l '

isomorfismo (Vix . .  .
④VIII MY . .  . ④HIT)

in modo che sui tensor semplici si abbia yea .  . ⑦ yalvieo .  - . ① vile

tehsil.
. . . ynloil

,
allora abbiamo

S ( Vz④ . .  -
④ on

, Yeo . .  get Uxo . . .
① He ( ( f

. . . .
.tn/* ( go . .  .

① On)) =

= ya④ . . . ya ( tho.
) ④

. . . .
⑦ fake)) =

= ye HIM . . . .
. . yaftelvnl)

Dalle precedent espressioni risulta che two
. . .  

fn e H
. . . .

.

,
t.tt

,

considerate come forme bilinear,
(Vio .  Va) x ( VI . . . ④ ViY - ok

attraverso gli isomorfismi canonici

Hom I Vio .  - .
⑦ V.

,
Vio .  - - ④Vale I Vio . . . .

① Val ④ Nitro . . .
⑦ HIM ±

Hank
,
Vito . . . . ④ Hom ( K ④ KY

,

coincide no sui tensor i semplici e dunque sono uguali .

FIE

Da ora in poi .
consider ere mo sempre implicitcement liisomorfismo

Horn I Vio
. . .

⑦ Vr
. ,

K⑦
. . .  .

④ Ka) = Hom I K
,

Vito. . . .

④ Home I K
,
Vil e

dat fi :Vi - Vi utihizzeremo he notation he . .  .
④ I per

inohiaere

for
mapper indole two

. . .  fr : the. . .  

Vra - . Vix
. .  .

⑦ He
.



In porticohere se te Horn IV;
V) indiehere mo con

F'I fro
. . . .

④ f .

¥E
.

V . ✓ ① K

EX Sia f : V - o V un enolomorfismo di V e sia { oil una

base di V wstituihr da autovettori
,

di modo che Hoit = Ii
.

Si dimitri che
vi.⑦

. . .  vir
.

e- autovittore per
f ④ "

e se ne

calash. l
'

autowhere correspondent
.

Si disaster se in quest ipotesi f ⑦ "'

e- diagonalizesbile
.

EX Sia f E Hom IV
,

Vl e g e
Hom I W

,
W/

.

Si consider

frog :V①W→V④W
.

Si dimostri che se te
g some diagonalizesbili

f ⑦
g

lo e-
.

In
ques

to caso si dim ostrich

detlfxogH.detftdimwldetgtdimv
EX

't Sia f e Home N
;

V) un endomortis mo diagonalizesbile
.

Dimostrare che ( det to " I = @etfY.com N .

. run
"

Assumenolo DE Q si neritichi che tale formula rate senza l '

ipotesi
che f sin diagonalizesbile

.

Intine si disaster if case Ku -

- Bu
.

EX : Fissati Vs
. . . .

the W spazi vettoriali si dimostri che

Ml Vi. .
. . Vii; W) e- camonica ment isomer to a V. ④

. .  . ④ Va ⑦ W
.

Siano Vj
. . . .

VI alibi spazi vettoriali
,

si utifizzi tale isomortismo

per dimostrare che I isomorfismo canonico tra
Horn IM Nii

. . .

.
Vit; WI

, MIMI . . .mil; hill e

Horn IV.
,
Vil ④

. . .  

Hom Nn
,
Vil ④ Hom 1W

,
W)

.



0.7 Li azione del
gruppo sim metric

Fissiamo who spatio vettoriale V e denotiamo con Sn it

gruppo
delle permutation dell '

in sie me 11,2 , . . .

,
k) .

Data te

Sia
e

un

'

applicatione k - linear T : (V'T
"

→ W lower . Te V W)
,

consider iamo l
'

application k - linear definite da

To :
Y

'

-

row
,

Tala
,

. . . .

.
%) -

- The .im , . . . .

. you , )

EX : Si verifichi che Te
. .

= It tf r
,

re Sr
. .

Si deduce che
pone

nolo T . T To si de fini see un
'

azione

sinistera di Sr
.

su
V④ "

Ex itNaturalis dell
'

azione ) Sia f : V - o V
'

e 't? KHIEV
for

mapper in dottie
.

Si dimostri che l
'

azione di Sru commute

conf owe ro che t
"

( Tat.

I #
"

Tk V Te V W
,

ref
.

.

EX : Sia T=y⑦. . .  Ya un tensore semplice di VTK
mostare che Te -

- ku , ④
. . .  .

⑦ Vuk ) .

EX

:*
Si rerifichi che la

nappa
VE V

, Tus To I um

endomorfismo linear
.

Si dimostri che se DE E gli auto
.

valeri di tuk enolomorfismo so no radio d- esime dell 'unite con

d = ord I T )
.



EX : Sia re il ache di permutation. ( I
. . . .

d) condsk.sn .

Fissati Los
. . . . ok } independent sia To = v. ⑦ . .  . ⑦ or e sia

T=÷÷oi Toke
.

Verified re che Iii T
.

Dimostrare che Ito
.

( Tn gusto esercito DE IC )
.

Ex
* * Dimostrare che l '

endomorfismo Tt . To e diag one
.
.

lizzabile
, per

Ku =D
.

Un tensor Tei ditto e - simmetrico Crisp
.

t -albino ) se

To -
- T Crisp .

To = att T
,

dove etc ) i il
segno

di a )
Usservice mo che se te ume permutatione pari le due notion

( r . simmetriw e t - afterno ) coincidence
.

Diciamo che un tensore Tittotalmentelsimmetrico se Te
re - sim metric tf Te Se

,
owero

Them,
. . . .

, Kae,
) -

- The. . . .the . . . . .ge e V! tf re S
.

In modo analog definiamo T alter no se Te e - alter no thief
.

Olivero

Thera
, , . . . .

, Yea,) = at ) Thes
. . .  . yr.

) . Vy
. . . chef

,

the Sn
.

EX : Sia D : K!!eaKi - r.lk definition do

DIX
. . . .

,
xnt-dethdkl.tk

,

.

verified re che D e una application n - linear alter me .



Ex : Dimostrare che Ti sim metricalalter me see solo se I

a - sim metrical T .
alter me tf tras positioner .

EX : Dimostrare che TE alter na se e solo se vale che

The
. ,

. . . .ie/--oogni volta che g- yj per qunkhe it j .

EX : Sia f : V - row
muppa linen re .

Verifier re cheset e-

simmeringalter no allora ET e- simmetriwlalterno
.

EX Esibire un esempio di k - tensore semplia simmetrico

e dimostrare che
non esistono k - tensori semplici after ni non

nulhi
.

Denoteremo con AN ;
W) e In Ni Wl i sottospazi di Man; W)

formati do tensor rispettivamente afterni e simmetrici
.

In porticohere
poniamo A V An N 'T WIE V

④ "

e Gym
"

I VI. few; W)
.

Ci
occupier emo ora di studio re he dimension di questispazi .

Un '

osserrazione semplice ma densa di
conseguenze e

' he

segment

LEMMA Sia fees
. . . yn} una base di V

't

.

Allora TeV

'%
W i

simmeringafter no se e solo se

Tl Yiu , ,
. . . .

, Yim ,) -

- This
. . . .

4in ) /
Their

" ,
. . - .

, Yiwu, ) = et ) Their
. . . . . 4in )Hi

. .
.

. . .

,

infest
. . .  .

NI



Oss : Tl sense di quest lemma e- che
per controlhere che un

tensore sia simmetrico I sufficient verifiarrlo su une

base
.

DIM : Un '

implication e I ⇒ ) e
'

or via .

Dimostriamo allora l
'

altar implication I ⇐ )
.

Us servi amo che

To (

Yi. ,
. . . .

,Yin
) = Tl

y, , ,
- - -

- iYi rice ,
)

dem
que

sevale l
'

ipotesi si ha che

Ilyin
. . . .

,
yid -

- Then
; . . . . yin ) / Takei

.
. . . . yi ! -

- etc ) Then.

.
. . . . . yin )

Hfi. . . . . inlets. . . .if?
The allora peril teoremw I IET I Te = del Te wndudiamo

.

EX : Sia

Sputnik
) = I ( is . . . . in ) e II . . . .

n}
"

I is size . . . . sik } e

Fln
,

k) = His . . . . in ) else
. . . . nfl is size .  . air . } .

Si consider azine di Sr
.

su I a n

}
data do

T . ( is
, . . . .

,
in )= lie'm .  - - - initial

Verifierre
che

ogni orbiter di tale azione intersear In in

esattamente un element

EX Con le notation dell '

esercizio precedent si dimostri

che

(a) Fln
,

K ) = 0 se k > n e # In
,

K ) = ( I ) altrimenh

(b) # Tren
,

Kk f Ya
" "

)



( Sugg .

: si cos truism biezi one tra Lpdn
,

k) e I ( nth - I
,

k ) ?
.

TH M 3 : Sia { y .
. . . . yn } una base di V

*

.

Fissato ru
,

sia

I -
- Fln

,
K ) come nei precedent esercizi e si consideri fo

spatio vettoriale Hit LH.dz ,
I the K )

.

Allora l
'

application

bing.FI#.W

'

Ttr I Theis
,

. .  .Hid)
air . . . singers

i un isomorfismo
.

OSS : Merite it toremore I asserts a che un generico
tensore e-

determinate una volts che si corrosion o le imma gini di tutte

le possibili

seguenze
di k element di una base

,

il toremore 3

implied che un tensore alter no e- determinate dulle imma gini
delle

sequente strettoment crescent di k element di una base
.

EX : Se k > n D= 0 e in ques
to corso il Florema Va inteso

che AV -
- to) .

Lo student dimostri questo tattoo
.

DIM THM 3 : Frisia mo con il dimostrare l '

iniettivitoi della

application considerate
.

Sia T E AV e assumiamo

che Tl Yi . ,
. . .

, yin ) -
- O H in . . . sik .

Fissato one una seguenza

non recess
,

ariamente ordinate l ja . . .  . in) c- Is . . . . risk
,

vogliamo dimostra

re che Tlyj . ,
. . . ,yj .

1=0
.

Fath cis il there ma I implied I O
.



Distinguiamo due corsi :

(a) nella
seguenza js . . . jn c' e- un india ripetuto : ma allora

dato che Te alter no Thesis
. . .  . yj.to .

(b) gli india.

js . . . . ja sono tutti di stint
.

The allora I re Sa
t

. c
. T.ly's . . .

. jnt-lir-riljikii.it jdc . . .
c ii. right) e I

In tal caso utilize. ando il fatto che T sia alter no
abbiamo

Tlyj ,
. . . yjat-e.lt ) Tel 4J .

. .  . yjn ) = ECT) T ( Yi ,
. . .  . yid = O

.

Cio' conclude he dimostrazione dell ' iniettivihi
.

Dimostriamo ora he suriettirihi
.

Fissato X -

- Caskey e W
'

vogliamo eostruire Te N' V t
. C . Tlyi

.
,

. . .

, yid = az-VI-lii.in )eT
.

Dato I -

- ( j . . . .  . ja) else . . . .

n)
"

come prima dishing uiamo due casi

(a) se in J
compare un india ripetuto poniamo yg=o

(b) se gli india. nella succession e j . . . . . jn sono tutti di stint I !

Te Su t
. c . To ] -

-

the
Jia , s ie jeez,

c
.  - - - sie ja .

yr , )
[ Se ja ;min { jp } si olefin is a I

 '

Ghg ,
segig = min Ljp Ifta ,}

RE
 '

(2) = Az . . . . .

]

Dun
que

si pone Yg = etc ) ng

Si os servi che se JE F t -
- id e y y

= as .

Del resto se J
'

= r . J e se to T IET alkene to 'T ! Eh I e Te

quinoli yj = ear
') az = ecrlyy .



Da questa condition
,

tissato Te V
"

t
.

c
.

Tlyj .
. . . .

yjn) = yo V I his
,

.
. . .

, ja ) else . .  .
n}

"

si he che T soddisfa he condition del lemma
,

owe ro

T l 4g
. "

. . . .ceja .) = eat Tl 4J.
. . . . yja ) V lj . . . . je te Is . .  .

n }
"

,
Vee S

. .

Segue che Te NV e inoltre K I -
. fir . .

.
air ) c- I si he

Tlyi
.

. .
.  . Yin ) = years .

Go' nostro la suriettiriha
.

EA

COR : ht Ken dim MV = ( Ya)

,
dim And V

;
W) -

-
dim W

EX Fis sorta una base y . . . . yn e V 't

si dimostri che l
'

application

Lynk V - isWk
T - ( T ( Yi

.
, . . . th -d)

iii.  ie . .  
in } e Tr

i un isomorfismo
.

Deckerre che

dim Lynk V = (
n

:
" I .

Ex Dimostrare che Gym
" V n NV -

- to} e verified re che

V ⑦ '

I fymk V to A v see
solo

se K -

- 2
.

EX Dimostrare che l '

isomorfismo canonic Mnl VI WI E V ④ "

① W

si restring ad un isomorfismo tra ANN; W) e NV ④ W
.



0.8 Alternator e prodotto
"

wedge
"

Consider iamo l
'

applicatione linear

A : V
① t'

→ V ④ K

definite nel
segue

rite modo

AIT I -
- Es

.

dnt
'

E immediate verifier re che

Is) AIT t K
! T se Te AV

6) At The Ak V tf TeV
① K

Da 1st +121
segue

che

Art = K ! A

I
'

operator A e- ditto alternative
.

Esso put esse re considerate

I a meno di multiple ) an operator di proiezione su AV
.

In particular Her A e- un complementsre di NV in V "

.

EX : Si verifichino HI e 121
.

EX : Sia T una Irasposition e sia T T -
simmetriw

.

Si

dimostrich e AIT ) = o
.

[ sugg .
: si os servi che I = Tae

.

Sia la. . . . . . an I una famiglia

di rappresentient per Sakes .

Allora

AIT ) =

.
KailTate kid T.ie) . . . .

]

EX : Dimostrare che Atta ) ⇒ HALT) t TeV
"



Dative . . . . one V poniamo

Oswin . . . . wk -
-

A lose
. . . . ① On)

tale tensore e- detto prodotto wedge di o . . . . . on .

EX : Dimostrare che

Van . . . . nvr.ly . , . . . .

,
g.) = det A

dove A e- he matrices kxk an Aij  
= yilojl

EX Sia to. . . . on } base di V e ly. . . . yn ) base dunk di V
't

.

tf I = l in . . . . cire ) e Fln
,H si pongee Oz = Visa . . . . noir .

Si verifichi che tf I ! list . . . sik ) e Fln
,

k ) si her che

VI ( Yi; ,
. . . ,gig ) = {

I se I = I '

o altrimenti

Deoher re
deal therema 3 che to,

I Ie Thiel} e- una base

di NV
.

EX : Datin v
. . . . . ok e V dimost rare che on . . . are to see solo se

Los
. . . .

on } so no independent .

EX Dino stare che se f : V → W allora

Alf ITD= f
⑦ ' ' ' AIT )

per og ni Te NV
.



0.9 Pro doth esterno e proprietor universal i

Fissato
who spatio vettoriale V consider iamo far twnzione

n

"

→ AV
( vs . . . . Vn ) I - r Onn . . . . Avn

LEMMA : for
mapper A e

'

k - linear after me .

DIM : Osserviamo che A- A o

.

Essenob ① k - linear e A linear
deolwciamo che A e

'

K - linen re
.

Username inobtre che

Vau,
A

. . . . .
noun , = A (Van④ . .  - -

- ④read ) =

= A ( ( O
, ④ . . .  . ①outa) =

= et ) Alo ,
④

. . . . ④ out = Ethan - - - - Me
TEA

Utilizzanob quarto risto nella sezione 0.8 possiamo dedurre

it
segue

rite risuttuto

PROP
.

Sia Lo
. . . . . on ) base di

-

V
.

Allora l
'

insane

Bf
viii.  . .  . win I lie

. . .
into I }

e
'

arm base di A
"

V
.

Inother VI. NV vale che

T -

- Ey Then; . . . . yin ) via . .
. . Win

dove be
. . . . .

cent e- he base dunk di V 't

.



DIM Dato che # B -

- Tru) per dimostrare che Bei una base

i sufficient verifier re che
generis

A
"

V
,

over o e
' sufficient

mostrare he formula
.

Del resto se poniamo

T
'

= Efg Their
.

. . .

,
yid rim . . . . win

risuthr che tf JET
,
The ;. . .

. .get -
. §Them

. .  .
yid vi. n . . .  .

no idea . . . yid =

= They
.

. . . yjel
dove abbiamoutilizzatocher.in

. . . nrinlyj .
. . . yjd -

- I
.

Sia ja .

Per it tore more 3 T
'

-

-
T e

for dimostrazi one e- complete .

p

TH M 4
.

[ PRO PRIETA UNIVERS ALE PRO DOT TO ESTER NO ]

Per
ogni applicatione multilinear afterme T : VI. W I ! application e

linear HIT ) : MV → W tale che it
segue

rite diagram ma
commute

VI. w

Hawkin
DIM : Lie di mo stratione segue

he false rig a della di mo stratione

nel.aeso del prodotto tensore .

In partiwhere l
'

unicihi
segue

deal

tattoo (
consequent a della precedent proposition) che l

'

immugine
di noontime une base di NV

.

Gran lies is tenza si no ti I sempre utilizer nolo he precedent pre.

positioned the se vs . . . on e- base di V allora I ! He Hom I NV; W)



tale che Hl vi. n
. . . win ) -

- Tri
. ,

. . .

,
vid this

,
. . .

,
inte I

.

Si cos servi che Hon : V
"

→ W e- k -
linear alterno e che

Ho Noi
, ,

. . .

,
rink Noir . . wink T Ioi

. . . . .
vial .

Per il tore ma 3 si her

che Hot = T e dengue ponenow HIT ) : = He he dimostrazi one e-

complete EA

COR : for mapper
H to Hon realize a un isomorfismo canonico

tra Adv ; Wl e Hom INV ; Wl

In particolure se Welk A VEN"

VI
't

EX Dimostrare che tram it l
'

isomorfismo
sopra descritto

can . . nylon .  .
wat = det keicojlli : .

EX Per
og ni multi . india I = lie . . . ein ) si consideri b

'

applicatione

k - linear alterme su Kun definition die

Talk . . . . .

KI -
-

dat Hi
. . . . .

HI
,

dove It
, . . . .

X.dz i he sotto materiadella matric nxk RN
. . .

Hrd

ottenutw selezionanob le righe in .
.  . in

.

Si dimostri che

{ Tz IIe I} e- una base di WHY
't

I Sugg .

See '

. .  .

en i be base dude della base canon
-

var

Tz = lip . . . rein . . .

]

EX : Dimostrare che he proprietor universal determine NV

a memo di isomorfismi canonici .



Ex Si dimostri che ANEW) i eanoniarmenteisomorfo a

AV ④ W

EX Sia Fi

Ui. . .

×

Upx V '
→ W cptql - linear e alter na negli

ultimi q . tattori tower perogniu.lu
. . .  . up) e thx . . .

- Up l
'

application
Fa : VID W Fahr. . . . o.gl Flu

, . .  . up r
, . . . g) e- afterna )

.

Dimostrare

che I ! Hlf ) : thx . .  . Np x AN - W cpal - linear tale che
Flu

, .
. . ago. . .  . op ) -

- Hlf ) ( u , . . . ng
,

on .  . nop )
.

EX Dimostrare the on . .  . ME to see solo se Os . . . . or, sono indi pen .
.

dent
.

EX
* Siano to . . . on }

, to: . . .  .
v 're} lisle di vettori independent

in V
.

Dimostrare che on . . . or.
e- multiple di via . . not see

solo se Spank, . . . on) = Span ( v's
. . . . ok )

.

EX Siano to, . .  . on} e Ivs
'

. . . oh} due basi di
-

V e Cape GLHK
,

n)

tale che v'i= § aijvj .
Mostrare che

via . . .

no 'n= detlaij) on . . . . son .

[ sugg : Se Ly. . . . on} e- he base dunk di He,
.

.
.

,
on } allora ai ;

 = cejlv:L.

The dung ve via .  . nuh la
,

. . .

,
cent -

. detail . . . . ]

. UN



0.10 Prodoth wedge e strutt ura di algebra

Osserviamo che he
mapper

VP "
I . A " " V essen do alter na

e- in porticohere after me sui prime p - fatheri e sugh. ultimi

g.
tatton.

. Applicant quarto risto nella session 0.9 es isle

una mapper Cptit - linear

V EMV → APM ✓

tale che to
. ,

. . .

, up,
un . . .nu of to on . .  nvpnun . . rug .

Non e- difficile
most rare che tale mapper e- afterna nei prime p .

fathom e

dung ve disanole ad un
'

union mapper bilinear

p : AN AN -

oh
" "

V

che remote commutative il segmentdiagram ma

VP×V9 is A " "

V
( Ap

,
Ny)

noturretdove A
peg

I Vi
, . . .

, op +g) = Vin . . . . top e ( Ap , ng) I O
". . . .

,
Jpeg) -

-

loin
. . Np ,Op .up .

.
. hop-1g

)

Abbiamodunguedimostrato it seguentefatto

LEMMA Es ist un
'

union application bilinear

pinkMV - N'
 " V

tale the Blom
. . . nvp ,

u , n
. .

.nu g) = Van .
. Np ruin . . . . rug

V Vs . . . Vpn, . . . ng
EV

.

DEF Datu TE AP V e Se NV poniamo
Tns BIT,

S)

Oss : ( on .  . Np ) Ahhh rug ) = on . .  . Up ruin .  . hug .



LEMMA Vahgono he segment proprietor

In I Tash D= Tnt Sn R ) tf Teh
"

V
,

Se MV
,

the NV
.

H Tns -

. th
"

Sn T t Te AV Set
'

V

DIM : Essenolo le application IT
,

S
,

B) t.tn/SnR)e
IT

,

S
,

Rk . I Tn SHR trilineari i sufficient verifiarre 1st

see ten sori afterni sempbici .

The se I van . . .nvp ,

S -

. rpm . . nope ,

e B -

- op.ir#n..nvptn+r si ha dal lemme precedent che

flash R -

- Tn GnRh = on . . . . nope, .ir .

Anche he veritas di k ) put esse re fatter assume
nolo I on . . nope

S -

- user . . . rug .

Se pas e I v
, si ha che

Tn S = if run . . . rug e Sn 't -

- un . . . rug no
,

Struttundo che il pro
doth wedge di vettori e- albino ricaviamo che

Tns =L- it SAT : in fathi e- necessaries effettuare qsaembi per

pass are du Tns a Sn T
.

Jnduttivamente post TI on . . no
,. . , si ha che

Tns = IT hop) n S -
. Th ly.rs/=l-iYThlSrvpl=tlHThShvp=

I - it
' H' " " "

ISNT
'

luv
,

.

.
I . it

" Snlthvpt.

I - It
" Sn T

.

Dove be sew note e he quinton ugwaglianzavahgonoperhrpropr.ie
Thi let merite he quarter vale

per ipotesi inoluthva



LEMMA Tns = ¥,
AIT ④S)

DIM Biche entrain bi i membri dell '

uguaglianza dipenohono

in modo linear da Te S e- sufficient verified re l
'

uguaghianya

assumenob F- Vin . . . nvi.peS = vjn . . . . nvjg per Irs
. . . . on) base di V e

lie. .  .ci
p
) Cjc . . . cjg) multi - inolici

.

Distingwiamo 2 assi :

I I ) Iacp e reps g
it

. c . ia=jp .

Osserviamo che in quest corso Trs = O
.

D
'

aftra park se Iq . . . .
. yn } e- he base dumb di

-

V
per

ogni multi - i notice
.

K -

. try
. . . . kptg) si ha che

AIT ① 5) (y .
.

. . . .  . yep ,
)= ftp.uol/T4rura,.---4nrcplSl4krcp.s ' "  - Kramm)

Osserviamo che gli wnici termini non multi nella sommahiria

Sono guelli per avi

{ Kru . . . . Krcp, } = Iii - .  - ip}
f * ,

{ Kam . . . . Koep+ of} = L ji . . . . jg }

D
'

aftra parte from . . . . Krips} e Ikram, . . . krcp.iq,} some disgiant mentee

per ipotesi L is . . . rip} e { ji . . . jg} non
lo some . Banque non

esiste re Spy per wi rate I * I e dengue

At TAS) ( yr,
. . . . yup.iq/--o,V-K=lkkic-.ckp-ieEn )

.

Segue che ALTAS) -

- o
.



(2) Assumiamo ora che Li . . . . . ip) n Lj . . . . jg} = of
In

ques
to corso fissab un multi

- in dice K -

- he kicked . . ckptgen)

si ha che Tn She
.

. ,
. . .

, ya µ
to auto che nel we so in

Cui I Ki . . . .

K peg ) = Lin. .  .tip , jus . .
. . jg} .

In quest ultimo also Tns l ya .
. . . . y.pe ,

) -

- doo) dove To e- he

permutation dell
'

insieme

Is
. . . . peg} che riordimr lis

. . .  . ip ji . . . Jg )

OV Vero in = Koda, jp = Krol ptfs ) .

D
'

ultra parte se Lk. . . . kp.iq} t L is . . . rip j . . . .gg/alloraragiomenolo

come al panto let si he

AH ④ 5) here
.

. . .  . 4%+1=0

fi ri mane du alaehere AIT ④ Sky. .
. . . . yep ,

) nel case in

Cui L Ks . . . . kp.iq} = this
. . . . lip

, je . .  . j g} .

Thrgionanob come nel panto Is) post

& = { re Spy I Lil
. . . rip)=L Krai . - - . Kreps} , Ijn . . .jp/--fKrcp+d

. . . . Kristy}

si her che

ACT Sky
. .

. .
. yep , f-II do) Then

. "
. . . cheap,

) 5114mm
,

- - - Kreme )
Osserviamo che # 8 =p !

9
!

do unico

Pini precise
mentee

ogni re b si scriver come F- Too y dove

414 . . .pl/= Ll . .  . p} e y ftp.n
. . .

. ptg)) =L pH . . .  . peg} .

Post Spa -

- Lye Spee lyfe . . . pf-H.pl/osserviamo che gli element

HE Spy possono esse re considerate come
he

composition di una

permutation y ,
su Ls

. .  . p} e and permutation y,
su L pti . . . peg)



einoltredyt-ecy.HN .

Mettenolo insieme guests
. tatti olteniamo

AIT ④ S) (che
,

.  . - 4. put T.fs.nekoyltklrur.am
,

.  - . . Yr. cm
) S (Kro helped - -

"
noo HAH)

=¥gp,

?
Gold 'llTIYiyfzy . .  - - Yiyep,

) S (
jylp.nl . pi

- -
-

-

jylp.iq/-p)--T.fcsp.nEkoldYlehhlehkl--p!g!drol
.

Dall 'analisi di tutti quest casi risotto che

Tasker
,

. .  . yep ,
) =p!qAtT④S) Iya.

. .  - - Unpeg
)

It multi .
india Lk.

.
.  . ripe , ) per mi Tns =p!q

.

ALTOS I
.

Ey,

EX Fissati pig consider iamo l
'

in sierra di permutation.

ftp.g = { re Sp + y
I desk

. . crlp ) e rlpti ) c . .
. c rlptg ) }

Di most rare che
og ni re Spy si serve in modo unico

come F- por con pie Hp
, y e I it

. c
. Tells . . . p}) = Is . . .

. p} .

EX Dato un multi india Ifsissies. . . . cipsptg ) most rare che

I ! Eeftp.yt.c . Ishii . . . . rlptip .

Most rare inoltre

cheek
,
) -

-

f- IT
con V : = lip-pi - lip

. ,

- Cp-D) t
. . . .  tch-it = I in - p4z .

I Notaro che
per p .

. is drain ]

EX Siano Tes tensori alter ni di grade peg rispettivamente.

Mostrare che IT④ S)
a

-

- etc ) T④S FT e Spy t
. c . Its . . . pf-H.pt .

Dedurre che

Tis -
- Eh.cm#She



EX Sia y . . . . . yn
base dunk della base camonica di kn

Fis satin vettori K . . . .

Xn in Hi sia X -
-IN . . .An ) di modo

che Xij  
= ceil Xj) .

Strattondo che detk-y.a.nu/X......,XnlecheV-reHs.n- i

si ha an . . . nynlto.us
. . .

. Heini) i it determinants della nutria
ottenwtu cancellando for

rigor is e hr colonna o
-  ' Ist di X si deduce

deal precedent esercizio he regohe di Laplace per
lo sviluppo

del determinant
.

EX
't [ REGO LA Dl LA PLACE GENERALIZE AT A ]

Sia n =p + q .

Fissato un multi - india di lunghezze p

I -

- he iii. c
.

.
. cipsn) denotiamo con I

'

il multi . india di

lunghezea q complements.

Inolitre data una matric X n . n e
due multi . india. I

,
J

denotiamo
con Xz ,

he sottomoihia otknutr considerando

le righe correspondent aghi indiain I e le colonnecorris pendent

agli india'

in I
.

Fissato Io -

- Is
,

. . .

, p) moshiare che

detk-fel-ldettwdetx.ir
dove e l H = e (peg ) = fifth - PII ' )

( sugg : utilizezare che
ya . . men = Eye

,

!p) (4in . . rep ④ Up " . . . 4pm)
pi

]



Definiamo AV - IQ A V dove
per

definition NV :=K
,

NEV
.

Osserviamo che
es ist un

'

union application bilinear

n : AVIV - AN
che estenote it prodotto wedge sui tensori alterni

.

Piri precis a
mentee

dat T
,

Se AV
,

abbiamo III. Ti SIESi con Ti
,
Sie TV

per cui si pone

Tns : = .IE?eTinSj

I To e IT e In Si Tosi ]

PROP ( AV
,

n
,

1) e- un
'

algebra associative con unita
.

DM : I Tn Sh R = Tn Gn N se Te MV Se AN the AV
.

Per trilinearita si verified poi she tub formula rate VT
,

S
,

the

Intine sit = so IT
. Et

AV e- delta algebra ester me
.

di V
.



0.11 Algebra esterme efuntorialita

In generale si ha che se To unten sore afterno di grado

p su V
't

a valor i in W ( or vero Te AV ④ W ) e f : V - o V
'

allora it ten sore EMT ) definite come

fo 'T:LV't
. .

'

I
't

- ow

f T I q . . .
. g.) = T thot, . . .

,
ypof)

e- un tensore alter no
.

In attire parole

f ( AV ④ W) at V'④ W

In partiwhere denoteremo con Atf he restrizione di f a

AN
,

di modo che A't : AN - AN !

Arenolo risto nella session 0.8 che f commute con falter na

tore riarviamofacilmente he segment proprietor :

=

LEMMA : Nfl I van . . . nop) = Huh . . . flop)

DIM : (htt I ( yn .  . Np ) = f Alvaro . .  .

⑦op ) = Alf v. ④ . .  . ④ opt.

Alfaro . .  . ① top)
= the) a . . .  . A flop)

.

Eq
con : Se Te AN e Se AN si he

'

Athist . HT n NFHS)
.

DIM : Per linearita possiamo ridurci a .
considerate il ar so

I on .  .
n op e S -

- Vp .
n

. . Mpeg .

In gusto as so he formula I

conseguenza
direthe del lemme precedent .



Sia Af : AV → AV
'

l' applicatione lineare che coincide con

At su AN dove poniamo per definition At -
-

Iot
µ

: AV - NV
.

Dal precedent corollaries deduciamo immediatement

con At e- un omomortismo di algebra DE

Intine abbiamo it segment corolla rio che lega he matric
association ad f rispetto a arte basi di Ve V

'

alla mattia

associate a NY rispetto alle

correspondent
basi di MV e

in :

PROP Siano to . . .  . on } base di V e Lw
. . .  . um } base di V

'

.

Sia

LH he mattia associate ad f rispetto a tali basi di modo

che that = Ein lttjiwj .

Allora tf I.

heir
. .

ripen
) si ha

Mt trim
. . . Nip) ;

g,!jp§msl
wait - nwjp

dove If
, deil determinant della sotto mafia pxp di It ]

oftenate selezionanob le
righe ji . . .jp e le colonne in . .  . rip .

DIM Tosto Nfl vi. a
. . Nip) = E

'

ay , win .  .
a wip , sap piano duller

proposition in sezi one 0.9 che

as ,
= Af( Vin . . .

A Vip) l 4J , . . . yjp)

dove Iq . . . em ) e he base di Vl 't

dude a we . . .  . um .

the allora si ha

as ,
= Hoi.tn

. . . .
nflvip) ( yj .

. . . . yjpl = detlyjaffhridl.y.gs#p=detllfIjaip)



= det HI
, ,

.

HE

Un caso particularmentee internsante si her
per

f : V - is V
.

In partialhere osserviamo eke dim AV =L e dim
que associate

a At i e- uno sahure Aek tale che At ITH IT tf

Te AV
.

Dalla precedent proposition deduciamo:

COR : A = detf
.

Oss : Datu f : V - o V e g :
V → V

"

sappiamo gia che

(
go f)

④ ' I
g

Pot " ? Da cio
' deduciamo che Algo ft Atgo

htt
.

EX [ FORMULA DI BINET GENERALIZE AT A ]

Data Ae Me

.nl/KleBeMn*llKlalhoraIABl=I IA I I B I
kin c

.  . sik en
II I To

dove To = I ji , je ?. . . jrek )
.

[ sugg : Betti La : #Kke LB : IK
"

- okie le application
linear associate ad A

,
B rispetto alle basi canonic he si os semi

che LAB = Lao LB e dengue A
"

LAB = MLA o MLB . . .
]

Ex Sia f : V - o V
'

.

Verifier re che se f e- suriettira allora

Mt e- suriethva
per ogni K

.

Pin in generale se W := Imf CV
'

verifierre
che Im A

"

V -

-
AW considerate come sotbspazio di

iv.
.



Ex Nelle ipotesi del precedent esercizio verifier re che se

{ vs . . .  . on } e- base di Vitale che La . .  . oh} e base di Kerf
,

allora una base di Her At e- data do

{ vi. n
. . .

A vine I Kir . . sike n e ish } .

EX Sia f : V → V un endomorfismo e sia { v
, . . .  . on} una

base

.

che triangle f
,

owers Hoi ) = Airi  t wi con wie Span to. . . . . Oi
. i
}

Di most rare che V I= heir . . .

siren)
, post G -

. vi. n
. . . win ,

si he che Nfl vz )
= Azo,

+ wascon AI -
-

Ai
, . . . .

Ain e

wz e Span fog I jae is e J # I } .

Si deduce che

tr A 't = -41£ .

[Sugg : si ragini per inohezione su k ]
EX

't Sia A una matric run e sia pact) il suo polino mio

arratteristiw : patt) -
-

det IA - toll
.

Post pact) . hit !
g EI

. . . . .  + on

si dimostniv che
ca.  = I - it

"

.
tr NLA dove La : ki - is IK

"

e-

liendomorfismo definite do talk ) -

- AX
.

[ sugg : Si consider per IK -

- Cl l '

esercizio precedent
.

Per HER
ridurursi a Htc

.

]


