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Foglio di esercito n
.

I del 12/10/2018

ESE Razi o I : Sia Hh = Ro Cl
.

Si consideri su DIP
"

b'attune di write A = I l Vi
,
ceil) i. o

. . . n
dove

D Ui -

. I Ito :
. . . .

: tie KP
"

I ti  to }
2) yi : Ui - Kun e- definite du

ceil Ito :
. . .

: tnt. 1¥. .
. . ,t¥.

. ti÷ . . . .

, t÷)

.
Si dimostri che Ai un atlante differentiate su KP ?

•
Delta it : Kun

"

- o KP
"

he proiezione.aenoniar.si dimostri
che

una fanzine f : U - MR
,

dove U e- apart di KP
,

"

e

livia rispetto alla strutterra differentiate inolotta da Ase

e
solo

se to it : ti
' ( U) - os R I his cia nel sense visual

•

Sia X varieta differentiable e t :X → KP ? Dimostrare che

f e- livia per
he strutter differentiate inohothr die A se e

solo

set see X I U intomo di a in X e
I : U - Kun

"

livia tale

the flu = It of
.



ESERCIZIO 2 : Siano X
,

Y varieties differential
.

Dimostrare

che una map por y :X - o Y i his air se e solo se per og ni

f- : Y - o R lis ai a toy e- his air
.

ESE Ratio 3 : Siano X
,

Y varietas differential i di dimension e

'

n em

rispettivamente
.

Siano Ay = Hua
,

ya )) * a un alhrnte differentiate

compatible con he struttura differentiate su X e Ay =L We
. yrs Beeps

aitlante compatible con he strwttura differentiate su Y
.

Per
og ni

la
,
B) e QB sia yaxyp : Vax Vp - o Bu

" m

definite du

yaxyp ( p,
g) = I yalpl

, yplql) .

Si dimostri che A -

- { Vax Vp
, Yax Ye) ,

, pea
e- an athene differentiate su XM

.

Si dimostri the le proiezioni.ae no niche it
,

:X -- Y - o X e Ty : Xx Y - is Y

some lisa rispetto a quests struttura differentiate
.

Si verifichi che una mapper y der wine varieties 9£ in

HeY
,

Al e- his aia se e solo se Iyo y : Z → X e ityoy : Z - is Y

Sono lisa
.

ESE Ratto 4 : Sia A an in sie me e ( Ai ! #nor famiglia di sottinsiemi

di A t.c.UA.

-

= A
.

Assumiamo che Hi sia yi : Ai - is Ui mappa

biunivo.ae
,

dove Ui e- aperto di Bu? Assumiamo inoltre che Hi
, j

g.. I Ain Aj ) e- aperto di R
"

e che he
nappe di transition e

cfjoyi
'

: eh.
IAinAj ) - D gjlAin Aj) sia un diffeomorfismo

.

D most rare che I ! Topologia su A che rende gli Ai aperti e tale

che yi : Ai - is Ui e- omeomorfismo



2) verifiedre the se tale topologies i I a base numerable

Amanita di tale topologies e- una varietas topological
A-  - KAI

,
ceil} e- an atlante differential

.

3) Si consider b' in sie me A -

- Ah u lil e sia As =D

A2=142403) Uli } e poniamo q : A
.

- o R q -

- idk
e ya : A

.
- is R q txt :=L !:It!  .

Si dimostri che

it sistema { IAsia ! IAz
,
yd} sodolisfa le ipotesi ma che

he topologies in doth see A non e- Tz
.

ESERCIHO

57
Fissati due numeri intern tsicjs 4 Sia

Vij  = Span #
a lei

, ejl
il piano coordinate

gig
in IR

"

e sia

itij : R "
→ Wij

proiezioneortogon.de
Sia G = { We IR"

I W e- un sottospatio line are di dimensioned

1. Fissato We G e He
,

Xd base di W si dimostri che Ii ;
: W - o Wij

e- un isomorfismo se e solo se de t I

www.jf-to2
.

Ditto Gij  =L We Gl Iti ; : W → Wij e- isomorfismo } si dimostri che

F- ¥,
Sii

3
.

Fissato un multi - in dice hi
, j ) sia l k

,
h) il multi - inotice amplementor

Fissato We Gij e tissatin una base He
,
Xddi W si nostri che

he matric 2×2 Zw=IX.
,
Klein,

IKKI
,

non dipende clothe salts

della base

* Aaj , =sotto matric di A oltenutr selezionanob le righe ie j .



4
.

Si dimostri che le
nappe

Yij : Gij  → MudR) so no biezioni e che if sistema definite

die { (Gijieijl} verifier le ipotesi dell '
esercito 4

.

5
.

Si dimos.tn' che V-AEG-44.IR) he mappu inolottrr Ta : f - of
definite die TalW) -

- At W) e- un omeomorfismo per
he stratum

topologies indotta
.

Decker re
che he topologies e- I tutti¥

2-ando una TA opportune most rare che e- sufficient separate
Wine Wsa

. . .?
6 .

Sia R apart di M¥112)formato dulle matric di rango a

e sia it :S - of definite dir HH -

.
Jm X = Span I X

. ,
Xd

dove He
,

Xe sono
le colonne di X

.

Verifier re
che

it e- continue
.

7
.

Dedurre chef e- compete e che goin
di munition dell '

atlante

{ (Gij , gij ) ) i un atlante differentiate
.

[ sugg .

Se F =L tell KKK MA -

. s Kiku }
,

allora Fe
comp

alto

e it (F) =
. . .

]

s
.

Dimostrare che it :S - of e livia
.

Jnoltre

f- : G - is IR e- bison ⇒ fort : G - D IR e- liscia
.



ESE Razo 7 Si dimostri che he
mapper

y : CIP
'

- . 5

definite du

HE :wHl¥¥¥ , 7%714 ,

'TwitterI
i un ben definite diffeomorfismo

.

ESE Ratio s
.

Sia X varietas differentiate
p e X e denotiamo

con EE lo spatio dei
germi

delle funzioni lisa intomo

a p .

Verifiaere che he mapper CTX ) - is Cf che as socia a

t it suo game in p ,
f.

,

e- suriettira
.



Foglio di esereizi n
.

2 del 20/10/2018

ESERCIZIO I Sia M varietas differentiable e sia p

un punto su M
.

Denotiamo am EI lo spatio dei germi
di funzioni G inform a p e con nap =L If ] e Cop I ffpko).

4) Verifier re che nap e- l' unico ideate massi male di lip
(2) Siano as . . . . an coordinate Garhi into mo a p con nilpko .

Verifiarre che nap e- generate
'

da Ii germi did an . . . . an

(3) Most rare che la mapper

nap a t to dpt e XpMY
i un omomorfismo suriettivo di spazi vettoriali if

avi Mucho e- nip
ESERCIZIO 2

't Con le notations. del precedent esereizio

poniamo trip = nip
6) Verified re the il

germ e di f appartiene a nip se

e solo se tutte le derivates dell '

espresso one di t in

wme earth ( a
, . . . . an ) svaniscono

.

Dedurre the inept Lo}
.

(2) Fissorta temp verified re the I
gem : t

. e
.

finny
. tgI=o .

I sugg .

verifier che f
e an ;]

xixi
(3) Mostrare che in ; non e- un ideate finitemonte generate

.



ESERCIZIO 5 : Sia F
.

M - is N fanzine his air tra

varieta different iabihi Due arm pi X e 7AM ) Ye FUN)
si dicono F- correlate se dpt ( Xp ) -

- Trip,
tf p e M

.

i. Most rare che se X e Y some F correlate a : I - e
,
e) → M

i una linen di this so per X allora Foa I una

linea di this so per Y
.

2. Deolurre the se X e- complete
an

che Y e- complete e

che vale il vice versa assume nolo the F sia
'

propria .

3.Nelli ipotesi che entrain bi i campi siano complete

most rare the Foy't = off of
,

dove yet e yet denoteno

i this si gene
rati der X e Y

. in generale

4.

Most

rare con un esempiochefhe complete e za di Y non

implies he completezza di X
.

ESERCIZIO 4 Sia F : M → N mapper
G

.

Siano X.
,

Xz E ZUM ) e Y
,

Ya e HCN ) in modo che

entrainbe le
coppie X.

,

Y
,

e Xz
,

Ya siano F. correlate l vedi

esercizio 3)
.

Verifier re che i campi He
,

XD e L Ye
,

Yz ] siano

F- correlate
.

I
sugg : si os servi the Xd fo F) = Yet f) of

. . .
]



ESERCIZIO 5 Si M una sottovarietal ehiusa di N
.

Dimostrare che
ogni camp

di vettori Xe ICM ) si es .
knob

ad un campo di vettori Re KIN ) ( dove implicitamente
consider iamo Tp M c Tp N tf

p e M)
Dimostrare the se k e

Y
some campi see M e I

,
I extension

arbitrarielx.TT/m=EX,Y]
.

[ sugg .

Dire che I estimate X e- equivalent a dire the Xe

I sono vwmpatibili
,

dove i. M - is N e
' b' inclusion

.
]

ESERCIZIO 6 Iiss at IT = IR
,

¢ si consider i he proiezione

canonico it : Kitty - is Kpn
.

D Dato te Hit
, poe

Kitto
) e ve ki ! Tp

.

Kun Tap
.

Hunt
'

verifier re

the dp.it lot = depot ( lol

2) Deth Xo if aempo radiate su Hi
"

I Kolp) =p ) si

nostri che Ker dp.IT = Span I Kdp))
.

3) Sia X un campo vettoriale su Kun
"

tale che Xl Ap) -
. AHpl.

Verifier re
che I www.mpovettorialete#vP7 tule che

X e Y
sono it -

correlate
.

4) Dato un campo X see Kun
"

dimostrare the es ist un campo

Yasu Kpn che I it - correlate a X se e solo se

Xl Ap) - A Hp) e Span Xolp) V
p e Kun

"

,
Ae Ki

5) Ffa,

most rare che t Y aempo see HP
"

Itext Kunti lob

le the Xe Y sono it .
correlate

.

( sugg : definite Xi sulfa



eontroimmagine degli aperti Ui -
- L Luo :

. . .
: and I ai  to } in modo che

Xie Y siano it -
wrerehehi

.

Us are poi nine partition dell
'

unite
per

eostruire X ]

ESERCIZIO 7

H Verified re che due write loarli la
. . . . an ) e ly . . .

. yn
) su

Cw)

un aperto U di una varieties M definiscono gli stissi

arm pi di coordinate se e
solo

se I ri e R t
. c .

Yi = kit Ti .

(2) Dino stare che esistono X
, . . .

Xn campi di vettori su

Mt
.

c. lil K Cpl
, .

. . ,
Xnlp) i base di TPM

,

Iii ) I Xi
, Xj ] = o

se e solo se es ist un atlante compatible le lui fwnziom.

di transition so no trashezioni
.

ESERCIZIO 8

Sia S
'

he sfera dei vettori wnitari in Id
.

6) Verifier re che Se una sottovarietas di IR " t
. a

.

Tps ! pt nell
' identification Tp Sc 12

"

k ) Si verifichi the i
segue

nti campi

H¥H¥tH¥Hi x
.

si restring ono a arm pi tangent su S
'

t
.

c
. { Npl

,
Xdp)

Xdpl} e- base di Tps
'

Apes ?

G) Si aloof IX.
,
XD controlknob

.
che si restring a

campo -tangent su
S3

.



(4) Si aelwlino esplicitamenb i Russi ye , yes
di Xs

,
Xz

controllernolo che
non commuting

.

(5) Si verifichi che

I X
, XI Cpl = in lol

dove alt ) = - Yao of re
o HE ° HELP)

.

ESERCIZIO 9 : Sia M una varieties differentiate e sia

{ after una famiglia di nappe lisa tali che he
mapper

Mx IR at p,

this yelp) e M risulti livia
.

Si suppongee
inoltre

the chops -
- yes e go -

- idly .

Deimosthere che es ist an unico

campo X e ALM ) di avi ¥Inil this so
.

ESE Ratio to : Sia M -

-
G- Ln l B ) con he strutturou differentiate

indole come aperto duello
spazio vettoriale HnlBut

.

Fissato Xo e Mn l HH si consideri if
campo di vettori su M

definite do HAH to A

⑦ Sir arladi if this

soy
del campo X

.

(2) Fission un altar materia Yo e post YIAt -

-
Yo A si

dimostri che H
,

Y] I At
.

A to dove to = Kilo - Yoko

(3)
Diss

ata Ae M si consider i he famiglia di vettori

I e TAM -

- MIR) definite da

E- = dq.ca,
( YWAM

.

Verifiaere e he IX.YHA) -

- datestho



141 Verifierche IX. YUAt -

- in lol dove

alt ) = - Yao 4- re outro art (At

essen do y il Shesso del campo Y
.

ESERCIZIO M Sia q : RT - is IR una former quadrature
non degan ere e sia Sq =L Xe IT Ight =L } .

Verified re che Sq e- una sotto varied chinese di dim n - I

in IT I se non wow
.

6) Delta I
,

>
q

he forma bilinear simmetriae associate a q
most rare che tf te Sq IS ,

=L Ye Rita
,
Ysgol

.

(3) Se
ni.

e- l ' india di positivities e n
.

l
'

i notice di negativistic di

q
most rare che Sg E diffeomorfa a S

"  
- '

xD
"

.

Ki Si verifichi che E- ICKY) e IR
"

I te Sg
,

Ye IS , }
e- una sottorarietoi ehiusa di IR

"

di dimension an - I




