CORSO DI GEOMETRIA E ALGEBRA 12 settembre 2019

Cognome e Nome: Matricola:

—=—=—>—> || Scrivere in modo LEGGIBILE nome e cognome! | «=<—=<—=<«—

1/3 0 0 1/3 0 0
1. Si considerino la matrice A = (2/3 1/3 2/3) e B= ( 0 1 0).
2/3 0 1 0 01

(a) Determinare gli autovalori di A specificandone molteplicita algebriche p e
geometriche m.

(b) Determinare le equazioni cartesiane di ciascun autospazio di A.
(c) Determinare una base di ciascun autospazio di A.

(d) Stabilire, motivando la risposta, se esiste una matrice invertibile N tale che
N7'AN = B. In caso affermativo, scrivere N.

(a) Autovalori di A: 1/3 con p=m=2,1con py=m=1.
(b) Viss(A) ={z+2=0}. Vi(4)={z =y — 2 =0}

0 1 0
(c) Vis3(A) = Span { (1), < 0 ) } Vi(A) = Span (1)
0 —1 1

(d) Tale N non esiste. Infatti, se esistesse, A avrebbe la molteplicita algebrica
e geometrica dell’autovalore 1/3 pari a 1.

2. Si consideri il sistema lineare AX = B, dove X = e il vettore delle incognite,

SRS IS

A e B sono le seguenti matrici dipendenti dal parametro reale k:
-k k=2 k+2 k -2
A={k+1 1 k+3 1 |, B=|3|.
k—1 2—-k -k 11—k 1
(a) Determinare il rango di A al variare di k:
(b) Determinare per quali valori di k il sistema ammette soluzioni:
(¢) Determinare per quali valori di k lo spazio delle soluzioni ha dimensione 2:

(d) Sia k = —1. Determinare la dimensione della varieta delle soluzioni e una
sua rappresentazione parametrica:




k rgA|rgA|S#0? | dimS
2 2 2 si 2
-2 2 3 no —
altrim. | 3 3 si 1
3sek # 42
rg(A) =
&(4) {2 se k = 42.
Risolubile per k # —2,
dim Sol = 2 per k = 2.
Soluzione per k = —1:
x 3 —1
yl 1 1
= lo] Tl 1| «€ R
t 2 -3

3. (8 pt) Si consideri il seguente sottospazio di R*:

U= ERY |z +2y+t=0

SRR IS

(a) Trovare una base ortogonale di U:

(b) Fornire delle equazioni cartesiane per il sottospazio U~:

1
(c¢) Determinare la proiezione ortogonale del vettore w = % sul sottospazio
1
U+
1
(d) Determinare la proiezione ortogonale del vettore w = % sul sottospazio
1
U:
—2 —1 0 —1 0 —1
Base: 1 21 [o 0 0 1
ase: ol lol | o anche o b1l o
0 ) 0 1 0 —1

Equazioni di U: ¢ —t =y — 22 =2 =0.

Proiezione su U*: w, = . Proiezione su U: w| =

— O N =
O = OO



CORSO DI GEOMETRIA E ALGEBRA 12 settembre 2019

Cognome e Nome: Matricola:

———— ‘Scrivere in modo LEGGIBILE nome e cognome! ‘ ===

—1/2 1 -1/2 1/2 0 0
1. (8 pt) Si considerino la matrice A= 1| 1/2 0 1/2 |eB=[ 0 1/2 0 ].
0 0 1/2 0 0 -1
(a) Determinare gli autovalori di A specificandone molteplicita algebriche p e
geometriche m.
(b) Determinare le equazioni cartesiane di ciascun autospazio di A.
(¢) Determinare una base di ciascun autospazio di A.

(d) Stabilire, motivando la risposta, se esiste una matrice invertibile N tale che
N'AN = B. In caso affermativo, scrivere N.

(a) Autovaloridi A: 1/2con p=2,m=1, —1con pu=m=1.
(b) Vipp(A) ={z—y=2=0} V4(4) ={z+2y =2 =0}.

1 2
(c) Vij2(A) = Span <1> V_1(A) = Span <—1>.
0 0

(d) Tale N non esiste perché A non ¢ diagonalizzabile.

2. (8pt) Si consideri il sistema lineare AX = B, dove X = ¢ il vettore delle

SRS IS

incognite, A e B sono le seguenti matrici dipendenti dal parametro reale k:
1 k+2 k+4 1 3
A- (1—k: © k1 ) B— (1>
k—1 —k—1 k+3 k+1 —2
(a) Determinare il rango di A al variare di k:
(b) Determinare per quali valori di k il sistema ammette soluzioni:
(¢) Determinare per quali valori di k lo spazio delle soluzioni ha dimensione 2:

(d) Sia k = —2. Determinare la dimensione della varieta delle soluzioni e una
sua rappresentazione parametrica:




rgA | rg S # 0?7 | dim S
1 2 2 si 2
-3 2 3 no —
altrim. 3 3 si 1
3sek#1,-3
rg(A) = /
&(4) {2 se k=1,-3.
Risolubile per k # —3,
dim Sol = 2 per k£ = 1.
Soluzione per k = —2:
) 1 1
yl |3 —1
= o] tefl 1| «€ R
t 2 -3

3. (8 pt) Si consideri il seguente sottospazio di R*:

U= ERY 20 +y+t=0

SRR IS

(a) Trovare una base ortogonale di U:

(b) Fornire delle equazioni cartesiane per il sottospazio U~:

2
(c¢) Determinare la proiezione ortogonale del vettore w = 8 sul sottospazio
8
U+
2
(d) Determinare la proiezione ortogonale del vettore w = 8 sul sottospazio
8
U:
1 2 0
. ) 1 0
Base: o Il o 1
0 -5 0
Equazioni di U+: y —t =2 —2y =2 = 0.
2 -2
Proiezione su U*: w | = 2 (1) . Proiezione su U: w) = _0
1 6



CORSO DI GEOMETRIA E ALGEBRA 12 settembre 2019

Cognome e Nome: Matricola:

—=—=——> || Scrivere in modo LEGGIBILE nome e cognome! | <=<—=<«—=<«—
1 0 0 2/3 0 0
1. (8 pt) Si considerino la matrice A= (2/3 1/3 -2/3|eB=1| 0 1/3 0].
2/3 0 2/3 0o 0 1

Determinare gli autovalori di A specificandone molteplicita algebriche u e
geometriche m.

Determinare le equazioni cartesiane di ciascun autospazio di A.
Determinare una base di ciascun autospazio di A.

Stabilire, motivando la risposta, se esiste una matrice invertibile N tale che
N7'AN = B. In caso affermativo, scrivere N.

Autovalori di A: 1/3con p=m=1,2/3conpu=m=1,1conu=m=1
Vis(A) = {x = 2z =0}

Vi(A) ={z+y=2y+2z=0}.

Vos3(A) = {z =y + 22 =0}

0
Vi) = Span 1)

0

2

1
Vi(A) = Span <—1>.

0
Va/3(A) = Span ( 2 )
—1

0 0 1
(d) N esiste: N = ( 2 1 1)
-1 0 2

2. (8pt) Si consideri il sistema lineare AX = B, dove X = e il vettore delle

SRS NS

incognite, A e B sono le seguenti matrici dipendenti dal parametro reale k:

—-1-k —k-3 k+2 —-k-2 -1
A:< U kre kid ) B:<_3).
kE+1 k+5 —-k-3 k+3 2

(a) Determinare il rango di A al variare di k:




(b) Determinare per quali valori di k il sistema ammette soluzioni:
(¢) Determinare per quali valori di k lo spazio delle soluzioni ha dimensione 2:

(d) Sia k = —4. Determinare la dimensione della varieta delle soluzioni e una
sua rappresentazione parametrica:

k rg A | rg S # 0?7 | dim S
-1 2 2 si 2
- 2 3 no —
altrim. | 3 3 si 1
3sek#—1,-5
rg(A) =
8(A) {2 se k =—1,—5.
Risolubile per k # —5,
dim Sol = 2 per k = —1.
Soluzione per k = —4:
T —1 1
y|l | O 1
= S el ] «eR
t —2 -3

3. (8 pt) Si consideri il seguente sottospazio di R*:
x
U= || eR e+2:4t=0
t

(a) Trovare una base ortogonale di U:

(b) Fornire delle equazioni cartesiane per il sottospazio U~:

1
(¢) Determinare la proiezione ortogonale del vettore w = ; sul sottospazio
1
U+
1
(d) Determinare la proiezione ortogonale del vettore w = ; sul sottospazio
1
U:
—2 —1 0 -1 0 —1
Base: (1) , 92 (1) o anche 8 , (1) , ?
0 5 0 1 0 —1

Equazioni di UT: ¢ —t =2 — 22 =y = 0.

Proiezione su Ut: w, =

1
g . Proiezione su U: w) =
1

OO = O



CORSO DI GEOMETRIA E ALGEBRA 12 settembre 2019

Cognome e Nome: Matricola:

—=—==—=— | Scrivere in modo LEGGIBILE nome e cognome! | <—=<—=<«—=<«—

0 1/2 —1/2 1/2 0 0
1. (8 pt) Si considerino la matrice A = ( 0 1/2 0 ) e B= ( 0 0 0).
1/2 1/2 0 0 00

(a) Determinare gli autovalori di A specificandone molteplicita algebriche p e
geometriche m.

(b) Determinare le equazioni cartesiane di ciascun autospazio di A.

(c¢) Determinare una base di ciascun autospazio di A.

(d) Stabilire, motivando la risposta, se esiste una matrice invertibile N tale che
N7'AN = B. In caso affermativo, scrivere N.

(a) Autovalori di A: 1/2 con p=m =1
(b) Via(4) = {z =y — 2 = 0},

0
(©) Vija(A) = Span{Q)}.

(d) A e B non sono simili ad esempio perché A non & diagonalizzabile, invece
B ¢ diagonale: tale N non esiste.

2. (8pt) Si consideri il sistema lineare AX = B, dove X = e il vettore delle

S+ e s

incognite, A e B sono le seguenti matrici dipendenti dal parametro reale k:
4—k 1 2—-k 2 -3
A= (3—k 11—k k-1 2—2k>, B = (2)
k-1 14k —k 2k -1
(a) Determinare il rango di A al variare di k:
(b) Determinare per quali valori di k il sistema ammette soluzioni:

(c) Determinare per quali valori di & lo spazio delle soluzioni ha dimensione 2:

(d) Sia k = 2. Determinare la dimensione della varieta delle soluzioni e una sua
rappresentazione parametrica:




k rgA|rgA|S#0? | dimS
-1 2 2 si 2
3 2 3 no —
altrim. | 3 3 si 1
3sek#—-1,3
A) = ’
rg(4) {2 se k=—1,3.
Risolubile per k # 3,
dim Sol = 2 per k = —1.
Soluzione per k = 2:
x 0 2
Z = :;) + 32 , a€R
t —1 -3

3. (8 pt) Si consideri il seguente sottospazio di R*:

U= ERYy+22+t=0

SRS IS

(a) Trovare una base ortogonale di U:

(b) Fornire delle equazioni cartesiane per il sottospazio U~:

0
(c¢) Determinare la proiezione ortogonale del vettore w = (2) sul sottospazio
8
U+t
0
(d) Determinare la proiezione ortogonale del vettore w = g sul sottospazio
8
U:
0 0 1 0 1 0
Base: —2 1 0 1| (o] [-1
ase: T2l lo o anche o Iblol |1
0 -5 0 1 0 —1

Equazioni di U*: y —t =2 —2y =2 = 0.

0 0
Proiezione su U*: w; = 2 % . Proiezione su U: w) = g) :
1 6



