CORSO DI GEOMETRIA E ALGEBRA

10 luglio 2015

Cognome e Nome:

Matricola:

Corso di Laurea:

Anno di corso:

. Dare la definizione di una funzione f: A — B generica iniettiva.

Dimostrare che, se L: V — W ¢ lineare e iniettiva, allora Ker L = {Oy }.

. Siano wq,...,u, vettori di uno spazio vettoriale V. Fornire la definizione di
{uy,...,ux} come lista di generatori di V.

Dimostrare che, se {u1, w2, u3} sono generatori di V, e uy € V, allora i vettori
{u1, us, u3,us} non sono linearmente indipendenti.

1 1
. Si considerino i vettori di R®: w; = ( 1 > e Uy = (0) Stabilire se il vettore
-1 2

)
v = (2) appartiene al sottospazio Span(ui, us) (motivare la risposta).
4

. Sia A € Mg(3) una matrice quadrata di ordine 3 con det A = —2. Calcolare i
seguenti determinanti:

det A® = det(—A) = det(3A4) = det(A™) =

. Sia AX = B un sistema di 5 equazioni in 3 incognite. Posto A = (A|B),
supponendo che esista un’unica soluzione, determinare:

rgA = ; rg(A) =




X

. Sia L: R? — R? lineare; sia Im L = {(y) ERY o +2y+32=2—-2y=0}. Le
z

iniettiva? motivare la risposta.

1 01
. Si consideri la matrice seguente: A = (2 1 2). Stabilire se i seguenti vet-
101

tori sono autovettori di A, ed in caso affermativo calcolare gli autovalori A
corrispondenti:

1

(a)(O): no O stO, A= . (b)(é) no O 1O, A=
0 —1
0 0

(¢) (O): no O si(O, A= . (ad) (2): no O si(O, A=
0 0

. Si consideri la forma quadratica q(z,y) = 2% + y* + 6xy.

Si stabilisca il segno di gq.

. Siano U sottospazio vettoriale di R®, con dimU =3;u=| 1 | ev =
1
1

Dire se le seguenti affermazioni sono sempre vere oppure no:

OO R =
Mm
-

(a) dimU*+=2; siO no O
(b) se dimW = 2, allora W e U sono in somma diretta; si O no O

(c) cU siQ no O

(NNl

8. Sia A una matrice simmetrica 3 x 3. Sapendo che 1 e 7 sono autovalori di A e

1
che V; = Span (1), determinare:
1

(a) la dimensione dell’autospazio Vz;

(b) le equazioni dell’autospazio V.
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A. Dare la definizione di una funzione f: A — B generica suriettiva.

Dimostrare che, se L: V' — W ¢ lineare e suriettiva, e {vy,...,v,} ¢ una base di
V', allora {L(vy),...,L(v,)} & una lista di generatori di .

B. Siano wuq,...,u; vettori di uno spazio vettoriale V. Fornire la definizione di
{uy,...,ux} come vettori linearmente indipendenti.

Dimostrare che, se ug € Span(uy, us), allora esiste una combinazione lineare non
banale di wy, us, u3 che produce il vettore nullo di V.

1. Si consideri la matrice seguente: A = <

1 11
0 3 3). Stabilire se i seguenti vet-
011

tori sono autovettori di A, ed in caso affermativo calcolare gli autovalori A

corrispondenti:

0

2
(a) (0): no O stO, A=

0
(¢) (—1) : no(Q stO, A=

1

(b) (8) no O si(O, A=
0

0
(d) ((1)) no O siO, A=

2. Si consideri la forma quadratica q(z,y) = 227 + 2y — 4.

Si stabilisca il segno di gq.




1 0
—1 0
3. Siano U sottospazio vettoriale di R®, con dimU =2;u=| 1 |ev=]| 1 | €
-1 -1
1 1

U. Dire se le seguenti affermazioni sono sempre vere oppure no:

(a) dimU*+=4; si(Q no O
(b) se dimW =4, allora dim(W NU) >1; si O no O

(c) cUt;, 10 no O

OO O =

4. Sia A una matrice simmetrica 3 x 3. Sapendo che 2 e 5 sono autovalori di A e

1 1
che V5 = Span ((1), (—1)), determinare:
1 0

(a) la dimensione dell’autospazio Vj;

(b) le equazioni dell’autospazio V.

-1 1
5. Si considerino i vettori di R?: u; = ( 1 > e Uy = (O) Stabilire se il vettore
2 1

4
v = (2) appartiene al sottospazio Span(u,, us2) (motivare la risposta).
5

6. Sia A € Mg(3) una matrice quadrata di ordine 3 con det A = —3. Calcolare i
seguenti determinanti:

det A* = det(—2A) = det(3A) = det(A™) =

7. Sia AX = B un sistema di 5 equazioni in 3 incognite. Posto A = (A|B),
supponendo che esista almeno una soluzione e dim Ker A = 1, determinare:

rgA= rg(A) =

4

T
8. Sia L: R* — R? lineare; sia Ker L = {<y> € R?|x+2y = 2z = 0}. L & suriettiva?

motivare la risposta.
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. Siano wq,...,u, vettori di uno spazio vettoriale V. Fornire la definizione di
{uq,...,ux} come lista di generatori di V.

Dimostrare che, se {uy, w2, us} sono linearmente indipendenti, allora {w;,us}
non sono generatori di V.

. Dare la definizione di una funzione f: A — B generica iniettiva.

Dimostrare che, se L: V. — W & lineare e iniettiva, e {v1,v2} € una base di V,
allora {L(v1), L(v2)} sono linearmente indipendenti in .

. Sia A € Mg(3) una matrice quadrata di ordine 3 con det A = 2. Calcolare i
seguenti determinanti:

det A% = det(—3A) = det(bA) = det(A™1) =

1 1
. Si considerino i vettori di R?®: w; = (1) e Uy = <—2>. Stabilire se il vettore
1 0

5
v = (—4) appartiene al sottospazio Span(u;, us) (motivare la risposta).
2

T

. Sia L: R* — R? lineare; sia Im L = {(y) € R? |20 +2y+32 = 0}. L & iniettiva?
z

motivare la risposta.




. Sia AX = B un sistema di 5 equazioni in 4 incognite. Posto A = (A|B),
supponendo che esista un’unica soluzione, determinare:

rgA= rg(A) =

. Si consideri la forma quadratica q(x,y) = 2vy — 2 — 3°.

Si stabilisca il segno di g.

2 -2 0
. Si consideri la matrice seguente: A = (1 -1 0). Stabilire se i1 seguenti vet-
1 -1 1

tori sono autovettori di A, ed in caso affermativo calcolare gli autovalori A
corrispondenti:

0
(a) <0> : no () siO, A= . (b) ((1)> : noQ siO, A=
0 0

1 0
(¢) (1) : no(Q siO, A= . (d) (0) . no Q) si(O, A=
0 3

. Sia A una matrice simmetrica 3 x 3. Sapendo che 1 e 4 sono autovalori di A e
1

che V, = Span (—1), determinare:
1

(a) la dimensione dell’autospazio Vi;

(b) una base dell’autospazio V;.

1
1
. Siano U sottospazio vettoriale di R®, con dimU =4;u=| 1 [ ev =
—1
-1 -1
U. Dire se le seguenti affermazioni sono sempre vere oppure no:

_— o oo

(a) dimU*+ =4; si O no O
(b) se dimW =1, allora WNU = {0}; s1 O no O

@ |1] ¢t $O  mO

OO~
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A. Siano wq,...,u, vettori di uno spazio vettoriale V. Fornire la definizione di
{uq,...,ux} come vettori linearmente indipendenti.

Dimostrare che, se {uy, us, us, us} sono linearmente indipendenti, allora i vettori

{u1, us, w3} non sono generatori di V.

B. Dare la definizione di una funzione f: A — B generica suriettiva.

Dimostrare che, se L: V. — W ¢ lineare e non é suriettiva, e {vy,...,v,} & una

base di V, allora Span(L(v1), ..., L(v,)) # W.

1. Si consideri la forma quadratica q(z,y) = 32* + 3y* — 4ay.

Si stabilisca il segno di gq.

11 2

2. Si consideri la matrice seguente: A = <O 1 2). Stabilire se i seguenti vet-

01 2

tori sono autovettori di A, ed in caso affermativo calcolare gli autovalori A

corrispondenti:

0
(a) ((1)) no O si(O, A=

4
(¢) (O) : no(Q s1O, A=
0

0
(b)<2>: no O s1O, A=

—1

(d) <8) no O siO, A=
0




. Sia A una matrice simmetrica 3 x 3. Sapendo che 3 e 6 sono autovalori di A e

1 1
che V3 = Span ((—1), <O>), determinare:
1 1

(a) la dimensione dell’autospazio V;

(b) una base dell’autospazio V5.

1 1
1 1
. Siano U sottospazio vettoriale di R®, con dimU =2;u= | -1| ev=]0]| € U.
1 1
-1 0
Dire se le seguenti affermazioni sono sempre vere oppure no:
(a) dimU*+=3; siO no O
(b) se dimW = 3, allora dim(W NU)=0; s1 O no O
0
1
() |-11¢U. s0O no O
—1
1
. Sia A € Mg(3) una matrice quadrata di ordine 3 con det A = —4. Calcolare i
seguenti determinanti:
det A% = det(—3A) = det(24) = det(A™) =

1 0
. Si considerino i vettori di R®: w; = (2) € Uy = (1) Stabilire se il vettore
—1 1

2
v = (—5) appartiene al sottospazio Span(uy, us) (motivare la risposta).
4

z

T
. Sia L: R* — R? lineare; sia Ker L = {(y) € R*|2z —y = 0}. L @& suriettiva?

motivare la risposta.

. Sia AX = B un sistema di 6 equazioni in 5 incognite. Posto A = (A|B),
supponendo che non esistano soluzioni e dim Ker A = 1, determinare:

igA= rg(A) =




