CORSO DI GEOMETRIA E ALGEBRA

22 giugno 2015

Cognome e Nome:

Matricola:

Corso di Laurea:

Anno di corso:

. Sia A una matrice k x n e AX = 0 il sistema lineare omogeneo associato.
Dimostrare che I'insieme delle soluzioni del sistema e un sottospazio di R". Come
si calcola la sua dimensione?

. Sia L: V — W un’applicazione lineare tra spazi vettoriali. Dimostrare che L &
iniettiva se e solo se dim Ker L = 0.

. Definire il rango di una matrice A di ordine k X n.

. Stabilire se le seguenti equazioni rappresentano un piano nello spazio:

T — z=2
(a){x—y:Q s1 O no O (b){% +yy+_220 si O no O
(¢) {§$__y;; j_gjz 6 si O no O (d) {z =2 s1 O no O

) 1 —12
. Si consideri la seguente base di R*: B = {( 7 ), < 8 ), (—7) } Sia X il
-3 —6 8

1

vettore di R? le cui coordinate rispetto a B sono (1) Si determini X.
1




1 1
4. Sia S = { <1>, (—1)} . Stabilire se le seguenti liste completano S a una base
1 0

di R?.

2 0 0

(a) { (0), <0> } si O no O (b) { <0> } si O no O
1 1 1
2 0 0

(c) {(O) } si O no O (d) { <O>, (0)} si O no O
1 0 1

5. Siano v, v, v3 vettori di uno spazio vettoriale V', e sia u € Span(vq, vy, v3).
Dire se le seguenti affermazioni sono sempre vere oppure no:

a) Span(u) C Span(vy,va,v3); si O no O

) u=awv; perun dato a € R;  si O no ()

(¢) dim Span(vy,vs,v3) < dim Span(vy, ve, v3,u); st O no O

(d) Span(vq,vs,v3) = Span(vy, vy, u). si O no O

6. Indicare quali delle seguenti matrici sono diagonalizzabili:

oht) okl ok ol ol

7. Stabilire se le seguenti applicazioni sono lineari:

o [:R> 5 R, L<‘E):<f"’_1>; sO 100

Y Y

r—=y
e LR R L 2y>; 10 no O

o L:R2 R, L

()
e [: R? 5 R?, L(I>:<O>; sO 1m0
(5)=(

8. Definire il concetto di autovettore di un operatore lineare L: V' — V.
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A. Siano A una matrice kxn e B € R¥ non nullo. Enunciare e dimostrare il Teorema
di Rouché-Capelli per il sistema lineare AX = B.

B. Siano A e B matrici quadrate di ordine n. Dimostrare che se A e B sono simili
hanno lo stesso polinomio caratteristico.

1 1
1. Sia S = { (1), (—1) } . Stabilire se le seguenti liste unite a S generano R3.
1

2 0 0

(a) { (0) } siO no O (b) { (0), <0> } si O no O
1 0 1
2 0 0

(c) { (0), (O) } SEQ) no O (d) { <0> } st O no O
1 1 1

2. Fornire la definizione di sottospazio U di uno spazio vettoriale reale V.

4 1 11
3. Si consideri la seguente base di R?: B = { ( 7 ), ( 7 >, (7) } Sia X il vettore
—6 5)

1
di R? le cui coordinate rispetto a B sono <—1 . Si determini X.




4. Stabilire se le seguenti equazioni rappresentano una retta nello spazio:

r—y+z=1

Sl no
r+y—22=0 O O

(a){x—i—y:l si O no O (b){

rT—2y+z=1 z=2
. d \
(C){3$—6y+32’:3 50 no O (){CB—l 50 no O

5. Siano vq, vy vettori di uno spazio vettoriale V', e siaw € V', con u & Span(v;, vs).
Dire se le seguenti affermazioni sono sempre vere oppure no:

(a) Span(wvy) C Span(vy,vs); si O no O

(b) w1, vs,u sono linearmente indipendenti; si () no O
)
)

(c

(d) Span(v; + vy) = Span(vy) 4+ Span(vy). st O no O

dim Span(v;,v3) < dim Span(vy,va,uw); si O no O

6. Indicare quali delle seguenti matrici sono diagonalizzabili:

ofiz) o oGy o) oGl

7. Fornire la definizione di autovalore di un operatore lineare L: V — V.

8. Stabilire se le seguenti applicazioni sono lineari:
. 2 2 X o T . N
o [: R* = R7 L(y)_<y+1>’ si O no Q)
<I i 3y> si O no (O
< > no O

£E+y
) no Q).

o [:R? > R? L(Z

Y

)
o L:R? 5 R? L(*T)
)

o [:R? - R L(”C
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A. Siano U e W sottospazi di uno spazio vettoriale V. Definire l'insieme U + W e
dimostrare che ¢ un sottospazio di V.

B. Sia A una matrice n X n, dimostrare che o € R ¢ un autovalore di A se e solo se
det(A — al,) = 0.

1. Stabilire se le seguenti equazioni rappresentano un piano nello spazio:

. r—y+z=0 .
(a){:z::Q si O no O (b){Z:IJ—Zy—i—Zz:O si O no O
(c) {IE +y=0 siO no O (d) {ix+_yy—+zZ:202 si O no O

2 0
2. Sia S = (1), (—1) } . Stabilire se le seguenti liste completano S a una base




3. Fornire la definizione di matrice ortogonale di ordine n.

1 ) -9
4. Si consideri la seguente base di R3: B = { ( 7 ), ( 8 >, (—7) } Sia X il vettore
-3 -5 8

1
di R? le cui coordinate rispetto a B sono < 1 > Si determini X.
—1

5. Siano wg, ug, us vettori di uno spazio vettoriale V', e sia U = Span(uq, ug, u3).
Dire se le seguenti affermazioni sono sempre vere oppure no:
(a) 2wy + 3uy — V3uz € U; siO no O
(b) dim Span(u, us) < dimU; si O no O
(c) Se uz € Span(uy,us), necessariamente dimU = 2;  si O no O
(d) Span(w;,us) + Span(us) =U. si O no O

6. Indicare quali delle seguenti matrici sono diagonalizzabili:

oG 3 oy o) o) oy

7. Stabilire se le seguenti applicazioni sono lineari:

e L:R? 5 R? L($>:<x2?/_y>; st O no O

T
o [: R? —» R L<§> = <x+2y>; si O no Q)
T
ey 2 T\ 0 . N
o [.: R* — R7, L<y)_<az—s—y>’ si O no ()
2 N
o [:R? - R? L(‘;) = (yj2> si O no O

8. Definire il rango di una matrice A di ordine k X n.
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A. Sia L: V — W un’applicazione lineare. Definire Im L e dimostrare che ¢ un

sottospazio di W.

B. Sia A una matrice invertibile n X n. Dimostrare che le sue colonne sono linear-

mente indipendenti.

1. Caratterizzare un sistema (lista) ortogonale di vettori L = {uy,...ux} presi in

uno spazio vettoriale V.

2. Siano wug, ug, w3 vettori di uno spazio vettoriale V', e sia U = Span(uy, ug, u3).

Dire se le seguenti affermazioni sono sempre vere oppure no:

(a) up+us+uzs €U; siQO no O

(b) dimU =3; s1 (O no O

(¢) Se ug € Span(uy, us), allora U = Span(ui,us); st O no O
(d) Span(u; +u2) CU. si(Q no O

3. Indicare quali delle seguenti matrici sono diagonalizzabili:

oG oGy oy oli  of

20
0 2)°




4. Stabilire se le seguenti equazioni rappresentano una retta nello spazio:

(a) {21: —3y=0 st O no O (b) {;;:_y;__z;:ol si O no O
roytez=-l ] = si no
<c>{_2x+2y_2222 90 w0 @{y=3 €0 w0

) 2 5)
5. Si consideri la seguente base di R*: B = { ( 8 ), ( 7 >, (—7) } Sia X il vettore
-3 —6 —8

1
di R? le cui coordinate rispetto a BB sono (1) Si determini X.
1

1 1
6. Sia S = { (1), (—1) } . Stabilire se le seguenti liste unite a S generano R?.
0

2 0 1

(a) { (0) } si O no O (b) { (0), <0> } si O no O
0 0 0
1 1 1

() { <O>, (0) } si O no Q) (d) { (0) } siO no Q)
1 0 1

7. Stabilire se le seguenti applicazioni sono lineari:

o L:R> R, L(;C) = (fiz%) si O no O
x

o [:R? - R? L(;) = <2xy— 1); si O no O

e L: R? -5 R? L@) = <;’_‘;/2> s O no O

o [:R? - R? L(;) = <2(L> st O no O

8. Definire il concetto di autovettore di un operatore lineare L: V — V.




