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1. (10 punti). Si considerino in R3 il punto O = (0, 0, 0) e la retta r : x =
y = 0. Siano X1 = R3 \ {O} e X2 = R3 \ {r}.

(a) Verificare che X1 e X2 sono connessi per archi.

(b) Stabilire se X1 e X2 sono omeomorfi.

(c) Stabilire se X2 è un retratto di deformazione di X1.

(d) Stabilire se X1 e X2 sono omotopicamente equivalenti.

2. (10 punti). Siano S e T superfici regolari in R3.

(a) Mostrare che se i : S → T è una isometria e α : [0, 1] → S è
una curva geodetica chiusa in S allora i ◦α è una curva geodetica
chiusa in T .

(b) Fissato r > 0 si consideri la superficie regolare Sr in R3 data da

Sr = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = r2}.

Determinare tutte le curve geodetiche chiuse di Sr.

(c) Fissati R > r > 0 discutere se le due superfici Sr e SR possono
essere isometriche.

(d) Fissato r > 0 descrivere tutte le isometrie di Sr in sé.

3. (10 punti). Sia P ⊂ R[x] l’insieme dei polinomi reali monici di grado
2. Identifichiamo in modo naturale P a R2. Si consideri l’applicazione
F : M(2,R) → P che a una matrice reale A ∈ M(2,R) associa il suo
polinomio caratteristico pA(x) ∈ P ,

F (A) = pA(x).

(a) Fissata A ∈M(2,R), calcolare il differenziale di F nel punto A,

dFA : TAM(2,R)→ TpA(x)P

visto in modo naturale come una applicazione lineare da R4 a R2.
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(b) Dire per quali matrici A ∈M(2,R) il differenziale dFA non è una
applicazione suriettiva.

(c) Fissati numeri reali λ, µ con λ 6= µ sia Vλ,µ ⊂ M(2,R) il sottoin-
sieme formato dalle matrici con autovalori λ, µ. Dimostrare che
Vλ,µ è una sottovarietà regolare di dimensione 2.

(d) Determinare lo spazio tangente a Vλ,µ nel punto dato dalla matrice

diagonale ∆ =

(
λ 0
0 µ

)
.
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