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L’energia di Dirichlet di un insieme Ω ⊂ Rd è definita come

E(Ω) = min
w∈H1

0 (Ω)

1
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∫
Ω
u dx. (0.1)

Diciamo che un insieme Ω ⊂ Rd è una sottosoluzione per l’energia di Dirichlet, se per ogni
Ω̃ ⊂ Ω si ha

E(Ω) + |Ω| ≤ E(Ω̃) + |Ω̃|, (0.2)

dove con | · | indichiamo la misura di Lebesgue su Rd.

In questo seminario dimostreremo che se Ω è una sottosoluzione per l’energia di Dirichlet,
allora per ogni x ∈ Rd vale una delle seguenti affermazioni:

• |B(x, r) ∩ Ω| = 0 per qualche r > 0,

• lim supr→0
|B(x,r)∩Ω|
|B(x,r)| ≥ c,

dove c è una costante che dipende soltanto dalla dimensione e B(x, r) indica la palla centrata
in x di raggio r. Come conseguenza otteremo che il seguente problema di ottimizazione di
forma, ha soluzione nella classe degli insiemi aperti:

min {λ2(Ω) + |Ω| : Ω ⊂ D} , (0.3)

dove λ2 è il secondo autovalore del Laplaciano di Dirichlet su Ω, e D ⊂ Rd è un insieme
aperto e limitato.
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