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ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 15 gennaio 2024

Esercizio 1. Posto, per t € R, f(t) = maX{O, 1— t2}, si consideri la successione di funzioni
up(z) = f(n(x —n)) zeR, neN.

Per n — oo studiare la convergenza quasi ovunque in R e le convergenze in tutti gli spazi LP(R),
per 1 < p < oo [Suggerimento: trattare dapprima i casi p =1 e p = oo, della successione uy,.

Esercizio 2. Dare un esempio di misura relativa ¢ sullo spazio misurabile (R, L), dove £
denota la o—algebra degli insiemi misurabili secondo Lebesgue, tale che

e([=2,2]) =1, o((=00,0)) = =1, ([0, +00)) =2

e inoltre tale misura non sia né assolutamente continua né singolare rispetto alla misura u
di Lebesgue. Trovata la misura ¢, individuare e scrivere esplicitamente le misure variazione
superiore T, variazione inferiore ¢~ e variazione totale |¢p|.

Esercizio 3. Indicati con ¢! ed ¢*° gli usuali spazi di successioni reali a = (a,as,...) tali
che |lalli = Y07 |an] < 400 € ||alloc = sup,en|an| < +00 € con ¢ il sottospazio di £>° delle
successioni infinitesime, sia T : £! — ¢*° 'applicazione definita da (Ta),, := Y pe, @k, n € N.

a) Provare che l'operatore T' & ben definito, lineare e continuo. Calcolare la norma di 7" in
L0, 0).

b) Dimostrare che T' & iniettivo.

c¢) Provare che il rango (o immagine) T'(¢!) & strettamente contenuto in ¢y e contiene stret-
tamente (1.

d) Verificare che l'operatore S := T~ 1|1, definito dunque come l'operatore inverso di T'
ristretto a ¢!, & un elemento di £(¢!,¢') e calcolarne la norma.

Esercizio 4. Nello spazio di Hilbert reale V = L?(1,4+00) si definisca

A(f):/(1 Md:c per ogni f € V.

4oo) T

Fissati gli insiemi X = {f € V: A(f) =0} e K ={f € V: A(f) > 2}, rispondere alle seguenti
domande motivando opportunamente le risposte date.

a) Provare che X e K sono sottoinsiemi non vuoti di V' e che entrambi sono chiusi in V.
b) X e K sono sottospazi di V? Individuare in ogni caso i due sottospazi chiusi X+ e K.

c¢) L’elemento g = X(; ., funzione caratteristica del sottoinsieme (1,e) C (1,+4o00) (ciog,
uguale a 1 su (1,e) e a 0 altrove), appartiene a X o a K?

d) Calcolare esplicitamente, se possibile, le proiezioni dell’elemento g su X e K.



ANALISI MATEMATICA 4
Prova scritta del 21 febbraio 2024

Esercizio 1. Si considerino le funzioni f, : [-1,1] — R definite da

fn(x):L -1<z<1, neN

a) Studiare le convergenze quasi ovunque, quasi uniforme e in misura della successione
{fn} in [-1,1] e individuare la funzione limite f.

b) Provare che sia le f, che la f limite appartengono a LP([—1,1]) per ogni 1 < p < oo
e discutere la convergenza di f,, a f in ognuno di questi spazi.
Esercizio 2. In questo esercizio ci occupiamo delle funzioni f : [—1,1] — R assoluta-

mente continue e indichiamo con f’ la derivata q.o. di f nell'intervallo [—1,1].

a) Ricordare la definizione di funzione assolutamente continua in [—1, 1] e discutere la
relazione tra queste funzioni e quelle a variazione limitata nello stesso intervallo.

b) Ricordare la caratterizzazione delle funzioni assolutamente continue in [—1, 1] trami-
te la formula fondamentale del calcolo.

¢) Provare che l'insieme AC([—1,1]) delle funzioni f : [-1,1] — R assolutamente
continue & uno spazio vettoriale.

d) Posto, per f € AC([-1,1]), |Ifll = |f(0)| + f[—1 y |fldp dove i denota la misura
unidimensionale di Lebesgue, discutere se || - || definisce effettivamente una norma
in AC([-1,1)).

Esercizio 3. Si consideri lo spazio X = L(0, +00) reale.

a) Dare un esempio di sottospazio chiuso di X non banale (cioe, diverso dal sottospazio
nullo e da tutto lo spazio).

b) Dare un esempio di sottospazio denso in X non banale.
c¢) Fornire infine un esempio di un sottospazio di X che non sia né chiuso né denso
in X.
Esercizio 4. Sia f : R — R la funzione 27-periodica definita da f(x) = x* per
—r <z <.
a) Sviluppare f(x) in serie di Fourier.
b) Discutere convergenza puntuale, uniforme e in L*(—m, ) della serie di Fourier di f.

¢) In base ai risultati di convergenza puntuale/uniforme, calcolare la somma delle serie

XL &
numeriche Z e e Z 2
k=1 k=1




ANALISTI MATEMATICA 4
Scrittino del 19 giugno 2024

Esercizio 1. Data la successione di funzioni

1 se 0 <o <
n+1
folz) = 1 re(0,1), n=12,...
n 7_ Se L S T < 1 ) ) 7 Y 7 ?
Vv
per n — oo studiare le convergenze quasi ovunque, quasi uniforme, in misura e nei vari
spazi LP(0,1), per 1 < p < 0.

n+1

Esercizio 2. Si consideri lo spazio di Hilbert L?(1, +00) reale e si definisca
K={feL*1,+00): —1< f(z) <e® perqo. z € (1,+00)}.
Rispondere alle seguenti domande motivando opportunamente le risposte date.

a) L’insieme K potrebbe essere vuoto? K ¢ convesso? ¢ un sottoinsieme chiuso di
L*(1,400)?

b) Mostrare che I'elemento g = X(2,3) — X(1,2), dove X4 indica la funzione caratteristica
del sottoinsieme A C (1,+o00) (cioe, X4 vale 1 su A e 0 altrove), appartiene ad
L*(1,400).

c) Ricordare il teorema delle proiezioni e calcolare esplicitamente la proiezione dell’ele-
mento g su K.



ANALISTI MATEMATICA 4
Scrittino del 16 luglio 2024

Esercizio 1. Si consideri la successione di funzioni

—1
fulz) =2 — Xppai((@), @€ (0,400), neN,

dove x — X 4(x) denota la funzione caratteristica dell’insieme A C (0, +00).

a) Discutere I'integrabilita delle funzioni f,, in (0,400), per n € N fissato, rispetto alla
misura p di Lebesgue su R;

b) studiare la convergenza quasi ovunque, quasi uniforme e in misura di {f,} in
(0, +00);

c) indicata con f la funzione limite delle f,, si chiede se lim fndp esiste e vale
/ fdu.
(0,400)

Esercizio 2. In questo esercizio ci occupiamo di spazi di Hilbert.

a) Richiamare la definizione di spazio pre-hilbertiano H in ambito complesso e reale e
introdurre la norma || - || associata al prodotto scalare.

b) Controllare le proprieta di norma per || - ||g e dire in quali condizioni uno spazio
pre-hilbertiano e anche uno spazio di Hilbert.

c¢) Sia ora H lo spazio di Hilbert L?*(—7, ) reale: fornire esplicitamente un esempio di
sottospazio S di H che sia diverso dal sottospazio costituito dal solo elemento nullo
e da tutto lo spazio H.

d) Nello spazio H = L*(—n,w) dare anche un esempio di convesso chiuso non vuoto
C C H che non sia un sottospazio e che contenga almeno i due elementi rappresentati
dalle funzioni sinz e cosz, © € (—m, 7). Introdotto I'esempio, fornire le relative
spiegazioni per convessita e chiusura.



ANALISTI MATEMATICA 4
Scrittino del 29 agosto 2024

Esercizio 1. Si consideri la successione di funzioni

TL2

:m, JTER,HEN.

()

a) Discutere 'integrabilita delle funzioni f, in R, per n € N fissato, rispetto alla misura
i di Lebesgue su R;

b) studiare la convergenza quasi ovunque, quasi uniforme e in misura di {f,} in R;

c) indicata con f la funzione limite delle f,, discutere Iintegrabilita di f in R e la
validita del passaggio al limite

n—oo

lim fndu:/fd,u.
R R

Esercizio 2. In questo esercizio ci occupiamo di norme. Introdotto lo spazio vettoriale

reale X = C'(]0,1]) e il sottoinsieme V = {f € X : f(0) =0},
a) controllare che V' & un sottospazio vettoriale di X.

b) Dimostrare che || f|l. = m%}i |f(x)| definisce una norma in X.
€0,

c) Provare che | f||, = m[ax] |f(x)| non & una norma in X mentre risulta essere una
z€|(0,1
norma in V.

d) Discutere I'equivalenza o meno delle due norme || - ||, e | - || in V.



ANALISI MATEMATICA 4
Scrittino del 25 settembre 2024
Esercizio 1. Data la successione di funzioni
1
se O<z<n

fn(l’): nz+1 ) $6(07+OO>7 77,:1,2,...,
0 se T >n

per n — oo studiare le convergenze quasi ovunque, quasi uniforme, in misura e nei vari
spazi LP(0,+00), per 1 < p < oo.

Esercizio 2. Si consideri lo spazio di Hilbert L?*(R) reale e si definisca
K={feL’R): |f(z)| <|sinz| perq.o. z€ (—m, )}
Rispondere alle seguenti domande motivando opportunamente le risposte date.

a) L’insieme K potrebbe essere vuoto? K & convesso? e un sottoinsieme chiuso di
L*(R)?

b) Indicata con X4 indica la funzione caratteristica del sottoinsieme A C R (cioe, X 4
vale 1 su A e 0 altrove), mostrare che ’elemento

g9(x) = X@2m(x)cosz, x€R,
appartiene ad L?*(R).

c) Ricordare il teorema delle proiezioni e calcolare esplicitamente la proiezione dell’ele-
mento g su K.



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 10 gennaio 2023

n()é

Esercizio 1. Posto, per « € R, n € N, ¢ > 0, f,(r) = ————, si consideri la serie

(z+1)n+l”
(o]
D fala).
n=1
a) Per n € N fissato, discutere l'integrabilita delle funzioni f, in (0, +00) rispetto alla misura
1 di Lebesgue.

b) Al variare di a € R si discuta la convergenza quasi ovunque, quasi uniforme e in misura
per la serie di funzioni.

¢) indicata con s, (z) la somma della serie per gli « € R e gli z € (0, 400) per cui & definita,

studiare 'integrabilita secondo Lebesgue di sq.

Esercizio 2. In questo esercizio ci occupiamo delle funzioni f : [-1,1] — R a variazione
limitata e indichiamo con V|_; 1j(f) la variazione totale di f nell'intervallo [—1,1].

a) Ricordare le definizioni di funzione a variazione limitata e di variazione totale, ed enunciare
il risultato che lega le funzioni a variazione limitata alle funzioni monotone crescenti nello
stesso intervallo.

b) Dimostrare chese f : [-1,1] — R & a variazione limitata in [—1, 0] e in [0, 1] separatamente,
allora f ¢ a variazione limitata in [—1, 1].

c¢) Provare che l'insieme BV ([—1,1]) delle funzioni f : [-1,1] — R a variazione limitata &
uno spazio vettoriale.

d) Posto, per f € BV ([-1,1]), ||fll = f[il 1 |f(z)|dz + V_1 j(f), l'integrale essendo inteso

nel senso di Lebesgue, discutere se || - || definisce effettivamente una norma in BV ([—1, 1]).

Esercizio 3. Nello spazio vettoriale R? si considerino le norme
1
x|y == (|x1|p + |1:2|p) /p sel <p<oo; |[%)eo:= max{|x1|, |x2|}, per x = (x1,z2) € R2.
a) Dimostrare che || - || € equivalente a || - ||, per qualunque p € [1, 00).

b) Se A & il sottoinsieme di R? dato dal segmento di estremi (1,0) e (0, 1), con estremi inclusi,
provare che A & convesso e chiuso in (R?,]| - ||,) per qualunque p € [1, cq].

c) Per ogni p € [1,00] calcolare la distanza, espressa in norma || - ||,, del punto (0,0)

dall’insieme A e trovare i punti di A che realizzano tale distanza.

Esercizio 4. Siano X = L?(—m,7) realee V = {f ceX: f(—mr) flx)dx = O}.

a) Dimostrare che V' & un sottospazio vettoriale di X. E anche chiuso in X? In ogni caso
individuare il sottospazio V= .

b) V & dunque spazio prehilbertiano rispetto allo stesso prodotto scalare di X. V & anche
completo, cioe risulta esso stesso uno spazio di Hilbert?

c¢) Provare che V' ammette un sistema ortonormale completo.



ANALISI MATEMATICA 4
Prova scritta del 20 febbraio 2023

Esercizio 1. Sia {f,} una successione di funzioni f,, : (—=1,1) — R, misurabili secondo
Lebesgue e tali che —1 < fu(z) < |z[~'2 qo. in (—1,1), per ogni n € N. Inoltre, sappia-
mo che la successione {f,} converge a una funzione f in misura.

a) Richiamare la convergenza in misura in (1,1) per {f,} e provare che esiste una sottosuc-
cesione {f,, } tale che f,, — f q.0. ein L}(—1,1).

b) Dimostrare in seguito che per ogni p con 1 < p < 2 si hanno le convergenze f, — f in
LP(—1,1) per tutta la successione.

c¢) Costruire un esempio di successione { f,,} nelle condizioni dell’enunciato e tale che f,, /4 f

in L2(—1,1).

Esercizio 2. Si consideri lo spazio di misura (R, L, u), dove £ sta per la o—algebra degli
insiemi misurabili secondo Lebesgue e p denota la misura di Lebesgue.

a) Richiamare la definizione di misura relativa su (R, £) ed enunciare il teorema di Hahn di
decomposizione di una misura relativa;

b) dare un esempio di misura relativa ¢ che sia u-assolutamente continua e tale che
90([_272]) =1, 90((07 1)) = -2, 90((_17 —I—OO)) =3;

c¢) dare un esempio di misura relativa 1) che sia p-singolare e che soddisfi le stesse misurazioni
espresse qui sopra per ;

d) per entrambe le misure scrivere esplicitamente una decomposizione di Hahn di R.

Esercizio 3. Sia z = (2;) un elemento fissato nello spazio ¢y delle successioni reali infinitesime.
o)

Ora, nello spazio ¢! delle successioni reali z = (z}) tali che la serie |z|; = Z |zg| < +oo si
k=1
consideri 'operatore T : 1 — ¢! che a = (z}) associa y = T'z con ¥y, = 2z} per ogni k € N.

a) Provare che T' ¢ ben definito, lineare e continuo.

b) Calcolare la norma ||T||z 1,1

¢) B possibile dare condizioni su z = (z;) al fine di garantire iniettivita e/o suriettivita
dell’operatore T'7

2]

Esercizio 4. Sia f : R — R la funzione 27-periodica definita da f(z) = — per —7 <z < 7.
s

a) Sviluppare f(x) in serie di Fourier.

b) Discutere convergenza puntuale, uniforme e in L?(—x, ) della serie di Fourier di f.

o0
1
c¢) In base ai risultati trovati, calcolare la somma della serie numerica E m
n
=0



ANALISI MATEMATICA 4

Scrittino del 13 giugno 2023

Esercizio 1. Si consideri la successione di funzioni:
fu(z) =vne ™ zeR, per neN.
a) Studiare la convergenza quasi ovunque, quasi uniforme e in misura di {f,} in R;

b) discutere 'integrabilita delle funzioni f,, in R, per n € N fissato, rispetto alla misura
i di Lebesgue su R;

c) indicata con f la funzione limite delle f,,, si chiede se

n—o0

lim [ f.du esiste e vale /fd,u.
R R

Esercizio 2. Nello spazio di Hilbert reale H = L?*(0,1) si consideri il sottoinsieme
K = {v €eH: f(o 0 lv(z)]? dx < 2}.

a) Dimostrare che K ¢ non vuoto, convesso e chiuso in H.

b) Ricordare il teorema delle proiezioni e trovare esplicitamente la proiezione della
funzione f(x) =3z, x € (0,1), su K.



ANALISI MATEMATICA 4

Scrittino del 13 luglio 2023

Esercizio 1. Si consideri la successione di funzioni:

:m, $€R, pernEN.

a) Studiare la convergenza quasi ovunque, quasi uniforme e in misura di {f,} in R;

b) discutere 'integrabilita delle funzioni f,, in R, per n € N fissato, rispetto alla misura
i di Lebesgue su R;

c¢) indicata con f la funzione limite delle f,, si chiede se

lim [ f.du esiste e vale /fd,u.
R R

n—o0

Esercizio 2. Nello spazio di Hilbert reale H = L*(1,+00) si consideri il sottoinsieme
K={veH: |vix)] <2 per qo. z € (1,+00)}.
a) Provare che K & non vuoto, convesso e chiuso in H.

b) Ricordare il teorema delle proiezioni e trovare esplicitamente la proiezione su K
della funzione

8
se x € (1,5),

fx) =

z
0 se x € [5,4+00).



ANALISI MATEMATICA 4

Scrittino del 30 agosto 2023

Esercizio 1. Si consideri la successione di funzioni:

fn(x) =

5 e‘”le‘, r €R, per n e N.

a) Provare che f,, — 0 q.o. in R. Discutere anche le convergenze quasi uniforme e in
misura di {f,} in R.

b) Per n € N fissato provare I'integrabilita della funzione f, in R.
c) Per ogni n € N calcolare le norme || f,||L®) € || ful 1(®)-

d) Discutere, usando eventualmente le conclusioni di c), la convergenza f, — 0 in
LP(R) con 1 < p < 0.

Esercizio 2. Si consideri lo spazio di Banach ¢! delle successioni reali = (z) tali che
o
la serie E |z| converga, munito dell’'usuale norma. Inoltre, per ogni intero n > 1 sia

k=1
T, Toperatore da ¢! in s¢ che a # = (x},) associa y = T,z con

Ty, per k<n
Y =14 0 per k=mn .

Tr_1 per k>n

a) Provare che per n fissato T), € lineare e continuo.
b) Per ogni n € N calcolare ||T5,||z1,01)-
c) Per n € N fissato studiare iniettivita e suriettivita dell’operatore T,,.

d) Per z = (x3) fissato in £, possiamo concludere che T,z — x in ¢! per n — oo?



ANALISI MATEMATICA 4

Scrittino del 25 settembre 2023

Esercizio 1. Si considerino le funzioni f, : [0,1] — R definite da

n se 0<z< i
n

fa(z) = T per n € N (n>1).
se %Sxﬁl,

nr+1

a) Studiare la convergenza quasi ovunque, quasi uniforme e in misura di {f,,} in [0, 1]
e individuare la funzione limite f;

b) discutere U'integrabilita secondo Lebesgue delle funzioni f,, per n € N fissato e della
funzione limite f in [0, 1];

c) si chiede ora se

lim fndp esiste e vale / fdu.
[0,1]

Esercizio 2. Si consideri lo spazio di Hilbert £ delle successioni reali z = (z) tali che
o0

la serie Z |z|? converga, munito dell'usuale prodotto scalare. Si definisca poi
k=1

10
K = {x: (z) € €7 Z!ka < 1}.
k=1

Svolgere i seguenti punti motivando opportunamente le risposte date.
a) Provare che K ¢ convesso e chiuso in £2.

b) Quali degli elementi e™ della base canonica, cioe quelli che hanno la n-ima compo-
nente ugale a 1 e tutte le altre uguali a 0, appartengono a K?

¢) Mostrare che I'elemento w = (wy), con wy = 1/k per k € N, appartiene ad £2, ma
non appartiene a K.

d) Ricordare il teorema delle proiezioni e calcolare esplicitamente la proiezione dell’ele-
mento w su K.



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 11 gennaio 2022

. . f In (n7z2) |
Esercizio 1. Per n € N definiamo f,(z) := S ST e R\ {0}, f.(0):=1.
a) Discutere l'integrabilita secondo Lebesgue della funzione f,, in R, per n € N fissato.

b) Studiare la convergenza quasi ovunque della serie di funzioni Z fo(x), x €R. Se C C R indica
n=1
I'insieme degli = in cui la serie converge e s : C — R denota la somma della serie, discutere la
misurabilita dell’insieme C' e della funzione s.

(oo}
c¢) Vale la seguente uguaglianza / sdx = Z / fndx ? e inoltre s € L1(C) ?
c T Jc

Esercizio 2. Si consideri lo spazio di misura (N, P(N),#) dove N & I'insieme dei numeri interi positivi
e # denota la misura del contare. Data una successione reale non negativa {a, }, definiamo

o(E) = Z an 0n,(F) per ogni insieme F C N, (¢)
n=1

dove ¢, indica la misura di Dirac concentrata in n, per n € N.
a) Provare che ¢ ¢ una misura su (N, P(N)); ¢ & # -assolutamente continua o # -singolare?

b) Se ora {a,} denota una successione reale di segno qualunque, dare condizioni su {a,} affinche ¢
in (o) sia ben definita e risulti una misura relativa [Suggerimento: a, = (—1)"/n non funziona,
perche?].

¢) Dare un esempio di successione {a,} nelle condizioni di b) per la quale risulti p(N) = 1 e al
contempo ¢({k € N: k & primo }) = —5.

Esercizio 3. Per f € L?(1,+00) definiamo la successione

x
z=(zn), con z,= / de per ogni n € N,
(nn+1) T
I’integrale essendo inteso nel senso di Lebesgue.

a) Provare che 'operatore T' che associa a f la successione z = (z,) ¢ ben definito da L?(1, +00) in
01, ciod che z € ¢! per ogni f € L?(1,+00).

b) Dimostrare che T' ¢ lineare e limitato da L?(1,+o0) in £*.
¢) L’operatore T' ¢ iniettivo? & suriettivo?
Si intende che tutti gli spazi normati considerati sono reali.

Esercizio 4. Siano H e V due spazi di Hilbert reali, entrambi contenenti almeno un elemento di norma
non nulla, con norme hilbertiane || - ||z e || - |[v. Nello spazio prodotto W = H x V si considerino le norme

1/2
1w, 0) 11 o= Nl + lollv, l(w, 0)ll2 = (lulld + 10I5) 7 (u,0) € W.
Non ¢ richiesta la verifica che || - ||; e || - ||2 siano norme.

a) Dimostrare che || - ||1 e || - ||2 sono equivalenti.

b) Controllare che || - ||2 ¢ indotta da un prodotto scalare. Per quanto riguarda | - ||1, scegliendo
opportunamente due coppie (u,v), (u’',v") € W provare che || - ||; non verifica I'identita del paral-
lelogramma.

c) Nelcaso H=V =Rcon |- ||lg = -|lv = ||, determinare il pili piccolo insieme convesso e
chiuso di W contenente l'insieme A := {(u,v) € W : ||uH}q/2 + Hv||%,/2 < 1} (eventualmente A

stesso, se A ¢ convesso e chiuso). Inoltre, se P & I'operatore di proiezione sul sottospazio H x {0},
caratterizzare 'insieme P(A).



ANALISTI MATEMATICA 4
Prova scritta del 24 febbraio 2022
Esercizio 1. Sia  un sottoinsieme aperto di R? e sia {z,} una successione di funzioni

misurabili definite su 2 a valori in R. Tale successione risulta convergente q.o. in {2 a una
funzione z. Si abbia inoltre

/ e @ dz < 100 per ogni n € N.
Q

a) Discutere la convergenza quasi ovunque della successione {e*"}.
b) Le funzioni z ed e risultano misurabili?

¢) La funzione e* ¢ integrabile in 2 oppure non possiamo concludere nulla sull’integra-
bilita di e*?

Esercizio 2. Ci occupiamo di funzioni reali definite nellintervallo [—1, 1].

a) Adattare le definizioni di funzione a variazione limitata e funzione assolutamente
continua in [—1, 1]; dire per quali funzioni esiste la derivata q.o. e per quali vale la
formula fondamentale del calcolo (estesa all’integrale di Lebesgue).

b) Calcolare la derivata q.o. ¢’ della funzione g(x) = |z|™/°, x € [~1,1]. La funzione g
¢ assolutamente continua in [—1,1]? Motivare per bene la risposta.

¢) Determinare per quali p € [1,00] la ¢’ di cui in b) appartiene ad LP([—1,1]).

Esercizio 3. Si consideri lo spazio X = L'(R) e, per ogni intero n > 1, sia T, 'operatore
lineare (non si richiede il controllo della linearita) da X in sé che a u associa v = T, (u)
con v(z) =u(z) per z <0, v(z)=ulx+n) per x>0.

a) Provare che per n fissato T,, ¢ ben definito (cioe, T, (u) € X per ogni u € X) e
continuo.

b) Per ogni n € N calcolare ||T5,|z(x,x)-
c¢) Per n fissato studiare iniettivita e suriettivita dell’operatore T;,.

d) Per u € X = L!(R) fissata, studiare la convergenza, quasi ovunque e in L*(R), della
successione di funzioni {7},(u)}.

Esercizio 4. Sia f : R — R la funzione 27-periodica definita da f(z) = 7 +x per
—rm<z<0, eda f(z)=o—m per 0 <z <.

a) Sviluppare f(x) in serie di Fourier.

b) Detta S(x) la somma della serie, dire per quali € R sia ha che S(x) # f(x).

o0

1
¢) In base ai risultati trovati, calcolare la somma della serie numerica Z

n?’
n=1



ANALISTI MATEMATICA 4
Scrittino del 14 giugno 2022

Esercizio 1. Data la successione di funzioni

1 1
fn(:c):min{—,5—}, neN, >0,
no/a3

a) discutere la misurabilita delle funzioni f,, : (0, +00) — R rispetto alla misura unidi-
mensionale p di Lebesgue ;

b) per n — oo studiare la convergenza quasi ovunque, quasi uniforme e in misura della
successione {f,} in (0, +00);

c) per n € N fissato, determinare per quali p, con 1 < p < oo, vale inclusione
fn € LP(0,+00);

d) indicata con f la funzione limite q.o. delle f,, si chiede per quali valori dei p € [1, o0]
di cui al punto c) si abbia lim || f, — f|lzr(0,400) = 0.
n—oo

Esercizio 2. Si consideri lo spazio di Hilbert reale H = L*(—1,1) e si definisca

C:{UEH:/ |v(x)—x|2du§1}.
(_171)

Rispondere alle seguenti domande motivando opportunamente le risposte date.
a) L’insieme C' potrebbe essere vuoto? C' & convesso? € un sottoinsieme chiuso di H?

b) Per quali valori di @ € R la funzione costante u(z) = a, x € (—1,1), appartiene

a C?

¢) Ricordare 'enunciato del teorema delle proiezioni (relativo ai convessi) in spazi di
Hilbert e per a = 1 calcolare esplicitamente la proiezione di u su C.



ANALISTI MATEMATICA 4
Scrittino del 14 luglio 2022

Esercizio 1. Si consideri la successione di funzioni f,, : R — R definite da

_ 2nYr+3

fl) = 1+ (nx)?’

r € R,

per n € N.

a) Per n € N fissato studiare misurabilita e integrabilita in R della funzione f,.

>
b) Dimostrare esplicitamente che |f,(x)] < — per ogni z tale che |z| > 1.
n

c) La successione f,, converge q.o. in R? converge anche quasi uniformemente e in
misura?

d) Esaminare la convergenza in L'(R) per la successione f,,.

Esercizio 2. Siano X lo spazio R? munito della norma || - [ e Y lo spazio R? munito
della norma || - ||;.

a) Richiamare la definizione delle due norme citate nei rispettivi spazi.

b) Dare un esempio di operatore lineare e continuo

T:X —-Y taleche T(1,1,1)=(0,1).

¢) Una volta scritto I'operatore, trovare una costante C' > 0 tale che ||y|; < Cl|z||~
perogniz € X,y=T(z) €Y.



ANALISTI MATEMATICA 4
Scrittino del 30 agosto 2022

Esercizio 1. Si considerino le funzioni

1 [e.e]
fol(z) == %e’"m', neN(n>1), elaserie ; fo(z) per x €R.

a) Studiare la convergenza quasi ovunque, quasi uniforme e in misura della serie di
funzioni (NB: della serie e non della successione {f,}) in R rispetto alla misura p
di Lebesgue;

b) per n > 1 fissato discutere I'integrabilita secondo Lebesgue delle funzioni
x> Z fr(z) in R;
k=1

c) indicata con s(z) la somma della serie per gli z € R per cui ¢ definita, studiare
I'integrabilita secondo Lebesgue per questa funzione.

Esercizio 2. Sia H lo spazio di Hilbert R? munito dell'usuale prodotto scalare compo-
nente per componente. Posto

X=A{(z,y) e H: <0, z+y=0},
a) si chiede se X & un sottospazio di H.
b) Provare che X ¢ chiuso in H.
c) Esiste la proiezione del vettore (2, —1) su X7 Nel caso calcolarla esplicitamente.

d) Individuare I'insieme ortogonale X+ C H di X, giustificando per bene la risposta.



ANALISI MATEMATICA 4

Scrittino del 27 settembre 2022

Esercizio 1. Si consideri la successione di funzioni

t
fula) = T 1), men

a) Per n > 1 fissato discutere il segno, la misurabilita e 'integrabilita secondo Lebesgue
delle funzioni f,, in [—1,1].

b) Studiare la convergenza quasi ovunque, quasi uniforme e in misura della successione

{fn} in [=1,1].
c¢) Esiste finito il
lim folx)dz?

Esercizio 2. Si consideri lo spazio di Hilbert ¢2 delle successioni reali z = (z3) tali
che la serie > 7, |zx|* converga, munito dell’usuale prodotto scalare. Inoltre, per ogni
intero n > 1 sia T}, loperatore da ¢? in s¢ che a x = () associa y = T,z con

yr =x per k<n, y,=0 per k>n.
a) Provare che per n > 1 fissato T}, ¢ lineare e continuo.
b) Per ogni n € N calcolare ||T5, || z(r2,02).

)
)

c¢) Studiare iniettivita e suriettivita dell’operatore T7y.
)

d) Esiste un operatore T' € L (£?;£?) tale che per ogni k € N si abbia (T,,z), — (Tx)
per n — 00, cioe la convergenza componente per componente?



ANALISI MATEMATICA 4
Prova scritta del 14 dicembre 2022

Esercizio 1. Si consideri la successione di funzioni

Inn

) = T Gy

, reR, mneN.

a) Per n > 1 fissato discutere la misurabilita e I'integrabilita secondo Lebesgue di f,,.

b) Studiare la convergenza quasi ovunque, quasi uniforme e in misura della successione

{fn} in R.
¢) Esaminare anche la convergenza della successione { f,,} in L'(R).
Esercizio 2. Si consideri lo spazio di misura (R, £, i), dove L sta per la c—algebra degli
insiemi misurabili secondo Lebesgue e p denota la misura di Lebesgue. Dare un esempio

di misura relativa ¢ su (R, £) che non sia né p-assolutamente continua né p-singolare, e
tale che

e([=1,2]) =1 e ¢((0,400)) = —1.

Inoltre, per tale misura relativa ¢ individuare e scrivere esplicitamente le misure variazione
superiore ¢, variazione inferiore ¢~ e variazione totale |y|.

Esercizio 3. Introdotto l'insieme
X ={feC[0,+)) : f, f sono limitate in [0,+00) e f(0) =0},
controllare che X e uno spazio vettoriale e provare che le seguenti che

171l = sup £ @)+ sup £ @) 1f]la = sup | (x)

sono entrambe norme in X. Queste due norme sono tra loro equivalenti?

Esercizio 4. Nello spazio di Hilbert reale H = L*(—1, 1) si consideri il sottoinsieme

K = {v €H: / 3lv(z) — o du < 2}
(_Ll)

a) Dimostrare che K ¢ non vuoto, convesso e chiuso in H.

b) Richiamare l'enunciato del Teorema delle Proiezioni e trovare esplicitamente la
proiezione su K della funzione nulla f(z) =0, z € (—1,1).



ANALISTI MATEMATICA 4
Prova scritta del 11 gennaio 2021

Esercizio 1. Si considerino le funzioni
fa(z) :=min {1, (nz)~ "V} neN, ela serie Z fu(z) per z € (0,+00).
n=1

a) Per n € N fissato, discutere 'integrabilita delle funzioni f,, in (0,4o00) rispetto alla misura p di
Lebesgue.

b) Si consideri ora la serie di funzioni (NB: la serie e non la successione {f,}) e se ne discuta la
convergenza quasi ovunque, quasi uniforme e in misura;

¢) indicata con s(z) la somma della serie per gli z € (0, 4+00) per cui & definita, studiare 'integrabilita
secondo Lebesgue per questa funzione.

Esercizio 2. Nello spazio misurabile (R, £) si consideri la funzione di insieme
sinx

s= [ T auAn[-LO)+Ra(4), AeL,
AN[0,400) L

dove L denota la o—algebra degli insiemi misurabili secondo Lebesgue, p € la misura unidimensionale di
Lebesgue e §; indica la misura di Dirac concentrata in 1.

a) Provare che ¢ € una misura relativa su (R, £).

b) Per tale misura ¢ individuare e scrivere esplicitamente le misure variazione superiore ¢, variazione
inferiore ¢~ e variazione totale |¢p].

¢) ¢ & p-assolutamente continua oppure p-singolare?

d
d) Calcolare, ovvero scrivere esplicitamente, la derivata di Radon-Nikodym —SO.

dp

Esercizio 3. Sia (yi),cy una successione reale assegnata. Si consideri poi, per ogni n € N fissato, il
funzionale T, : £ — R (¢! qui & spazio vettoriale reale) definito da

n
T,z = Zykmk, T = (1) ey € o
k=1

a) Per n € N fissato, provare che T;, ¢ lineare e continuo. Inoltre calcolarne la norma.

b) Si assuma ora che y = (yr),cy sia un elemento di ¢ (successioni reali convergenti). La successione
di funzionali {7}, } risulta convergente nello spazio (/1) = L(¢*,R)? In caso affermativo, identificare
il funzionale limite 7" e calcolarne la norma in (1)’

Esercizio 4. Si consideri lo spazio L?(—1,1) delle (classi di) funzioni f : (—1,1) — R misurabili e di
quadrato sommabile in (—1,1). Sia inoltre C C L?(—1,1) il sottoinsieme delle funzioni f tali che

|f(z)] <1 per qo. z € (—1,0), / |f(2)|?dx < 1.
(0,1
a) Provare che C ¢ un sottoinsieme non vuoto, convesso e chiuso in L?(—1,1).
b) Data la funzione
In |z| se —l<z<0
g(x) =
e* se 0<xr<1
si provi che g € L?(—1,1).

¢) Determinare la proiezione di g su C, giustificando per bene la risposta.



ANALISI MATEMATICA 4
Prova scritta del 23 febbraio 2021

Esercizio 1. Per n € Ne z € [0, 1] si consideri la funzione u,(z) = (n+ 3)x(1 —x)". Inoltre, sia v una
funzione integrabile secondo Lebesgue in [0, 1].

a) Discutere la misurabilita e I'integrabilita secondo Lebesgue in [0, 1] della funzione prodotto f,(x) =
un(x)v(z), € [0,1], per ogni n € N.

b) Discutere la convergenza quasi ovunque della successione {f,} e la convergenza uniforme della
successione {u,} in [0,1].

c¢) Calcolare il limite lim fn(x)dz, motivando per bene la risposta data.

Esercizio 2. Sia AC([—1,1]) l'insieme delle funzioni reali definite in [—1,1] e assolutamente continue
in questo intervallo.

a) Ricordare la definizione e le proprieta delle funzioni assolutamente continue, in particolare il legame
con le funzioni a variazione limitata e con la formula fondamentale del calcolo (estesa all’integrale
di Lebesgue).

b) Dimostrare che AC([—1,1]) & uno spazio vettoriale e che

171 = 17£(0)] —|—/ | |f(t)|dt, fe€ AC([-1,1]), con f’ derivata q.o. di f,

definisce una norma in AC([—1, 1]).

¢) Lo spazio AC([—1,1]) & completo rispetto alla norma qui definita? Motivare per bene la risposta.

oo
Esercizio 3. Nello spazio £2? delle successioni complesse = (z1,2,...) tali che la serie E ||

n=1
)

converga, si consideri il funzionale L(z) = E

n=1

x
?n, x = (z,) € L2
a) Provare che L ¢ ben definito, lineare e limitato.

b) Linsieme N = {z € £2: L(z) = 0} & un sottospazio di £27 E chiuso in £2?

c) Sia e I’elemento di £2 con componente k-ima 1 e tutte le altre componenti nulle: provare che
e* & N per ogni k € N.

d) Fissato ora e!, individuare la proiezione di e! sul sottospazio chiuso N+, giustificando per bene la
risposta.

Esercizio 4. Posto [t] = max{k € Z : k <t} per t € R, sia f(z) la funzione periodica di periodo 27
tale che f(z) = 2[2z/7] + 1 per x € [—7, 7).
a) Sviluppare f(x) in serie di Fourier della forma
a > .
30 + ;(ak cos(kxz) + by sin(kz)).

b) Discutere convergenza puntuale, uniforme e in L?(—m, ) della serie trovata.

¢) In particolare, la serie di Fourier converge nei punti * = —w/2 e x = /6?7 Se si, quanto valgono
le somme in questi punti?



ANALISTI MATEMATICA 4
Prova scritta del 16 giugno 2021

Esercizio 1. Perz € Re n=1,2,... definiamo le funzioni
1

fula) = § a4 VT

se 0<|z] <mn,

0 sex=0ese |z]>n.

Si consideri ora la successione di funzioni {f,} e, per n — oo, si studino le convergenze
quasi ovunque, quasi uniforme, in misura e nei vari spazi LP(R), per 1 < p < 0.

Esercizio 2. Si consideri lo spazio misurabile (R, £), dove £ denota la o—algebra degli
insiemi misurabili secondo Lebesgue.
a) Dare un esempio di misura relativa ¢ tale che

90([_17 2]) = —2, 90<{0}) =2, 90((07 +OO)) =1

b) per tale misura relativa individuare e scrivere esplicitamente le misure variazione
superiore ¢, variazione inferiore ¢~ e variazione totale |y|.

¢) Richiamare la definizione di misura relativa ed enunciare il teorema di Hahn di
decomposizione di una misura relativa.

Esercizio 3. Sia T l'operatore che a f € L>(1, 4+00) associa la funzione g = T'(f), con
g(z) = f(x)e!™* per ogni = > 1.
a) Provare che l'operatore T ¢ ben definito da L*(1,+o0) in L'(1,+00), cio¢ che
T(f) € L'(1,+00) per ogni f € L>=(1,+00).

b) Dimostrare che T : L*(1,+00) — L'(1,400) ¢ lineare e limitato. Calcolare la
norma di 7.

¢) Se come spazio immagine si prende LP(1,+00) con 1 < p < oo, si puo concludere
ancora qualcosa relativamente ai punti a) e b)?

Esercizio 4.  Si consideri lo spazio di Hilbert ¢2 reale e si definisca
C={r=(x1,25,...)€0*: (n+1)?<ux, <1 perognineN}.
Rispondere alle seguenti domande motivando opportunamente le risposte date.
a) L’insieme C' potrebbe essere vuoto? C' & convesso? & un sottoinsieme chiuso di £2?

1+ (=1)"

per n € N, appartiene
2n

b) Mostrare che 1’elemento y = (y1, 9, ...), con y, =
ad 2.

¢) Ricordare il teorema delle proiezioni e calcolare esplicitamente la proiezione dell’ele-
mento y su C.



ANALISTI MATEMATICA 4
Scrittino del 15 luglio 2021

Esercizio 1. Si consideri la serie di funzioni

[e.e] n

T
2n arctan (3n2)

per z € [—1,1].

n=1

a) Discutere la convergenza quasi ovunque, quasi uniforme e in misura della serie di
funzioni;

b) indicata con s(z) la somma della serie per gli € [—1,1] per cui ¢ definita, valu-
tare la misurabilita e 'integrabilita secondo Lebesgue della funzione s in [—1, 1] o,
eventualmente, in sotto-intervalli.

Esercizio 2. Sia K C L?*(—m,n) l'insieme costituito da tutte le (classi di) funzioni
[ € L*(—m, m) tali che f & una funzione pari (o, pit precisamente, esiste un rappresentante
della classe che & pari).

a) Provare che l'insieme K € non vuoto. K & convesso? & un sottoinsieme chiuso di
L*(—m,m)?

b) Dato w € L*(—m,7), provare che la proiezione di w su K ¢ data da

w(z) + w(—x)

Py (w)(z) = 5 ., x€(—mm).

c¢) Considerato il funzionale J : L?(—7,7) — R definito da

J(v) = /(_mr) ((v(x) —sinz)® + cos x) dzx,

dire se J ammette minimi in K e, in caso affermativo, ricavarli esplicitamente.



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 17 dicembre 2021

Esercizio 1. Per n € N si considerino le funzioni

1+ na?
fn(l') = m, r e R

a) Studiare la convergenza quasi ovunque, quasi uniforme e in misura della successione

{fn} in R;

b) discutere l'integrabilita delle funzioni f,, in R, per n € N fissato, rispetto alla misura
v di Lebesgue su R;

) indicata con f la funzione limite delle f,, si chiede se lim [ f,du esiste e vale
n—oo R
/ fdn.

Esercizio 2. Per 1 <p <Oooo si consideri lo spazio di Banach ¢? delle successioni reali
x = (xy) tali che la serie Z |z|P converga, munito della norma usuale. Notiamo che,
fissata una successione y :k(:gjk) € (?, questa successione genera un operatore Ly, : (2 — (!
definito da L, (z) := (zr yx), == (zx) € (2.

a) Verificare linearita e continuita di L,.

b) Provare che ||Ly||z2m) < ||yl per ogni y € €.

¢) Se invece si fissa y = (yx) in ¢4, lo stesso operatore L, & ancora ben definito da ¢
in 017

Esercizio 3. Nello spazio di Hilbert H = L?*(0,1) si consideri il sottoinsieme X delle
funzioni costanti e la funzione f(z) = |z|7%/3, z € (0,1).

a) Dire perché f € H e perché X & un sottospazio di H.
c¢) Individuare ed esplicitare il sottospazio chiuso ¥ = X+,

)
b) X & chiuso in H?
)
d)

Trovare la proiezione di f su X.



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 13 gennaio 2020

Esercizio 1. Sia (R, £, \) lo spazio di misura unidimensionale di Lebesgue, dove L ¢

la o-algebra dei sottoinsiemi di R misurabili secondo Lebesgue e A denota la misura di
sin

T 1+ a2 g(r) = max{0,2*}, per z € R, e si considerino
x

Lebesgue. Siano inoltre f(x)

le funzioni di insieme
w(E) :/fd)\, v(E) :/gd)\ per ogni FE € L.
E E

Rispondere ora a ciascuna delle seguenti domande e giustificare le risposta.

a) p e v sono misure?  b) sono misure relative?  c¢) v ¢ o-finita?

d) p e v sono assolutamente continue rispetto a A?

)
e) se E € L ¢ tale che A(E) # 0, possiamo concludere che u(FE) # 07
f)

Aev-ac?  g)perv-ac? h)puewrsono Asingolari?

Esercizio 2. Siano d € N e X\ un parametro reale fissato. Si consideri la serie di funzioni

o

1
Z = e = (1, ..z € RY (S)
n=1

a) Ricordando che / e 1P dy = 7/ 2 controllare che per A € R fissato le ridotte della
R4
serie in (S) sono funzioni integrabili secondo Lebesgue in RY.

b) Al variare di A € R studiare la convergenza quasi ovunque della serie in RY.

c¢) Con riferimento al punto precedente, studiare anche le convergenze quasi uniforme
e in misura.

d) Per quali A € R la somma della serie in (S) risulta una funzione integrabile in R%?
Esercizio 3. Si consideri 'insieme V' delle funzioni u : [0, +00) — R continue e tali che
|ulla == sup;sq [e'u(t)] < +o0. Controllare che V' & uno spazio vettoriale e che || - ||,

definisce una norma in V. Lo spazio V coincide con l'insieme delle funzioni continue e
limitate su [0, +00)?

Esercizio 4. Posto

C = {v c L*(0,1) : /(071)11(;5) dr = 0}

a) e osservato che C' ¢ un sottoinsieme di L'(0,1) (perché?), dimostrare che C' & un
sottospazio di L?*(0,1) ed ¢ anche chiuso in L?(0,1).

b) Sia f(z) = In(1/x) per z € (0,1), provare che f € L?(0,1) e determinare la
proiezione di f su C' giustificando per bene la risposta.



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 22 aprile 2020

.. n%e” +1 .
Esercizio 1. Posto ¢,(z) := e 12 x € R, n €N, dimostrare che
n-er

a) per ogni n € N e per ogni u € L*(R) si ha ¢,u € L*(R);
b) per ogni u € L2(R) si ha ¢u =% u q.0. in R ed in L2(R);

¢) se U, — win L2(R) allora ¢pu, —— u  in L*(R).

Esercizio 2. Sia f :[a,b] — R una funzione a variazione limitata nellintervallo chiuso
e limitato [a,b] e sia ¢ : [0,1] — [a, b] una funzione strettamente crescente.

a) Mostrare che la funzione composta fog:[0,1] — R & a variazione limitata in [0, 1].

b) Provare che la variazione totale di f o g in [0, 1] & minore uguale della variazione
totale di f in [a, b].

¢) Se la funzione g : [0, 1] — [a, b] & anche suriettiva, si puo concludere qualcosa di piu
specifico rispetto al punto b)?

Esercizio 3. Ci occupiamo di spazi di Hilbert reali e del teorema delle proiezioni in
questi spazi.

a) Richiamare I’enunciato del teorema delle proiezioni nella versione per sottoinsiemi
convessi.

b) Dare un esempio di spazio di Hilbert H che sia reale e infinito-dimensionale, intro-
ducendo anche prodotto scalare e norma in H.

c¢) Nello spazio H considerato in b), fornire esplicitamente un esempio di convesso
chiuso non vuoto K C H che non sia un sottospazio e che contenga almeno due
elementi distinti, con le relative spiegazioni per convessita e chiusura.

Esercizio 4. Posto f(x)=|sinz| per z € R,
a) studiare la periodicita e le eventuale simmetrie di questa funzione;

b) sviluppare f in serie di Fourier della forma

a oo
EO 4+ ; ay, cos(kx) 4 by sin(kzx)).

c) discutere la convergenza puntuale, uniforme e in L*(—m, ) della serie trovata.



ANALISI MATEMATICA 4

Scrittino del 16 giugno 2020

Esercizio 1. Data la successione di funzioni

( 1
1 se O<£L'<n—+1
r se A <a<l
fulz) = 1 , x€(0,+00), n=12 ...,

— se l<z<n+1
3/_932

0 se z>n+1

\

per n — oo studiare le convergenze quasi ovunque, quasi uniforme, in misura e nei vari
spazi L”(0,+00), per 1 < p < co.

Esercizio 2. Si consideri lo spazio di Hilbert £2 reale e si definisca
K = {x: (z1,29,...)€L*: =1 <z, <2 perogninGN}.
Rispondere alle seguenti domande motivando opportunamente le risposte date.
a) L’insieme K potrebbe essere vuoto? K & convesso? & un sottoinsieme chiuso di £2?

b) Mostrare che I'elemento w = (wy,wy, ...), con w, = (—1)"/n per n € N, appartiene
ad (2.

¢) Ricordare il teorema delle proiezioni e calcolare esplicitamente la proiezione dell’ele-
mento w su K.



ANALISI MATEMATICA 4

Scrittino del 9 luglio 2020

Esercizio 1. Si consideri lo spazio misurabile (R, £), dove £ denota la o—algebra degli
sottoinsiemi di R misurabili secondo Lebesgue.

Dare un esempio di misura p su (R, £) tale che u(—o00,0)) = 400 e p([1, +00)) = 2;

richiamare le definizioni di misura e misura relativa e sottolineare le differenze tra i
due concetti;

dare un esempio di misura relativa ¢ tale che

per tale misura relativa ¢ individuare e scrivere esplicitamente le misure variazione
superiore T, variazione inferiore ¢~ e variazione totale |g|.

Introdurre ed enunciare il teorema di Hahn di decomposizione di una misura relativa.

Esercizio 2. Sia H uno spazio di Hilbert reale e sia M un suo sottoinsieme non vuoto.
Definiamo

a)

M*+={zecH: (z,y) =0 perogni y € M}.
Provare che M~ & un sottospazio chiuso di H;
se consideriamo ora 'insieme (M*)+, questo insieme ha qualche relazione con M?

Posto ora H = R? con 1'usuale prodotto scalare, determinare esplicitamente M+ se
M ¢ il segmento chiuso di estremi (1,1) e (2,2).

Sempre per H = R? con 'usuale prodotto scalare, determinare esplicitamente M+
nel caso in cui M = {(—1,1), (1,1)}.



ANALISI MATEMATICA 4

Scrittino del 10 settembre 2020

Esercizio 1. Data la successione di funzioni

fn(x) =

m, .I'GR,TLEN,

a) discutere le convergenze quasi ovunque e quasi uniforme in R;
b) per ogni n € N calcolare le norme || f, ||z (®) € || fnllL1(®);

¢) discutere, usando eventualmente le conclusioni di b), la convergenza di { f,,} in L?(R)
con 1 < p < oo.

Esercizio 2. Posto ¢(x):=2z% e (x) =x per x € [0,1], si consideri
C:={vel?0,1): ¢(z) <v(z) <(z) per quasiogniz € [0,1]}.
a) Dimostrare che C' ¢ un convesso chiuso e non vuoto di L?(0,1).

b) Se f(x) =1—x per x € [0, 1], determinare la proiezione di f su C giustificando per
bene la risposta.



ANALISI MATEMATICA 4

Scrittino del 28 settembre 2020

Esercizio 1. Posto, perx € Ren € N,
1
fulz) = 14+ n2(x —n)?

0 altrove

se n—1l<zx<n+l1

si risponda alle seguenti domande.
a) Perché le funzioni f, sono (misurabili e) integrabili in R ?

b) Studiare la convergenza quasi ovunque della serie

Y fulz), zeR

o0

c) E possibile applicare alla serie Z fn 1 teoremi di passaggio al limite sotto il segno

n=1
di integrale? Se si, quali? Se no, perché?

Esercizio 2. Si consideri I'insieme V' delle funzioni f : R — R continue e limitate su
tutto R.

a) Perché V' & uno spazio vettoriale?

b) Controllare se ||ul|, := sup |u(t)|, [Julls ::/ e Mu(t)|dt, u eV, definiscono due
teR R
norme in V.

c¢) Provare che lo spazio V' risulta completo rispetto alla norma || - [[,.

d) La successione f,(t) = min{n, |t|}, t € R, risulta di Cauchy rispetto a || - [[;?



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 4 dicembre 2020

Esercizio 1. Sia (R, £, )\) lo spazio di misura unidimensionale di Lebesgue, dove £
¢ la o-algebra dei sottoinsiemi di R misurabili secondo Lebesgue e A denota la misura
unidimensionale di Lebesgue.

a) Dare un esempio di misura p su (R, £) tale che u(—o00,0)) = 3 e p([1, +00)) = +o0.

b) Richiamare le definizioni di misura e misura relativa e sottolineare le differenze tra
i due concetti.

¢) Dare un esempio di misura relativa ¢ tale che
d) per tale misura relativa ¢ individuare e scrivere esplicitamente le misure variazione
superiore T, variazione inferiore ¢~ e variazione totale |g|.

e) Dare un esempio di misura relativa 1 che sia assolutamente continua rispetto a A e
tale che Y (R) = —4.

Esercizio 2. Data la successione di funzioni

Vnr Ut se 0<a< Lo
fo(z) = i , x€(0,+00), n=12 ...,
e " se ZBZ%_H

a) per n — oo studiare le convergenze quasi ovunque, quasi uniforme, in misura.

b) Studiare poi la convergenza o meno nei vari spazi LP(0, +0o0), per 1 < p < 0.

Esercizio 3. Sia f una funzione assegnata in L?(0, 27).

a) Dato € > 0, ¢ possibile approssimare f con una funzione g. € C°([0,27]) tale che
1 = gellz20.2m) < €7

b) Calcolare il valore del limite per n — oo della successione / f(z)sin(nz) dx.
(0,27)

¢) Dopo aver risposto a b), studiare il comportamento della stessa successione nel caso
in cui f € LY(0,2n).



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 23 gennaio 2019

1 o
Esercizio 1. Posto ¢)(z) = —e~* per z € R, si consideri la serie di funzioni Z fulz),

ﬁ
dove fo(z):=1(n*(zx—n)) per z€R.

a) Dimostrare che 1) & integrabile secondo Lebesgue in R e che [ ¢(z)dz = 1 [Sug-

n=1

gerimento: puo essere utile studiare l'integrale doppio f]R2 e v dy dy].

b) Studiare la convergenza in L'(R) della serie di funzioni Y -, f, (NB: non con-
fondere con la successione {f,}).

c) discutere la convergenza quasi ovunque, quasi uniforme e in misura della serie

Yoo, fain R

Esercizio 2. Indicata con A la misura di Lebesgue unidimensionale in R e con £ la
famiglia degli insiemi misurabili secondo Lebesgue in R, si consideri la funzione di insieme

@(A):2A(Aﬂ[0,2])—3/

AN(—00,0)

esz+/ﬂdA, AcL.
A

1+ 22

Provare che ¢ € una misura relativa su R; dire se ¢ € A-a.c. oppure A-singolare oppure né
A-a.c. né A\-singolare; scrivere la derivata di Radon—Nikodym di ¢.

Esercizio 3. Sia X lo spazio di tutte le classi di funzioni w : (—1,1) — R misurabili e
uguali tra loro q.o. tali che

N(u) = o V |u(z)] de < +o00.

(7 )
a) Provare che X ¢ uno spazio vettoriale e che N(-) non definisce una norma in X.
b) Posto d(u,v) = N(u—v) per v,v € X, dimostrare che d ¢ una distanza in X.
c) Provare che LP(—1,1) C X per ogni p € [1, 00].

d) Provare che se u,, — u in L*(—1,1), allora d(u,,u) — 0 per n — oo.

Esercizio 4. Sia f : R — R la funzione 2r—periodica definita da f(z) = 0 per
—r1<x<0, eda f(x)=1 per 0 <z <.

a) Sviluppare f(z) in serie di Fourier.
b) Detta S(x) la somma della serie, calcolare S(7/2).

- 1
c) Calcolare la somma della serie numerica Z m
n

n=0



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 22 febbraio 2019

Esercizio 1. Data la successione di funzioni
ent _ p—na
folt) = ———, xze€(-1,1), neN,

enT 4 e—na:’

a) discutere le convergenze quasi ovunque, quasi uniforme e in misura di { f,,} in (=1, 1).
b) Per quali p € [1, 00| le funzioni f, appartengono a LP(—1,1)?

c¢) Perip di cui al punto b), si discuta la convergenza di {f,} in LP(—1,1).

Esercizio 2. Sia f:[0,2/7] — R definita da
rcos(l/x) se 0 <ax<2/m,
iy = freesti/a /
0 se x=0.
a) La funzione f ¢ continua in [0,2/7]? ¢ monotona?

b) Segnalare i punti dell'intervallo [0,2/7] in cui f & derivabile e calcolare la derivata
q.o. f' di tale funzione.

c) La funzione f & a variazione limitata in [0,2/7]7 & assolutamente continua?

Esercizio 3. Siano ¢ lo spazio delle successioni reali x = (x1, 3, ...) infinitesime, mu-
nito della norma

%] == sup |z,],
neN

ed (2 lo spazio delle successioni reali z = (1,7, ...) tali che la serie

[e.9]

Z |z,[*  converga.

n=1
a) Il sottoinsieme di ¢y costituito dalle successioni che hanno tutte le componenti di
indice pari nulle & un sottospazio di ¢y? E chiuso in ¢y?

b) Dimostrare che £2 & un sottospazio di cg.

c) 2 & un sottospazio chiuso di ¢y? Oppure £2 & denso in ¢y? oppure non ¢ né chiuso
né denso?

Esercizio 4. Sia H uno spazio di Hilbert reale e si consideri il seguente operatore

A:H—H, Alz)==z se |z|| <1, A(x) se ||z] > 1.

. T
]

a) Provare che A ¢ un operatore di proiezione su un convesso, chiuso, non vuoto K di
H e determinare K.

b) Mostrare che I'operatore A ¢ lipschitziano da H in H.



ANALISI MATEMATICA 4

Scrittino del 24 aprile 2019

Esercizio 1. Siano £ un aperto di R3, f : Q — R una funzione misurabile, {u,} una
successione di funzioni misurabili tale che u, > 0 q.0. in £, per ogni n € N. Inoltre,
sappiamo che

flz) = iun(aﬁ) per q.o. x € €, i/ up(z)dr = 3.
n=1 n=1"%

Utilizando queste informazioni,

a) dimostrare che f € L'(Q) e che || f|11) = 3;

b) posto f.(x) = Zuk(x) per z € €, discutere le convergenze f, — f in L'(Q), in
k=1

misura e quasi uniforme.

Esercizio 2. Motivando per bene le risposte, dire se ciascuna delle seguenti N;(f),
i = 1,...4, ¢ una norma in C'([—1,1]) e, in caso affermativo, valutare se C'([—1,1])
risulta uno spazio di Banach rispetto a tale norma:

a) M(f) = max |f'(z)];

—1<z<1

b) No(f) = [f'(0)|+ max |f(z)];

—1<z<1

—1<z<1

¢) Na(f) = max |f'()] + / f@)lde

a) Ni(f) = max (If (@) + [tanh(f'(@))]) .

—1<z<1



ANALISI MATEMATICA 4

Scrittino del 11 luglio 2019

Esercizio 1. Sia © C R? un aperto non vuoto e limitato. Poniamo, per s € R e A > 0,

15|} s se s #0,
fals) =
0 se s =0.

Fissata ora u € L'(Q),

a) determinare per quali A > 0 la funzione z — fy(u(z)) ¢ integrabile in .

b) E ragionevole chiedersi quanto fa /\lim / Hulu(x))dz? e /\lim fulu(x))dz? Di-
Q

—0t —1- Q
scutere 1 due limiti.

Esercizio 2. Indicato con ¢? lo spazio di Hilbert delle successioni reali z = (z,,) tali che

la serie ||z||3 = E |z,|* converga, sia X il sottoinsieme di ¢2 tale che i suoi elementi

n=1
x = (x,) verificano

xr = 0 per ogni k dispari.

a) L’insieme X & un sottospazio di £2? & chiuso in £2?

1
b) La successione (—) sta in £2? appartiene a X ?
n

c¢) Si chiede ora: esiste ed & unica la proiezione di (— su X7 se la risposta e si,
n

determinare esplicitamente tale proiezione.



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 22 novembre 2019

Esercizio 1. Data la successione di funzioni

|1 1
fa(x) = min {ﬁ ) 3—?} , z€R,
per n — oo studiare le convergenze quasi ovunque, nei vari spazi LP(R), per 1 < p < oo,
e anche quasi uniforme e in misura.

Esercizio 2. Nello spazio misurabile (R, £) si consideri la funzione di insieme

p(A) = / e llcoszdy, AelL,
A

dove L denota la o—algebra degli insiemi misurabili secondo Lebesgue e p e la misura
unidimensionale di Lebesgue.

a) Provare che ¢ ¢ una misura relativa su (R, £).

b) Per tale misura relativa ¢ individuare e scrivere esplicitamente le misure variazione
superiore ¢, variazione inferiore ¢~ e variazione totale |¢|.

c¢) Calcolare ¢([0, 4+00)).

Esercizio 3. Si consideri lo spazio di Hilbert ¢? delle successioni reali z = (xy,) tali
che la serie > 7, |zx|* converga, munito dell’usuale prodotto scalare. Inoltre, per ogni
intero n > 1 sia T}, 'operatore da £? in s¢ che a x = (x;,) associa y = T,z con
yr = 2x, per k<n, yp=z,_1 per k>n.
a) Provare che per n fissato T, € lineare e continuo.
b) Per ogni n € N calcolare ||T5,|z(e2,¢2)-

¢) Studiare iniettivita e suriettivita dell’'operatore T5.

)
)
)
d) La successione di operatori {7},} risulta convergente nello spazio £ (£2;(?)?

Esercizio 4. Sia f(x) la funzione 2r—periodica tale che f(z) =cosx per 0 < x < T,
f(z) = —cosx per —m <z <0.
a) Sviluppare f in serie di Fourier della forma

+ Z ay cos(kx) + by sin(kx)).
k=1

-0
2

b) discutere la convergenza puntuale, uniforme e in L?(—7, ) della serie trovata.



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 17 gennaio 2018

Esercizio 1. Se u : R — R & una funzione misurabile e non negativa, consideriamo
la successione di funzioni f,(z) = (u(x))”, * € R e ci interessiamo al limite L =
lim,, 1 fR fn(z)du, dove p denota la misura unidimensionale di Lebesgue. Sapendo
che fR u(z)dp = 2, trovare un esempio di funzione u misurabile e non negativa oppure
dimostrare che non ¢ possibile trovarla per ciascuno dei seguenti casi

a)L=0; b)L=2; c¢)L=-1; d)L=1; e)L=3; f)L=+oc.
[Suggerimento: per u fissata puo essere utile considerare gli insiemi {z € R : u(z) < 1},

{zr eR:u(z) =1}, {r e R:u(x) > 1}]

Esercizio 2. Sia f:[0,2/7] — R definita da
r?sin(1/z) se 0 <x < 2/m,
Fla) = { (1/2) /

0 se x=0.

a) Calcolare la derivata q.o. f’ di tale funzione;

b) valutare l'integrabilita secondo Lebesgue di f’ in [0,2/7];

c) discutere la validita della formula f(b) — f(a) = f[a,b] flduw per 0<a<b<2/m

d) la funzione f ¢ a variazione limitata? nel caso fornire una stima della sua variazione
totale.

Esercizio 3. Si considerino lo spazio ¢! delle successioni reali x = () tali che la serie
oo

E |z)| converga, e lo spazio £°° delle successioni reali limitate, muniti delle norme usuali.

k=1
Sia T l'operatore definito per gli x = (x) € £*° da

y=Tx se yk:2’kxk per k> 1.

a) Provare che Tz € ¢! per ogni z € (> e che loperatore T': £>* — (' & lineare e
limitato.

b) Calcolare esplicitamente la norma dell’operatore T : £>° — (1.

c) Studiare iniettivita e suriettivita di T : £°° — ¢!

Esercizio 4. Nello spazio di Hilbert reale H = L?(—1,1) si consideri il sottoinsieme
K= {v € H: f(o 0 lv(z)|2dp < 1}
a) Dimostrare che K & non vuoto, convesso e chiuso in H.

b) Ricordare il teorema delle proiezioni e trovare esplicitamente la proiezione della
funzione f(x) =2z, x € (—1,1), su K.



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 21 febbraio 2018

Esercizio 1. Data la successione di funzioni
n
fn(2) :n<\/5—1), z €[0,e], n €N,
a) studiare la convergenza quasi ovunque, quasi uniforme e in misura di {f,} in [0, ¢];

b) discutere I'integrabilita delle funzioni f, in [0, €], per n € N fissato, rispetto alla
misura p di Lebesgue su R;

¢) indicata con f la funzione limite delle f,, si chiede se lim fndp esiste e vale
n—o0
[0,e]

fdu.
[0s€]

d) (facoltativo) Studiare le convergenze f,, — f in LP([0,¢]) per 1 < p < co.

Esercizio 2. Siano B la famiglia dei boreliani di R, x la misura di Lebesgue su R, {x,}

o
e {a,} due successioni di numeri reali con E |a,| < +00. Per E € B definiamo

v(E) = Z ay, -

Tn€E

. : . v
Provare che v ¢ una misura relativa su (R, B) e calcolare i
i

Esercizio 3. Sia Q = [—1,1]?, cio¢ Q denota il quadrato di centro l'origine e lato 2 in
R?. Consideriamo lo spazio di Hilbert reale H = L*() e il suo sottoinsieme

X={f€I¥9): |f(my)l>1 per qo. (z,y) € Q.
a) X e non vuoto? b) X & un convesso di H? ¢) X & chiuso in H?

d) Sia ora u : 2 — R la funzione definita da u(z,y) = zy se y > 0, u(z,y) = 0 se
y < 0. E possibile definire la proiezione di u su X in L?*(2)?

Esercizio 4. Sia f : R — R la funzione 2r—periodica tale che f(z) = cosg per
0<z<2m.

a) Sviluppare f(x) in serie di Fourier.

b) Detta S(x) la somma della serie, calcolare S(0).
o0 2
c) Calcolare la somma della serie numerica Z m

n=1

d) Discutere la convergenza uniforme della serie di Fourier in R.



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 10 luglio 2018

Esercizio 1. Data la serie di funzioni
T

V(1 + na?)

a) discuterne la convergenza quasi ovunque, quasi uniforme e in misura della serie di
funzioni in R (NB: non confondere con la successione {f,});

per = € R,

Z falz), con fu(x):=

b) discutere I'integrabilita delle funzioni f, rispetto alla misura p di Lebesgue su R;

c¢) indicata con s la somma della serie laddove e definita, studiare I'integrabilita secondo
Lebesgue anche per questa funzione.

Esercizio 2. Posto £ = {f € C°([0,4+00)): lim f(z)= 0}, si definisca

T—>+00
[flle = sup [f(x)]
x€[0,+00)
a) Si provi che E ¢ uno spazio vettoriale e che || - ||g ¢ effettivamente una norma.
b) Rispetto alla norma || - ||g, £ € uno spazio di Banach?

c) Si consideri I'operatore lineare L : E — L'([0, +00)) definito da (Lf)(x) = e * f(z),
x > 0. Si provi che L & ben definito, lineare e continuo.

Esercizio 3. In R? dati i due vettori z = (21, 22) e y = (y1,%2) poniamo

(z, ) = 4z1yr + 2212,

a) Verificare che z,y — ((z,y)) definisce un prodotto scalare in R?, rispetto al quale
H = R? ¢ uno spazio di Hilbert.

b) Se V' ¢ il sottospazio V' = {(t,t)| t € R}, caratterizzare il sottospazio ortogonale
V+tin H.

d) Determinare la proiezione su V' del vettore (—1,1).



ANALISI MATEMATICA 4

Scrittino del 30 agosto 2018

Esercizio 1. Data la successione di funzioni

n2

fulz) :max{(), w}, r € R,

per n — oo studiare le convergenze quasi ovunque, quasi uniforme, in misura e in tutti
gli spazi LP(R), per 1 < p < 0.

Esercizio 2. In R?, datii due vettori z = (21, 22) e y = (y1,%2) poniamo

(z,y) = 3z11 + 2192 + T2y1 + 222y,

a) Verificare che z,y — ((z,y)) definisce un prodotto scalare in R?, rispetto al quale
H = R? ¢ uno spazio di Hilbert.

b) Se V ¢ il sottospazio V' = {(t,—t) | t € R}, caratterizzare il sottospazio ortogonale
V<+in H.

c) Determinare la proiezione su V' del vettore (1,1).



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 27 novembre 2018

Esercizio 1. Si consideri la successione di funzioni:

folz) = ge_”m, r€R, per neN.

a) Studiare la convergenza quasi ovunque, quasi uniforme e in misura di {f,} in R;

b) discutere 'integrabilita delle funzioni f,, in R, per n € N fissato, rispetto alla misura
i di Lebesgue su R;

¢) indicata con f la funzione limite delle f,, si chiede se

lim [ f,du esiste e vale /fd,u.
R R

n—o0

Esercizio 2. Dare un esempio di misura relativa ¢ sullo spazio misurabile (R, £), dove
L denota la o—algebra degli insiemi misurabili secondo Lebesgue, tale che

p((=00,0)) =3, »([=1,1]) = =2, ¢((0,+00)) = 5.

Inoltre, per tale misura relativa individuare e scrivere esplicitamente le misure variazione
superiore ¢, variazione inferiore ¢~ e variazione totale |¢|.

Esercizio 3. Si considerino lo spazio ¢! delle successioni reali x = () tali che la serie
[e.e]

E |xi| converga e lo spazio ¢y delle successioni reali infinitesime, muniti delle norma
k=1
| - lli el - ||oo, rispettivamente.

a) Si provi che £! & un sottospazio di ¢.

b) Calcolare esplicitamente la norma dell’operatore di inclusione da £ in cg.

c) ¢! & un sottospazio chiuso di ¢y? Oppure £! & denso in ¢y? oppure non & né chiuso
né denso?

Esercizio 4. Si consideri il seguente sottoinsieme dello spazio H = L?(0, e):
X={ueH: u(xr) >0 perqo. ze€(0,e)}
e la funzione f(x)=Inz, x € (0,e¢).
a) Dire perché f € H e perché X & un convesso non vuoto di H.
b) X & chiuso in H?

c) Trovare la proiezione di f su X.



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 17 gennaio 2017

Esercizio 1. Data la successione di funzioni

fn(x) =

a) studiare la convergenza q.o., q.u. e in misura di {f,} in (0, +00).

sin(nx)

e z € (0,400), n €N,

b) Provare che per qualunque n € N la funzione f,, ¢ integrabile in (0, +00).

c) Esiste finitoil  lim fo(x)dz ?
Esercizio 2. Nello spazio misurabile (R, £) si consideri la funzione di insieme

“+o00

p(A) =) (-1)F27%5,5(4), AeL,

k=0

dove £ denota la oc—algebra degli insiemi misurabili secondo Lebesgue e, per y € R, 9§,
indica la misura di Dirac concentrata in y.

a) ¢ ¢ una misura relativa su (R, £)?

b) Per tale misura ¢ individuare e scrivere esplicitamente le misure variazione superiore
o™, variazione inferiore ¢~ e variazione totale ||

c¢) Calcolare ¢(B), dove B={z € R : |z]| > 1}.

d) ¢ e assolutamente continua oppure singolare rispetto alla misura g di Lebesgue?

Esercizio 3. Si consideri I'insieme
V= {f : R — R misurabile : /elr||f(x)|3dx < —l—oo} :
R

a) V ha la struttura di spazio vettoriale?
b) Provare che V' & un sottoinsieme di L3(R).

c¢) Provare che C?(R) (spazio delle funzioni continue con supporto compatto in R) &
un sottoinsieme di V.

d) V & chiuso in L*(R)?

Esercizio 4. Sia L?*(—1,1) l'usuale spazio di Hilbert complesso con prodotto scalare

(u,v) = f(_lvl)u(x)v(:v) dr per u,v € L?*(—1,1). Trovare una funzione g € L*(—1,1)
tale che
1
f,g:/ / — (&) (y—a)dxdy, perogni fe L*—1,1).
(£:9) ooy 1+ (y—x)? (2) ( ) ( )

La g € L?(—1,1) cosl trovata ¢ unica?



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 16 febbraio 2017

Esercizio 1. Posto, per z € [1,+00) e n € N,

In(1 + nx) — In(nx) se 1<z <n,

fn(x) =

0 altrove,
a) dimostrare che |f,(x)| <1/x per ogni > 1 e per ogni n > 1.
b) Studiare la convergenza q.o. della successione {f,} in [1,+0o0).

c) E possibile applicare alla successione { f,,} i teoremi di Beppo Levi della convergenza
monotona o di Lebesgue della convergenza dominata per passare al limite sotto il
segno di integrale?

d) Calcolare lim,, f[l too) fo(2) da.

Esercizio 2. Si chiedono due esempi di funzione a variazione limitata f : [0,2] — R tali
che:
a) il primo sia quello di una funzione non monotona in [0, 2] la cui variazione totale in

[0,2] & 10;

b) il secondo fornisca una funzione assolutamente continua e non negativa che possiede
una derivata q.o. f' & L>=(]0,2]).

Esercizio 3. Introdotto l'insieme V = {f € C*([-1,1]) : f(0) =0},

a) controllare che V' & uno spazio vettoriale.

b) Dimostrare che ||f|o = n[lax] @), lIflla= n[lax] |f'(x)| sono entrambe norme
rze[—1,1 ze|—1,1
in V.

c¢) Discutere 'equivalenza o meno delle due norme in V.

Esercizio 4. Sia f : R — R la funzione 2r—periodica tale che f(z) = 7 —x per
—r <z

a) Sviluppare f(x) in serie di Fourier della forma % + Z(ak cos(kx) + by sin(kz))
k=1
rispetto al prodotto scalare (f,g) := 7T_1/ f(x)g(z)dx, f,g€ L*(T).

(771-771-)

b) Detta S(z) la somma della serie, calcolare S(—).

o0

1
c¢) Calcolare la somma della serie numerica

2°
n
n=1



ANALISI MATEMATICA 4

Scrittino del 14 giugno 2017

Esercizio 1. Data la successione di funzioni

$2n

fn(f):m, z € R,

studiare le convergenze quasi ovunque, quasi uniforme, in misura e in tutti gli spazi LP(R),
per 1 <p < o0.

Esercizio 2. Per 1 < p < o0 si consideri lo spazio di Banach ¢? delle successioni reali
o
x = (xy) tali che la serie Z |z [P converga, munito della norma usuale (da richiamare).

k=1
Inoltre, sia T' operatore definito per gli x € £2 da

y="Tx se yk:% per k> 1.

a) Provare che l'operatore T' & lineare.

b) Determinare tutti e soli i valori di p € [1, 00) tali che T risulti lineare e continuo da
(% in (P,

c) Per p = 1 calcolare esplicitamente la norma dell’operatore T' da ¢? in ¢'.

d) Studiare iniettivita e suriettivita di 7" : £2 — (P per tutti i p di cui al punto b).



ANALISI MATEMATICA 4

Scrittino del 3 luglio 2017

Esercizio 1. Data la successione di funzioni

l,n
folz) = it x € (0,+00),

a) studiare le convergenze quasi ovunque, quasi uniforme, in misura.

b) Per n € N fissato trovare tutti i valori p, con 1 < p < oo, tali che f,, € LP(0,400).
c¢) Per i valori p di cui al punto b) studiare la convergenza della successione {f,} in

LP(0,+00).

Esercizio 2. Per 1 < ¢ < oo si consideri lo spazio di Banach ¢¢ delle successioni reali
oo
x = (xy) tali che la serie 5 |z|? converga, munito della norma usuale (da richiamare).

k=1
Inoltre, sia T I'operatore definito per gli € /2 da

y="Tx se yk:% per k> 1.

a) Provare che l'operatore T' ¢ lineare.
b) Dimostrare che T' ¢ continuo da ¢? in (.

c¢) Calcolare esplicitamente la norma dell’operatore T'.



ANALISI MATEMATICA 4

Scrittino del 31 luglio 2017

Esercizio 1. Data la successione di funzioni

3x2n
fo(¥) = ———35, perze€RencN,

(1+ 22?)

studiare le convergenze quasi ovunque, quasi uniforme, in misura e in tutti gli spazi LP(R),
per 1 <p < oo.

Esercizio 2. Dare un esempio di operatore lineare e continuo
T:R?* - R* taleche T(3,-2)=(-1,3,5-2).

Una volta fornito ’esempio e dunque scritto I'operatore T, determinare una costante
C > 0 tale che

4
Dyl < Cmax{|zi],|z2]}  per ogni (w1, 2,) € R,

=1
dove (yla Y2, Ys, y4> — T(xh IQ).



ANALISI MATEMATICA 4

Scrittino del 24 novembre 2017

Esercizio 1. Si consideri il sottoinsieme di R?

2

Sia inoltre {u, },en una successione di funzioni misurabili che converge q.o. in E ad una
funzione w .

a) Provare che E ¢ misurabile secondo Lebesgue e calcolarne la misura.
b) Si chiede se tanhu,, — tanhu q.o. in E.
c¢) Dire, motivando la risposta, se tanhu,, — tanhu in L'(FE).

d) Dire, motivando la risposta, se tanh u,, — tanhwu in L>®(FE).

Esercizio 2. Sia (2 lo spazio di Hilbert reale delle successioni x = (1, s, ...) tali che

la serie
oo
>l
n=1

converga, munito dell’usuale prodotto scalare. Per A fissato in R, si consideri 'applica-
zione T) : £? — R definita da

Ty(z) = i ATy, .
n=>5

a) Valutare, in dipendenza del parametro A € R, se T) € ben definito e rappresenta un
elemento di (¢?)', giustificando per bene le risposte date.

b) Per i valori A per i quali T € (€2 ), calcolare ||Th[|(2y-



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 18 gennaio 2016

Esercizio 1. Sia f : R — R una funzione continua e integrabile secondo Lebesgue
in R. Consideriamo le successioni di funzioni {u,} e {v,} definite da u,(x) = f(z/n) e
vn(z) = f(nx) per z € Ren € N.

a) Le successioni {u,} e {v,} convergono q.o. in R?

b) Esistono i seguenti limiti lim [ w,(z)dz, lim [ v,(x)dx e nel caso quanto val-
gono?
Giustificare per bene le risposte date.
Esercizio 2. Dare un esempio di funzione f: [-1,1] = R

e che sia a variazione limitata;
e che non sia né continua né monotona in [—1, 1];

e la cui variazione totale nell’intervallo [—1, 1] valga 5.

Esercizio 3. Si consideri lo spazio vettoriale E = {u € C°([-1,1]): u(0) =0} munito
della norma
|ul|oo = max |u(t)], we€E.
“1<t<1

a) Dire perché lo spazio F ¢ uno spazio di Banach.

b) Verificare che

t
full = max 140

._ 2
max e llullp := max_1<1<1 t*|u(t)], we€ FE,

definiscono altre due norme in F.

c¢) Provare che || - ||, € equivalente a || - ||o € che invece || - ||, non & equivalente a || - || -
Esercizio 4. Si consideri il seguente sottoinsieme dello spazio H = L*(—1,1) (munito
di prodotto scalare e norma usuali)
X ={u€H: u(x)=ax+br* z€(—1,1), per una coppia (a,b) € R*}

e la funzione

fx) =

11

123:_1/4 se 0<x<l1

{ -1 se —1<z<0
a) Dire perché f € H e perché X & un sottospazio di H.
b) X & chiuso in H?

c) A partire dalle funzioni w(x) = x, 2(z) = 2%, x € (—1,1), costruire un sistema
ortonormale che fornisca una base in X.

d) Trovare la proiezione di f su X.



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 16 febbraio 2016

Esercizio 1. Sia f: R — R una funzione integrabile su R rispetto alla misura unidi-
mensionale p di Lebesgue. Posto A, ={z € R: n—1<|f(z)] <n} perneN,

a) controllare la misurabilita degli insiemi A,, e provare che lim p(A4,) = 0;

n—oo
b) discutere la convergenza o meno delle serie Z w(Ay) e Z / flz)dp;
n=1 n=1"4n

¢) trovare un esempio di funzione f integrabile su R tale che la relativa successione
{p(A,)} non sia monotona.

Esercizio 2. Siano f, : [0,1] x [0,1] — R le funzioni definite da

0 se T =1y
falz,y) = 1 0<z,y<1l, neN.

B

a) Studiare le convergenze quasi ovunque, quasi uniforme e in misura della successione

{/n}-

b) Posto @ = [0,1] x [0,1] e osservato che le funzioni f, sono integrabili secondo
Lebesgue (non si richiede dimostrazione), calcolare i due limiti

n—-+o00

mlfnmwmw, m{/MMwWM%
Q n—4o00 Q

Esercizio 3. Sia ¢! lo spazio di Banach delle successioni reali z = (zy, s, ...) tali che

o
|x||1 == Z |z, | < +o0.
n=1

Dare un esempio di due sottospazi X, Y C ¢!, diversi da ¢! e dal sottospazio costituito
dal solo vettore nullo, tali che X sia un chiuso di /! mentre Y sia denso in ¢, controllando
esplicitamente chiusura per X e densita per Y.

Esercizio 4. Sia v : R — R una funzione 27 —periodica definita da u(z) = z|z| per
z € (—m, 7.

a) Sviluppare u in serie di Fourier della forma % + Z(ak cos(kx) + by sin(kx));
k=1

b) discutere la convergenza in L*(T) della serie trovata.



ANALISI MATEMATICA 4

Scrittino del 13 giugno 2016

Esercizio 1. Si consideri la serie di funzioni
o)
1

Z ( + )2 Y T Z 07

T+n
n=1
a) dire se la serie converge quasi ovunque in [0, +00);
b) studiare la convergenza quasi uniforme e in misura della serie in [0, +00);

c¢) detta f(x) la somma della serie, valutare la misurabilita e I'integrabilita della fun-
zione f in [0, 4+00);

d) e possible scambiare 'operazione di serie con quella di f[o to0) ?

Esercizio 2. Si consideri lo spazio di funzioni
V= {ue C[-1,1]) : / u(x)d:v:()}
[7171]

e si definisca

Jull = / u(@)dr, wev, ()
[7171]

dove wut(z) := max{u(x),0}, = € [—1,1], denota la parte positiva di u.
) Dire perché V' ¢ uno spazio vettoriale.
b) Verificare che || - || ¢ effettivamente una norma in V.
c¢) Dare un esempio di funzione u € V' tale che |lul| = 5.
)

d) Discutere 'equivalenza della norma definita in (¢) con la norma

lull, :/ w(z) dz, uweV.
[_111}



ANALISI MATEMATICA 4

Scrittino del 30 agosto 2016

Esercizio 1. Si consideri lo spazio misurabile (R, £), dove £ denota la famiglia degli
insiemi misurabili secondo la misura unidimensionale di Lebesgue A. Consideriamo le
funzioni di insieme

p(Ay=AX{xeA: 0<z<1}), v(A)=AX{ze€A: |z|>1}) per A€ L.
a) Provare che p, v sono misure su (R, £). Sono o-finite?

b) Valutare se i, v sono assolutamente continue o singolari (oppure né assolutamente
continue né singolari) rispetto alla misura A.

¢) A e assolutamente continua o singolare rispetto a u?

d) p & assolutamente continua o singolare rispetto a v?

Esercizio 2. Dare un esempio di operatore lineare e continuo
T:R* = R> taleche T(3,-2)=(1,2,-6,0,-3).

Una volta fornito ’esempio e dunque scritto I'operatore T, determinare una costante
C > 0 tale che

5
Z lyi| < Cmax{|a1], |22} per ogni (z1,22) € R?, (y1,42,ys, s, ys) = T (1, x2).
i=1



ANALISI MATEMATICA 4

Scrittino del 27 settembre 2016

Esercizio 1. Posto, perx € Ren € N,

1

— se n<zr<n+1
fn(x): " )
0

altrove

si risponda alle seguenti domande.
a) Perché le funzioni f, sono (misurabili e) integrabili in R ?

b) Studiare la convergenza quasi ovunque, quasi uniforme, in misura della serie
oo
> fulzx), zER
n=1

¢) E possibile applicare alla serie Yo, [n 1 teoremi di passaggio al limite sotto il segno
di integrale? Se si, quali? Se no, perché?

Esercizio 2. Si consideri il sottoinsieme di R?
X ={(z,y,2) €ER*: z+y+2z>0}
a) L’insieme X ¢ un sottospazio di R3?
b) Provare che X ¢ chiuso in R3.

c) Esiste la proiezione del vettore (—1,1,—1) su X? Nel caso calcolare esplicitamente
tale proiezione.

d) Individuare l'insieme ortogonale X=.



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 23 febbraio 2015

Esercizio 1. Per n € N si considerino le funzioni

1+ na?

a) Trovare un intero k € N tale che per n > k la funzione f, sia integrabile in R.

b) Calcolare, motivando opportunamente le risposte, il limite

n—oo

R

Esercizio 2. Sia f:[0,1] — R la funzione cosi definita: f(0) = 0; per n = 1,2, ...

1
restrizione di f all’intervallo {— ; —} ha come grafico il segmento di estremi
n n

)« )

a) Tale funzione f ¢ a variazione limitata in [0, 1]7

la

b) Se {z,} € una successione di funzioni continue e a variazione limitata in [0, 1] che
converge uniformemente a una funzione z in [0, 1], & possibile concludere che z & a

variazione limitata in [0, 1]7

Esercizio 3. Si considerino Uintervallo (0,1) della retta reale (munito dell’ordinaria

misura di Lebesgue) e gli spazi LP(0,1) con 1 < p < oc.

Dire, motivando per bene le risposte, se esistono (oppure non possono esistere) delle
successioni {g,}, {hn}, {un}, {va.} tali che g,, h,, u,, v, € L>(0,1) per ogni n € N e

inoltre, per n — oo,
a) g — 0in L'(0,1) ma ||gnlzeeo.1) — +00;
b) h, — 0in L>*(0,1) ma ||hy|lr10,1) — 400;
¢) u, = 0in L'(0,1) ma |Juy||r2(0,1) = +00;
)

d) v, = 01in L2(0,1) ma |[[v,||r1(01) — +00.

Esercizio 4. Si consideri l'insieme
X = {f € L*(0,+00) : f(z) =1/x per qo. = € (2,+oo)}.
a) Provare che X ¢ un convesso contenuto in L*(0, +00).

b) Dire se X & un sottospazio di L?(0,+00).

c¢) Dire se X ¢ chiuso in L?(0, +00).

)
)
)
)

d) Posto g(z) = e~ per 2 > 0, calcolare la proiezione di g su X.



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 15 giugno 2015

Esercizio 1. Sia Q un aperto limitato di R® e sia {f,} una successione di funzioni
fn : © — R misurabili secondo Lebesgue e tali che —2 < f,,(z) < 1 q.o. in ©, per ogni
n € N. Inoltre, la successione {f,} converge a una funzione f in misura.

a) Dimostrare che, per ogni 1 < p < oo, si ha f,, — f in LP(Q).
b) Se € & ora la palla aperta di centro l'origine e raggio 1, costruire un esempio di

successione {f,,} nelle condizioni dell’enunciato e tale che f,, /4 f in L*(2).

Esercizio 2. Nello spazio misurabile (R, £) si consideri la funzione di insieme

sin x
A) = d Ac Ll
©(A) /AHxQ n, A€L,

dove L denota la o—algebra degli insiemi misurabili secondo Lebesgue e p € la misura
unidimensionale di Lebesgue.

a) Provare che ¢ ¢ una misura relativa su (R, £).

b) Per tale misura relativa ¢ individuare e scrivere esplicitamente le misure variazione
superiore ¢, variazione inferiore ¢~ e variazione totale |¢|.

c¢) Calcolare ¢(B), dove B={x € R : |z| > 7/2}.

Esercizio 3. Si consideri lo spazio di Hilbert ¢2 delle successioni reali x = (z3) tali
che la serie > 7, |zx|* converga, munito dell’usuale prodotto scalare. Inoltre, per ogni
intero n > 1 sia T}, Poperatore da ¢2 in s¢ che a = () associa y = T,z con

Yk =T per k<mn, yp==Tp1 per k>n.

a) Provare che per n fissato T, € lineare e continuo.

Studiare iniettivita e suriettivita dell’operatore 75.

)
b) Per ogni n € N calcolare ||T5, || z(r2,2).
c)

)

d) La successione di operatori {T},} risulta convergente nello spazio £ (£?;(?)?

Esercizio 4. Si consideri la funzione 2r—periodica f definita da
f(z) = cos(2x + 1) —sin(4 — 3x), z € [—m, 7],

a) Sviluppare f in serie di Fourier della forma
50 + ; ay cos(kx) + by sin(kz)).

b) discutere la convergenza puntuale, uniforme e in L*(T) della serie trovata.



ANALISI MATEMATICA 4

Scrittino 6 luglio 2015

Esercizio 1. Posto, perz € Ren € N,

T

1 se n<zxr<n+1
fn(x): v s

0 altrove
si risponda alle seguenti domande.
a) Perché le funzioni f,, sono (misurabili e) integrabili in R ?
b) Studiare la convergenza q.o. della successione {f,} in R.

c) E possibile applicare alla successione {f,} i teoremi di passaggio al limite sotto il
segno di integrale? Se si, quali? Se no, perché?

Esercizio 2. Si consideri il seguente sottoinsieme dello spazio H = L*(—1,1)
X={u€H: ulx)=a+bx® z € (—1,1), per una coppia (a,b) € R*}

e la funzione
—1 if —1<z<0

flx)y=4¢0 if x=0
1 if 0<x<1
a) Dire perché f € H e perché X & un sottospazio di H.
b) X & chiuso in H?

c¢) Trovare la proiezione di f su X.



ANALISI MATEMATICA 4

Scrittino del 3 settembre 2015

Esercizio 1. Nello spazio misurabile (R, £) si consideri la funzione di insieme

Xz
so(A)—/A1+x4du7 AcL,

dove L denota la o—algebra degli insiemi misurabili secondo Lebesgue e p € la misura
unidimensionale di Lebesgue.

a) ¢ ¢ una misura relativa su (R, £)?

b) Per tale misura relativa ¢ individuare e scrivere esplicitamente le misure variazione
superiore ¢, variazione inferiore ¢~ e variazione totale |¢|.

¢) Calcolare ¢(B), dove B={z € R : |z| > 1}.

Esercizio 2. Siano X lo spazio R? munito della norma || - || e Y lo spazio R® munito
della norma || - ||;. Dare un esempio di operatore lineare e continuo

T:X —Y taleche T(1,1)=(1,0,-2,0,1).

Una volta scritto 'operatore, controllare esplicitamente che tale operatore e limitato da
XinY.



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 4 dicembre 2015

Esercizio 1. Si consideri la successione di funzioni f,, : R — R definite da

()

n
=—F—, xR,
1+ (nx)?
per n € N.
a) Studiare misurabilita e integrabilita in R di queste funzioni.

b) La successione f,, converge q.o. in R?

¢) Esaminare anche la convergenza quasi uniforme, in misura e in L!(R).

Esercizio 2. Dare un esempio di misura relativa ¢ sullo spazio misurabile (R, £), dove
L denota la o—algebra degli insiemi misurabili secondo Lebesgue, tale che

90([_17 1]) = -1, 90((_0070]) =0 e 90((07 +OO)) =1

Inoltre, per tale misura relativa individuare e scrivere esplicitamente le misure variazione
superiore ¢, variazione inferiore ¢~ e variazione totale |¢|.

Esercizio 3. Nello spazio ¢ delle successioni a = (ay, as, . . .) reali e infinitesime poniamo

o0
lall := sup |a|, Malll :=> 27"|an|, per a € co.
neN n—1
a) Dimostrare che || - || e ||| - ||| definiscono effettivamente due norme in cq.

b) Discutere I'equivalenza delle due norme, soffermandosi sulla validita o meno delle
due proprieta

esiste una costante C' > 0 tale che |||a||| < C|la|| per ogni a € cg; (1)

esiste una costante D > 0 tale che |a|| < D||al|| per ogni a € ¢. (2)

Esercizio 4. Si consideri il sottoinsieme di R?
X ={(z,y,2) eR*: z=x+y}
a) Mostrare che X & un sottospazio di R?. E chiuso?
b) Individuare ed esplicitare il sottospazio ¥ = X*.
c) Calcolare la proiezione del vettore (1,1,1) su X.

d) Calcolare la proiezione del vettore (1,1,1) su Y.



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 23 gennaio 2014

Esercizio 1. Sia f:[—1,1] — R una funzione assegnata.

a) Provare che se f & continua in [—1, 1], il suo grafico

G(f)={(z,y) eR®: ~1<a <1, y= f(2)}
ha misura bidimensionale di Lebesgue nulla.

b) Se f ¢ continua nei punti dell’intervallo aperto (—1, 1), possiamo ancora concludere
che G(f) € misurabile secondo Lebesgue e ha misura nulla?

Esercizio 2. Sia g : (0,400) — R una funzione di classe C' non crescente e non
negativa. Ci interessiamo alla successione di funzioni f,(z) = g(x”), r>0eneN e
al limite

lim fo(z)dz, (L)

dove naturalmente l'integrale qui sopra puo anche essere uguale a +o0o per qualche in-
dice n.

a) Dire se esistono (finiti o infiniti) i limiti Ly = lim ¢(¢), Lo = lim ¢(f) e quanto
t—0+ t—+00

possono valere (fare esempi di funzioni g).
b) Provare che se Lo, > 0, allora il limite in (L) vale 4o0.
c) Provare che se L,, =0 ma Ly= oo allora il limite in (L) vale ancora +o0.

d) Nel caso in cui Ly, = 0 e Ly & finito e diverso da 0, discutere separatamente il
comportamento dei due integrali f(o 0 fn(x)dx, f(l to0) fu(z)dx al tendere di n a oo

e conseguentemente trovare il valore del limite in (L).

Esercizio 3. Dare un esempio di operatore lineare e continuo da L?(R) in ¢! che non
sia iniettivo e che abbia norma esattamente uguale ad 1.

Esercizio 4. Nello spazio di Hilbert X = L*(T) si consideri il sistema ortonormale
completo S = {\/5/2, cos(kx), sin(kx); k € N, k # O} rispetto al seguente prodotto
scalare (f,g)x := 7! f(_mw) f(x)g(x)dz, f,g € X.Siau:R — R la funzione periodica
di periodo 27 e tale che

u(z) =1 sex € [—m,—7w/2]U[0,7/2], w(z)=-1 sexe (—7n/2,0)U (7/2,7).
a) Osservato che v € X, sviluppare la funzione u in serie di Fourier rispetto al sis-
tema S.
= 1

b) Utilizzare il risultato trovato per calcolare la somma della serie E —(2 e
n
n=0



ANALISI MATEMATICA 4
Prova scritta del 24 febbraio 2014

Esercizio 1. Posto g(x) e fulz) = g(nx)X|_p () perz € Ren eN

T
1422
(ove, al solito, X 4 indica la funzione caratteristica dell’insieme A C R), per la successione
{fn} si studino le convergenze

a) quasi ovunque, quasi uniforme e in misura su tutto R;

b) in LY(R) e in LP(R) con 1 < p < co.
Esercizio 2. Posto f(z) = segno(sin(2z)) per « € [—m, 7], dove segno(t) e la funzione
che vale 1 pert >0, —1 per t <0, 0 per t =0,

a) calcolare la variazione totale di f in [—m, 7]

b) Esprimere f come differenza di due funzioni monotone non decrescenti.

c¢) Calcolare la derivata quasi ovunque di f e dire se per f vale il teorema fondamentale
del calcolo in [—m, 7).

d) Sviluppare f in serie di Fourier rispetto al sistema ortonormale completo S =

{V2/2, cos(kz), sin(kz); k €N, k # 0} quando si consideri il prodotto scalare

(fg) =7 /( Sy, fg€ X

Esercizio 3. Dare un esempio di operatore lineare e continuo da R® in L>(—1,1) che
sia iniettivo e che abbia norma esattamente uguale ad 3.

Esercizio 4. Posto H = L*(R), sia F': H — R il funzionale definito da

F(u) = / u(z)dz —/ u(x)dr, weH,
(1,2) (0,1)

gli integrali essendo intesi nel senso di Lebesgue.
a) F ¢ lineare e continuo? In caso affermativo, si calcoli || F|| 5.

b) Determinare tutti e soli gli @ € R per cui 'insieme E, = {u € H: F(u) = a} ¢
chiuso, € convesso, e un sottospazio.

c¢) Sia ora a € R tale che E, ¢ sottospazio chiuso di H. Controllato che la funzione
w(z) := e 7Y 2 € R, individua un elemento di H, determinare la proiezione di w
su F,.



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 23 settembre 2014

Esercizio 1. Siano © un aperto di R, u : Q — R una funzione, {u,} una successione
di funzioni misurabili tale che 0 < u,, < u,41 q.0. in €2, per ogni n € N. Sappiamo che

Up, — u q.0. in €, lim / |u, |*dx = 100.
Q

n—o0
Utilizando queste informazioni, dimostrare che

a) u € L*(Q);

b) ful[r2(q) = 10;

¢) u, — uin L*(Q).
Esercizio 2. Sia Q un aperto di R?® e sia (€2, £,)) lo spazio di misura caratterizzato

dalla o-algebra £ dei sottoinsiemi di €2 misurabili secondo Lebesgue e dalla misura A di
Lebesgue.

a) Provare che 'insieme X delle misure relative definite su (§2, £) ¢ un spazio vettoriale.
b) Dare almeno un esempio di sottospazio proprio di X di dimensione infinita.

¢) Provare che data una misura relativa ¢ su (£2, £) esistono sempre due misure relative
1 e v tali che p e A-assolutamente continua, v € A-singolare e inoltre p = pu + v.

d) Le misure relative p A-assolutamente continua e v A-singolare tali che ¢ = p+v sono
univocamente determinate? oppure puo esistere una decomposizione diversa di ?

Esercizio 3. Posto E = {f € C'([0,1]) : f(0) = 0}, si definisca |||z = m[%ﬁ |f'(z)].
x€|0,

a) Si provi che E & uno spazio vettoriale e che || - || € effettivamente una norma.
b) Rispetto alla norma || - ||g, E ¢ uno spazio di Banach?

¢) Si consideri loperatore lineare L : E — C°([0,1]) definito da (Lf)(z) = e*f'(x),
x € [0, 1]. Si provi che L ¢ continuo.

d) Dimostrare che L & sia iniettivo che suriettivo e fornire una rappresentazione esplicita
dell’operatore inverso.

Esercizio 4. Sviluppare in serie di Fourier la funzione 2w —periodica f definita da
f(z) = cos(4x) cosx + 3 — sin(2x) — sinz sin(4x), x € [0, 27],
rispetto al sistema ortonormale completo

{(27?)_1/2, 712 sin(nz), 7% cos(nx)}.



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 12 dicembre 2014

Esercizio 1. Studiare 'integrabilita (secondo Lebesgue) della funzione
fo(z) =|Inz|*, x € (0,1),
sull'intervallo (0, 1) per tutti i valori di a € R.

Esercizio 2. Dare un esempio di misura relativa ¢ sullo spazio misurabile (R, £), dove
L denota la o—algebra degli insiemi misurabili secondo Lebesgue, tale che

e([1,2]) =3 e »((0,+00)) = 2.

Inoltre, per tale misura relativa individuare e scrivere esplicitamente le misure variazione
superiore ¢, variazione inferiore ¢~ e variazione totale |y|.

Esercizio 3. Si consideri lo spazio R munito dell’ordinaria misura di Lebesgue. Ogni
funzione f € L*(R) genera un operatore M; : L*(R) — L'(R) definito da M;(g)(z) :=

f(z)g(z), x € R.

a) Verificare linearita e continuita di M.
b) Provare che | M|l zr2m)ci®)) < || fllz2w) per ogni f € L*(R).
¢) Se fissiamo invece f € L*(R), lo stesso operatore M, & ancora ben definito da L?*(R)
in L}(R)?
Esercizio 4. Sia f(z) la funzione 2r—periodica tale che f(z) =2 per —7m < <.

a) Sviluppare f(z) in serie di Fourier della forma

a o0
?0 + ; ay, cos(kx) + by sin(kx))

rispetto al prodotto scalare (f,g) := 7T_1/ f(x)g(z)dx, f,g¢€ L*(T).
(—m,m)

b) Detta S(z) la somma della serie, calcolare S(m).

o

1
c¢) Calcolare la somma della serie numerica Z —

n=1



ANALISTI MATEMATICA 4
Prova scritta del 24 gennaio 2013

Esercizio 1. Sia Q C R? un insieme misurabile secondo Lebesgue e di misura finita.
Sia { f, }nen una successione di funzioni f,, : 2 — R misurabili e tali che

1) / | fu(7)|?dz < 8 per ogni n € N;
Q

2) f, converge a f q.o. in €.

La funzione limite f & misurabile? & integrabile in Q7

Esercizio 2. La funzione f : [0, 7] — R definita da

0 se 0<x<2/m
fx) =< zsin(l/x) se 2/m <x <4/7
COS T se d/mr<ax<m

e a variazione limitata? e assolutamente continua?
Esercizio 3. Introdotto l'insieme
Y ={feC'R) : f, f sonolimitatein R e f(0)=0},
controllare che Y e uno spazio vettoriale e dimostrare che
[flle = sup [ f(@)| +sup [f'(z)|, [|flla=sup]|f(z)]
z€eR zeR zeR
sono entrambe norme in Y ma non sono equivalenti.

Esercizio 4. Posto, 'integrale essendo inteso nel senso di Lebesgue,
a(u,v) :/ 7 2u(t)v(t)dt (%)
(0,1)
per tutte le funzioni u, v : (0,1) — R misurabili e tali che la funzione t ~— t~"/2u(t)v(t)
sia integrabile in (0,1),
(i) provare che a(-, -) verifica tutte le proprieta di un prodotto scalare;

(i) a(-, -) definisce effettivamente un prodotto scalare in L?*(0,1)?

(iii) Siete in grado di individuare classi di funzioni X tali che per u, v € X l'integrale in
(%) ha senso?



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 20 febbraio 2013

Esercizio 1. Si consideri lo spazio misurabile (R, £), dove £ denota la famiglia degli in-
siemi misurabili secondo la misura unidimensionale di Lebesgue . Introdotta la funzione
di insieme

v(A) = lim Z 271"l per A€ L,

k—4o00
neEANZN[—k,k]|

provare che v € una misura su (R, £). Inoltre, v & o-finita? & assolutamente continua o
singolare (oppure né assolutamente continua né singolare) rispetto alla misura p 7

Esercizio 2. Pern € Ne z € (0,+00) si consideri la funzione

fn(x) =

nr 2™ se 0<a<(n+3)7!
742 g6 1> (n+3)7!

Discutere la convergenza di {f,} in (0, +00) quasi ovunque, quasi uniforme, in misura e
in L0, +o0).

Esercizio 3. Si consideri lo spazio ¢y delle successioni v = (uy,us,...) reali e infini-
tesime, munito della norma ||ul|., := sup{|ux|, & € N}. Sia a = (a1, az, ...) una succes-
sione reale tale che

[e.9]

la serie E lax| converge e ha per somma 1.
k=1
oo
a) Provare che il funzionale F' : ¢g — R, F(u) := g axuy, ¢ ben definito, lineare e
k=1

limitato.

b) Calcolare esplicitamente la norma || F'||(cy -

Esercizio 4. Si consideri lo spazio L?(—1,1) delle (classi di) funzioni f : (—1,1) - R
misurabili e di quadrato sommabile in (—1,1). Sia inoltre C' C L?(—1,1) il sottoinsieme
delle funzioni f tali che

If = U <3, f20 qo. in (~1,1), /( f)ir=o
11

(i) Provare che C' & non vuoto, convesso e chiuso in L?*(—1,1).

(ii) Ricorrendo alla proprieta di distanza minima, trovare la proiezione su C' della fun-
zione ¢g(r)=—-1—x, z € (-1,1).



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 1 luglio 2013

Esercizio 1. Perché 'insieme

y U (z,y) € R%: |y|§‘x3‘x2‘ se 2k <x<2k+1,
= 0<y<223 se 2k+1<ax<2k+2

¢ misurabile rispetto alla misura bidimensionale i di Lebesgue e di misura finita in R??
Calcolare u(A).

Esercizio 2. Data la successione di funzioni

folx) = sinr(tzx), x €(0,1), neN,

a) discutere la convergenza quasi ovunque, quasi uniforme e in misura di {f,, } in (0, 1);
b) le funzioni f,, sono integrabili in (0,1)?

c) esiste finito il

lim fo(z)dx?

Esercizio 3. Per f € L'(R) si consideri la funzione misurabile

g(x) = / f(t)arctantdt, z € R.
(2,+00)

a) Provare che g ¢ ben definita e che g € L*(R).

b) Sia ora T : L'(R) — L*®(R) 'operatore definito da T'f = g: si chiede se T ¢ lineare
oppure no.

c¢) L'operatore T' ¢ continuo? Motivare per bene la risposta.

Esercizio 4. Si consideri il seguente sottoinsieme dello spazio H = L*(—2,2)
X ={ue H: ulx)=a+br? z € (-2,2), per una coppia (a,b) € R*}

e la funzione
1—= if —2<z<0

flx)y=< 0 if =0
z—1 if 0<ax<2

a) Dire perché f € H e perché X ¢ un sottospazio di H.
b) X ¢ chiuso in H?

c¢) Trovare la proiezione di f su X.



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 24 settembre 2013

Esercizio 1. Sia N l'insieme dei numeri interi positivi e sia # : P(N) - RU {400} la
funzione di insieme definita da

#(F) = cardinalita di £, FE CN,
intendendo naturalmente che #(E) = 400 se E ¢ infinito.
a) Verificare che # ¢ una misura o-finita su (N, P(N)).

b) Considerato lo spazio di misura (N, P(N), #), si precisino le condizioni perché una
funzione f : N — R sia misurabile. E quando invece f : N — R ¢ integrabile?

Esercizio 2. Sia f € L'(0,4+00) N C'([0,+c0)). Calcolare, giustificando la risposta, il

limite
Vn+5
lim f(z)dz.
=% Jin(n+1)

Esercizio 3. Introdotto lo spazio X = C°([—1,1]) e posto

1
1A= max{|f (=D, LF (D]} + AIf(fC)ldfC, 1A= max [f(x)], per feX,

—1<a<1
a) dimostrare che || - || e ||| - ||| definiscono effettivamente due norme in X;

b) discutere I'equivalenza delle due norme, soffermandosi sulla validita o meno delle
due proprieta

esiste una costante C' > 0 tale che [|f|| < C|||f|l] per ogni f € X; (3)

esiste una costante D > 0 tale che |||f|]| < DJ|f]| per ogni f € X. (4)

Esercizio 4. Si consideri il sottoinsieme di R?
X ={(z,y,2) eR*: x—y=2z}.
a) Mostrare che X ¢ un sottospazio di R3. E chiuso?
b) Individuare ed esplicitare il sottospazio Y = X*.
c) Calcolare la proiezione del vettore (2,2,3) su X.

d) Calcolare la proiezione del vettore (2,2,3) su Y.



ANALISI MATEMATICA 4

Prova scritta del 20 novembre 2013

Esercizio 1. Si consideri lo spazio misurabile (R, £), dove £ denota la famiglia degli
insiemi misurabili secondo la misura unidimensionale di Lebesgue A. Consideriamo le
funzioni di insieme

Ay =AX{zx e A: 2<0}), v(A)=A{ze€A: v>0}) per Ac L.
a) Provare che p, v sono misure su (R, £). Sono o-finite?

b) Valutare se i, v sono assolutamente continue o singolari (oppure né assolutamente
continue né singolari) rispetto alla misura A.

¢) A e assolutamente continua o singolare rispetto a u?

d) p & assolutamente continua o singolare rispetto a v?

Esercizio 2. Utilizzando 'estensione del teorema fondamentale del calcolo, provare che
la funzione f(x) = ¥/z, v € [~1,1], & assolutamente continua.

Esercizio 3. Considerata la successione di funzioni
fulz) =e Y2z e[-1,1],

studiare le convergenze quasi ovunque, quasi uniforme, in misura e in tutti gli spazi
LP([-1,1]), per 1 < p < .

Esercizio 4. Si consideri lo spazio di Hilbert H = ¢? delle successioni reali z =

(21,23, ...) tali che la serie
(0.9]
D leal
n=1

converga, munito dell’usuale prodotto scalare. Si definisca
K = {a::(a:l,:cz,...) eH: 0<uz,<n® perogninEN}.
Si chiede di rispondere alle seguenti domande motivando opportunamente le risposte date.

a) L’'insieme K potrebbe essere vuoto? Provare che K ¢ un sottoinsieme convesso e
chiuso di H.

b) Mostrare che 'elemento w = (wy, ws, . ..), con w, = (—1)"/n per n € N, appartiene
ad H.

¢) Ricordare il teorema delle proiezioni e calcolare esplicitamente la proiezione dell’ele-
mento w su K.



