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Note:

A1. Sia f(x) = xsin(x) per x > 0. Calcolare f ′(x).

A2. Calcolare lim
n→+∞

n2 + n

n+ 3
+

ln(n) + ln(2)

ln(n2)− ln(n)
+

3n + e−2n

2n − en
.

A3. Stabilire per quali valori dei parametri reali α e β si ha sin3(x) ∼ α(x− π)β per x→ π.

A4. Calcolare

∫
1

1 + x2
+

1

1− x2
dx

A5. Studiare il comportamento della serie
+∞∑
n=3

e−n(1 + αn2)

ln(2n+ 1)
in funzione del parametro reale α.

Studiare il comportamento della serie
+∞∑
m=0

[cos(mπ) + sin(mπ)](−1)2m+m+1.

A6. Sia f(x) = ln(cos(x) + 1) per x 6= (2k + 1)π e k ∈ N. Tracciare un grafico qualitativo di f indicando

gli eventuali punti di massimo e minimo (locali e globali). Calcolare inoltre immagine, sup ed inf di f .

Stabilire se la funzione f sia pari, dispari, iniettiva, suriettiva e periodica.

A7.? Sia f : R→ R definita da f(x) =
[
1− |x− 1|

]
+

. Tracciare un grafico di f .

Si considerino le funzioni gk(x) = e−kf(x − 2k) per k ∈ N e la funzione G(x) =
∞∑
k=0

gk(x). Tracciare un

grafico di G.

Sia am =

∫ 2m

0
G(x) dx per m ∈ N. Calcolare lim

m→∞
am.



B1. Sia an una successione limitata. Allora

A esiste una sottosuccessione ank
non-limitata. B an è definitivamente monotona.

C esiste una sottosuccessione ank
convergente. D an è convergente.

B2. Sia f : [a, b]→ R continua. Siano c, d ∈ (a, b) tali che f(a)f(b)f(c)f(d) < 0. Allora

A esiste x0 ∈ [a, c] tale che f(x0) = 0. B esiste x0 ∈ [d, b] tale che f(x0) = 0.

C esiste x0 ∈ [a, b] tale che f(x0) = 0. D esiste x0 ∈ [c, b] tale che f(x0) = 0.

B3. Sia f : [0, 1/2]→ R limitata e integrabile. Allora

A

∫ 1/2

0
f(x) dx > 1

2 inf{f} . B

∫ 1/2

0
f(x) dx ≤ 1

2 sup{f} . C

∫ 1/2

0
f(x) dx < 2 inf{f} .

D

∫ 1/2

0
f(x) dx ≥ 2 sup{f} .

B4. Fornire un esempio di funzione f : (−∞, 0)→ R che verifichi la seguente proprietà:

per ogni ε > 0 esiste x̄ ∈ (−∞, 0) tale che −ε ≤ f(x) ≤ 0 per ogni x < x̄.

B5. Sia f : R→ R strettamente monotona e suriettiva. Dimostrare che:

se x1 < x2 allora f([x1, x2]) è un intervallo.

B6. Fornire una definizione di lim
n→+∞

an = L−.

B7. Enunciare e dimostrare la condizione necessaria di convergenza delle serie.



Soluzioni dello scritto del 06/09/21

Parte A

A1. f ′(x) = xsin x(cosx lnx+ sinx/x). Riscrivere f(x) = esin x ln x e derivare.

A2. −∞.
n2 + n

n+ 3
∼ n,

lnn+ ln 2

ln(n2)− lnn
∼ 1 ,

3n + e−2n

2n − en
∼ −(3/e)n con 3/e > 1.

A3. α = −1, β = 3. Si ha sinx ∼ −(x− π) per x→ π

A4. arctanx− 1
2 ln(1− x) + 1

2 ln(1 + x).

A5. Converge per ogni α ∈ R Per convergenza assoluta. |1 + αn2| ≤ ecn per ogni c > 0. Ad es. con

c = 1/2 la serie dei moduli è maggiorata dalla serie di e−n+n/2 = e−n/2 che converge, in quanto
geometrica con b = e−2 < 1.

Diverge a +∞ Si ha [cos(mπ) + sin(mπ)](−1)2m+m+1 = 1 per ogni m in quanto sin(mπ) = 0,

cos(mπ) =

{
−1 m pari

1 m dispari
, (−1)2m+m+1 = −(−1)m =

{
−1 m pari

1 m dispari
.

A6. Funzione pari e periodica (quindi non iniettiva) che possiamo studiare tra (−π, π). Max globale in
0. Immagine (−∞, ln(2)], quindi non suriettiva.

A7. Si ha

∫
gk(x) dx = 1

2e
−k. Quindi am =

m−1∑
k=0

1
2e
−k e lim

m→+∞
am = 1

2

+∞∑
m=0

e−k = 1
2

1

1− e−1
.

Parte B (es. 1-5)

B1. C Per Bolzano-Weierstrass

B2. C Essendo f(a)f(b)f(c)f(d) < 0 esiste una coppia di punti x1, x2 ∈ {a, b, c, d} con segno di f
diverso. Si applicata il teorema degli zeri in [x1, x2] ⊂ [a, b].

B3. B

B4. Si prenda una qualsisi funzione tale che lim
x→−∞

f(x) = 0−

B5. Se f crescente f(x1) ≤ f(x) ≤ f(x2) per x ∈ [x1, x2], quindi f([x1, x2]) ⊂ [f(x1), f(x2)]. Inoltre,
per invertibilittà ogni y ∈ [f(x1), f(x2)] ammette una contro-immagine x. Per monotonia si ha
x1 ≤ x e x ≤ x2.


