Analisi Matematica I - 19/07/17 - Tempo a disposizione: 3h

Matricola Cognome e Nome

—4x

Al. Determinare gli eventuali punti di minimo e massimo relativo della funzione f(z) = 3212
x

Stabilire se i punti trovati sono di minimo o di massimo assoluto per la funzione f.

+o00 1 7 3
A2. Stabilire se il seguente integrale converge o diverge / M dx.
5 cos(z) + 22

A3. Risolvere il problema di Cauchy

u —5u +6u=0,

A4 Scrivere il polinomio di MacLaurin di grado 2 della funzione

F(z) = / S (5¢ + 3) dt.
0

“+o00

1 —MNn
A5.* Sia a € R. Stabilire se la serie Z o te
n=2

2+ In(n) converge, diverge o oscilla (& irregolare) per

a=-—1 , =2 , = —

i
AG6. Determinare la parte reale del numero complesso 5

A7 Determinare gli eventuali punti di non derivabilita della funzione

2l —3|+1 perx <6,
flz) =

6es 2 +1 per x > 6.

T A d 9.2
AS8. Calcolare lim T+4n 2n .

n—-+o0o 1
(14 55)
nit 2n?

5sin(z) cos(z)

dr.
1 + cos?(x) v

A9. Calcolare 'integrale indefinito /

1 2 2x) — 2
A10.* Calcolare lim sin(27) (cos(2z) )
=0  —2x%(ed* +5)




B1. Sia f : [a,b] — R integrabile e sia ¢ € (a,b). Allora /bf(:z:) dx—i—/cf(x) dr = /Cf(x) dx
a b a
a b b
[twe @ [ r@e B[ rwa
b c a

B2.* Sia (a,) una successione di numeri positivi. Si ha che: se (a,) € monotona decrescente,
allora a, — 0 se (a,) € monotona decrescente, allora ha limite finito se (a,) € su-

periormente limitata, allora ha limite finito @ se a, — 0, allora (a,) ¢ monotona decrescente.

B3.* Se hr_{l f(z) = —1 allora Ve > 0siha f(z) > 1— e definitivamente Ve >0 siha
T—+00

f(z) < —1 — € definitivamente Ve > 0siha f(xr) < —1+ € definitivamente @ Ve >0 si
ha f(x) > 1+ € definitivamente.

B4. Sia f : R — R una funzione periodica di periodo 7. Allora la funzione g(z) := f(2x) e
periodica di periodo % e periodica di periodo % non e periodica @ e periodica di

. 2
periodo 7.

/(=)

B5. Sia f : R — R una funzione tale che f(0) =0e lir% == = 1. Allora la retta tangente al grafico
T— €T
di f nel punto di ascissa x =0 ¢ y:() y:x yzl @yzx%—l.

B6.* Si consideri f : [a,b] — R, continua in [a, b], derivabile in (a,b) e tale che f(a) < f(b). Allora

esiste un punto z. € (a,b) in cui f'(x.) <0 per ogni punto z. € (a,b) si ha f'(x.) > 0
esiste un punto z, € (a,b) in cui f'(z.) =0  [D]esiste un punto z. € (a,b) in cui f'(z,) > 0.

= /1
B7.* Sia f una funzione tale che f(x) = 2® + o(2?) per z — 0. Allora la serie E f(—) e
n
n=1
indeterminata diverge a +o0 diverge a —oo @ converge.

B8. Sia f : [a,b] — R continua con f(a) < f(b). Allora esiste un punto di massimo in (a,b)
esiste un punto di massimo in (a, b] esiste un punto di minimo in (a, b) @l esiste un

punto di minimo in (a, b].

B9. Sia f(z) =2 perz>0e0<a <1 Allora f ¢ crescente e convessa |B| crescente e

concava decrescente e concava @l decrescente e convessa.

B10. Sia f : R — R una funzione derivabile due volte con f”(z) > 0 per ogni z € R. Se g € R ¢
tale che f'(xg) = 0, allora xo ¢ un punto di massimo assoluto per f xo € un punto di

minimo assoluto per f 2o € un punto di flesso per f @ Zp € un punto di massimo relativo

per f.




Al.

A2.
A3.
A4.

As5.

A6.

AT.

Soluzioni

La funzione f ¢ definita su tutto R. La sua derivata ¢

32 —2

fl(x) = 4m.

Studiando il segno di f’, si trova che f & strettamente crescente in (—oo, —\/g) e in

(y/2,+00), ed ¢ strettamente decrescente in (—\/g, \/g) I punti critici sono x = :I:\/g.

Dalla monotonia di f segue che x = —\/g ¢ un punto di massimo relativo e x = \/% é un

punto di minimo relativo.
Disegnando il grafico della funzione e usando che lim,_, 1, f(z) = 0, si deduce che in realta

r=— % ¢ un punto di massimo assoluto e x = \/g ¢ un punto di minimo assoluto.
L’integrale diverge perché la funzione integranda ¢ asintotica a x, per x — +o00.
u(r) = e** 4 2¢3®

Si ha che F(0) = 0 e F'(x) = em%(5z + 3), da cui segue che F'(0) = 3, F"(x) =
S (53 + 3) cosz + 5e5% ¢ F”(0) = 8. Pertanto il polinomio di MacLaurin di grado 2 &
3z + 4x2.

Per a = —1 la serie converge per il criterio di Leibniz. Per o = 2 la serie diverge a +oco,
perché si tratta di una serie a termini positivi il cui termine generale non tende a 0. Per
o= —% la serie converge assolutamente (quindi converge): infatti, si ha che
’< 1)" I+e™| 1 1+e™
2/ 2+4+In(n)l 272+ 1In(n)’
Poiché
1 1te " _
. PR 2+1f1(n) . 1+e™
lim ———— = lim ——F— =
n—-+o0o 5 n—+oo 2 + hl(n)
+oo
e la serie geometrica Z on converge, per il criterio del confronto asintotico anche la serie
n=1
Jf 1 14e™
— ————— converge.
27 2 4+ In(n) &
n=1
2
5

Nell'intervallo (—oo, 6) la funzione f & derivabile in tutti i punti, tranne z = 3. Nell’intervallo
(6, +00) la funzione f & derivabile in tutti i punti. Nel punto x = 6 si trova che

p S@ = 16) L f@) = £(6)
z—6- z—6 z—6+ r—6

=2

)

da cui segue che f & derivabile in x = 6. Pertanto 'unico punto di non derivabilita di f e
z = 3.



A8. Usando che In(1 + 513) ~ 313 per n — 400 e razionalizzando,

VT +4nt —2n% 7+ 4dn* — 4n? 7 %7
1 - I\ 1 2
In (1+ ﬁ) (VT+ 4+ 202) In (14 ﬁ) o

per n — +00.

A9. Per sostituzione ponendo 1 + cos?(x) = t, da cui —2 cos(z) sin(z) dr = dt, si ha che

5sin(z) cos(x) 5 (1 5 5 9
————Cdz=—= [ ~dt=——Inlt =——In(1 .
/ 1+cos?(z) 2/75 p It +e=—5 Il +cos™(@)) +¢

A10. Tenendo conto che sin(z?) ~ x2 per z — 0 e che cos(2z) — 1 e €®® — 1 per x — 0, si

ottiene sin(z?)(cos(2x) — 2) N z2(1-2) 1
—2x2(ed* +5) —2z2(1+5) 12
per x — 0.
B1. A
B2. B
B3. C
B4. B
B5. B
B6. D
B7. D
B8. B
B9. B
B10. B



