Analisi Matematica I - 24/01/17 - Tempo a disposizione: 3h

Matricola Cognome e Nome

Al. Calcolare lim 2In(1 +n) +3 + nsin <§) )
n—too \  m + 2cos(n) n

2, —Txt : 2
A2.* Calcolare lim sae < 3sin(a’)
=0 e~ In(1 + 7x%)

A3. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y'(x) +10y'(z) +29y(x) =0,
(O> = O?
(0) = 4.

A

N
A4 Calcolare / xsin(x) dz in funzione di v € R.
0

/6
Calcolare (utilizzando 'integrale precedente) / Az sin(2x + ) dz.
0

sin(x)
(x+2)4

+o0
Ab5. Stabilire se il seguente integrale converge o diverge / ( + 229”) dz.
3

A6.* Siano «a, 5 € R. Determinare il valore di « per cui la funzione

2+ B(x —3) +2(x—3)* perax<3,
r) = a

1 -2z

per z > 3.

risulta continua in x = 3.

Determinare il valore di § per cui f risulta derivabile in x = 3.

A7. Calcolare il polinomio di MacLaurin di grado 2 della funzione f(z) = —5cos®(z) + 4¢**.

AS8. Risolvere in C I'equazione 2z° = —8, esprimendo le soluzioni in forma algebrica.

= 3ny/n + 2sin?(n)

A9. Stabilire se la serie
nz_; 2n? + logy(n)

converge o diverge.

A10. * Determinare e classificare i punti di massimo e minimo (globali e locali) della funzione
2 3




B1. Sia f : [-1,1] — R limitata e monotona. Allora f ¢ derivabile f ¢ dispari
f e continua @l f e integrabile .

B2. Sia (a,) una successione limitata e sia (b,) una successione tale che b, — +o00. Allora
a, +b,, tende a +o00 a, /b, tende a +00 a, —b,, tende a +o00 @ anb, tende a +o00.

B3.* Sia f :[a,b] — R una funzione continua tale che f(a)f(b) < 0. Allora esiste m > 0 tale
che f(x) > m per ogni x € [a, b f € monotona esiste xg € (a,b) tale che f'(xg) =0
[D] esiste m < 0 tale che f(x) > m per ogni = € [a, b].

B4. Determinare quale delle seguenti funzioni ¢ invertibile. f(z) = 2cos(z) per z € [—g, g}

f(z) = cos (g) per z € [0, 27] C| f(z) = cos(2z) per z € [0, 7] D] f(z) = 1cos (x) per

z € [0,2n].

B5. Sia f(z) = o(z®) per x — 0. Allora o2 f(21?) = o(z®) per x — 0F g2 f(2/?) =

o(z*) per v — 0T C| 22 f(z'?) = o(2®?) per z — 0F (D] 22 f(2'/?) = o(2?) per z — 0%
b

B6.* Sia f : [a,b] — R una funzione continua e sia [ = / f(t)dt. Siha che: se I > 0, allora

f(z) > 0 per ogni x € [a, b se I < 0, allora f(z) < 0 per ogni z € [a, ]] se f(b) <0
allora I <0 @ se f(z) > 0 per ogni x € [a, b], allora I > 0.

B7.* Sia lim f(z) = +o0. Allora

z—21
[A|VE>03% >2: f(z) < kperz € (2,1) [B|VE >0VzZ >2: f(x) >k per = € (2,7)
(C]VE>23z >2: f(z) > kper z € (2,k) [D|VE>03z>2: f(z) > kperz € (2,7)
+oo
B8. * Sia b € (—00,0) tale per cui la serie Zb” converga. Allora la serie Zb—i— (Al e

n=0 n=0
indeterminata (oscilla) B converge diverge a +o0 @ diverge a —

B9. Sia f : [a,b] — R una funzione. Sotto quali ipotesi il teorema di Lagrange afferma che esiste
b) —
zo € (a,b) tale che f'(xy) = M? f continua in [a,b] e derivabile in (a,b) f
—a

derivabile in (a, b) f derivabile in (a,b) tale che f(a) = f(b)  |D] f continua in [a, D).

B10. Siano a,b € (1,+00) e sia ¢ = log, (ab). Allorasiha [A]ec=1 Ble<0 |[Clo<e<1

@c>1.




Al.

A2,

A3.
A4.

A5.

A6.

Soluzioni

Si ha che
2In(1+n)+3

0.
n—4oo 1+ 2cos(n)

sin x
Usando il limite notevole lim —— =1, si ha che
z—0 X

3
lim nsin (7> =3.
n

n—-+oo

Pertanto il limite richiesto e 3.

Tx

N . 4
Osservare che a denominatore ’esponenziale e ** tende a 1 per x — 0. Pertanto, basta

studiare \
lim 3z%e” ™" — 3sin(x?)
z—0 111(1 + 7.136)

Usando gli sviluppi e~ 7" = 1 — 724 + o(z?), sin(2?) = 22 — 229 4+ 0(2®), In(1 4 72°%) =
72% + o(29), si ottiene
3z2e~ T — 3sin(z?) 3221 — T2 + o(a*)) — 322 + 125 4 o(2®) B — 425 4 o(2®)
In(1 + 725) B 726 + o(2b) 726 4 o(x5)

.. s 1. N T 41
I1 limite richiesto & quindi —35.

y(x) = 2e 77" sin(22)
Integrando per parti
8! 2l
/ wsin(z) dr = [~z cos(z)|, + / cos(x) dz = —vcos(7y) + sin(7y).
0 0

Per il secondo integrale osservare che sin(2x + ) = —sin(2z). Usando questa osservazione
e la sostituzione 2x = t, si ottiene

/6 w/6 /3
/ drsin(2e +m)de = — / 4xsin(2z) dx = — / tsin(t) dt
0 0 0
T ™ . (T T V3
= gCOS (g) — Sin (g) = 6— 7,

dove abbiamo usato la prima parte dell’esercizio con v = 7/3 per il calcolo dell’ultimo
integrale.

Il termine sin(z)/(x + 2)* da luogo a un integrale assolutamente convergente, perché

1
(z+2)1

sin(z)
‘ (x4 2)4

\ <

e 1/(z + 2)* ¢ asintotico a 1/2* per z — +oo. Il termine esponenziale d luogo a un
integrale convergente. Quindi, 'integrale complessivo converge.

a=-10,8=—-4/5
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B4.
B5.
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—1 41322
\3/1@ +z§) — ¥4, \3/1(% —z@)

3
0n

Osservare che la funzione ¢ definita per x % 0. Inoltre, si riscrive come

La serie diverge perché il termine generale ¢ asintotico a

2 —3x

|2 — 3] - 7—1 perx<06per0<z§§,
f(il?)— x2 ST 3x — 2 2
= -1 perz> 3.

Usando le proprieta del valore assoluto, si vede che f(z) > —1 per ogni z # 0, e f(z) = —1
soltanto per x = % Pertanto x = % ¢ 'unico punto di minimo assoluto.

Poiché lin%) f(z) = 400, non esistono punti di massimo assoluto.
xT—

Per trovare i punti di estremo relativo si calcola la derivata di f (che esiste per = € {0, $}):

3z —4

33(1:74) per;c<0eper()<x<%,
fx) = v

x(4 — 3z) 5

T pera:>§.

C’¢ un unico punto critico x = %, che dallo studio del segno della derivata risulta essere
un punto di massimo relativo.
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