Retta Tangente

ty +y retta tangente
retta secante

f(x1) y = f(X)

f(Xo)

\j
\/

quando P, tendea P,

Consideriamo una funzione continua f. Siano Py = (xq, f(xzg)) €
P; = (z1, f(x1)) due punti appartenenti al grafico della funzione.

Al tendere di 1 a xq, il punto Py si avvicina al punto Fp e la retta
secante tende ad assumere una posizione limite, che prende il nome
di retta tangente al grafico nel punto Fp.
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Retta Tangente

L’equazione della retta secante per i due punti Fy, P; € data da
, — {@) = f(@o)

1 — X0

L’'espressione del coefficiente angolare
f(z1) — f(xo0)

r1 — X0

Si chiama rapporto incrementale della funzione f nel punto zo.

(z — z0) + f(z0).

Se esiste finito, il limite del rapporto incrementale:
r1—Xo :Cl —_ xo

rappresenta il coefficiente angolare della retta tangente di equazione:

y = f'(x0) (x — z0) + f(z0).

Il valore f'(xzo) & per definizione la derivata prima di f in xo.
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Definizione di Derivata

Se esiste finito il limite del rapporto incrementale:

im 1 (@0t h) — fzo)
h—0 h ’
la funzione f si dice derivabile in xg.

Il valore del limite € per definizione |la derivata di f nel punto xg.

La derivata si indica con le seguenti notazioni:

o) T(wo)  Dfeo)

Nel lucido precedente h =x1 —xg € 1 = xg + h.
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Calcolo di Derivate — Esempi

Esempio 1: f(z) = ¢ funzione costante

fl(z) = lim flz+h) = f@) — lim &—°¢ — 0
h—0 h h—0 h

Esempio 2: f(x) =mx+gq

#z) = |im 1EFW - f@ o om@th) ta-—me—q . mh
h—0 h h—0 h h—0 h
Esempio 3: f(z) = z°
_ 2 .2 2
i) = pim TEED I @2 e? k2 oeh

h—0 h h—0 h h—0 h
Esempio 4: f(x) = ¢

_ z+h _ _x h

f'(z) = lim fleth) - f(z) = lim € S lim exe 1 = e’
h—0 h h—0 h h—0 h
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Derivata come Velocita Istantanea

Un oggetto si muove lungo un percorso rettilineo. La sua posizione
e una funzione del tempo: s = s(t).

Velocita media nell’intervallo [tg,tg + h]:
s(to + h) — s(to)

Umedia — h

Velocita istantanea al tempo ¢j:
s(to + h) — s(to)

Vs = |lim
Istantanea h—0 h
Piu h € vicino a 0, piu piccolo e l'intervallo di tempo considerato e

piu precisa € l'informazione sull’andamento della velocita.

Esempio. Sia s(t) = sg + v -t (moto rettilineo uniforme). Allora si ha:
s(t+h)—s(t) v-h

v(t) = lim = lim
h—0 h h—0 h

== v
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Derivata come Tasso di Accrescimento

Nel processo di crescita di un organismo il peso corporeo € una fun-
zione del tempo: P = P(t).

P(tp) peso all'istante tg

P(tg+ h) peso all'istante tg + h

P(tg + h) — P(tg) variazione di peso nell'intervallo [tg,tg + h]

Tasso medio di accrescimento: & la variazione (media) nell’unita
di tempo, cioe il rapporto

P(to + h) — P(to)

h
Tasso di accrescimento all’istante ¢g: il limite
P(t h) — P(t
jim P01 = Plio) _ priyy
h—0 h

se esiste, fornisce il tasso di accrescimento in tg.
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Operazioni con le Derivate

Siano f, g due funzioni derivabili e a € R.

e Prodotto per una costante: (af)(z) = af'(x)
e Somma: (f+g)(z)=f'(z)+g'(z)

e Prodotto: (f-g)(z) = f'(z)-g(z) + f(z) - g'(x)

f'(z) - g(x) — f(z) - g'(z)
(9(x))?

e Quoziente: <£> () =
g
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Calcolo di Alcune Derivate

fx)=x2>=z-2°, f(z)=1 224z -2z = 322

Iterando il procedimento: f(z) =2"™ con n €N, f/(z) =na™ !
f(x) =523—-3224+ 102 -7, f'(z) = 1522 — 62 4+ 10

flz)=2°4+¢e%, fl(z)=2x+¢€"

1 O.z—1 1
f@== flo=—F5—=-5

T T X

_ _ 1 n
Iterando il procedimento: f(x) = o fl(x) = ~on+i

5r%et — (22 +2)e”
e2x

335
f(x) = t2 . fl(x) =

eCC
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Derivata della Funzione Composta

Se g € una funzione derivabile in x e f € una funzione derivabile in
g(x), allora

(fog)(z) = %f(g(x)) = f'(g(x)) - ¢'(@)

Esempi:

1 h/()_— 1
4+ 523+ 1" a (z% + 523 4+ 1)2

1. h(z) = (423 + 1522)

2. h(z) = (8z3-622)0, R(z) =10(823 — 622)% (2422 — 12z)

3. h(z) =127, p/(z) = (3224 2) v +22
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Derivata della Funzione Inversa

Consideriamo una funzione f invertibile e derivabile con f'(y) # O
(ciog, senza punti a tangente orizzontale).

La funzione inversa f~1 risulta derivabile e vale:

—1\/ ) = 1
@) =510y

I grafici di f ed f~! sono simmetrici ri-
spetto a y = .
Le rette tangenti hanno coefficienti

angolari, uno il reciproco dell’altro.

O
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Derivata della Funzione Inversa — Esempi

Esempio 1. f~1(z) =vz, fly) =y?

vy 11 1
R (e R P N

Esempio 2. f1(z)=1Inz, fly) =¢eY

1 1 1
x

N _ _
S = 5 GT@y T e

y=Inx
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Derivate

Funzione f(x)

Derivata /()

Ambito di validita

costante

0

1
nxn—l
e

a® - Ina
1

Xz

1

XT

n € R (se n non & intero, vale per = > 0)

a>0

x>0

a>0, x>0
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Esercizi

1. Date le funzioni f(z) =22 e g(z) =2z — 1,
(a) dire quanto vale fog, qual & il suo insieme di definizione e quanto
vale la sua derivata;

(b) dire quanto vale go f, qual & il suo insieme di definizione e quanto
vale la sua derivata.

2. Date le funzioni f(x) =2x —5 e g(x) = In(x + 2),

(a) dire quanto vale fog, qual & il suo insieme di definizione e quanto
vale la sua derivata;

(b) dire quanto vale go f, qual & il suo insieme di definizione e quanto
vale |la sua derivata.
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