Funzione Composta

Date due funzionig: A— B e f: B — C si pu0 definire la funzione composta:
fog:A—=C z— g(x) — f(g(x))
notazione funzionale (fog)(x) = f(g(x))

La composizione ha senso se il valore g(x) appartiene al dominio della funzione f.

Il campo di esistenza della funzione composta é costituito dai soli valori di x per i
quali la composizione funzionale ha senso.

Esempi:
o f(x) =7, g(z) =2°-4 = (fog)(z) =+V2°—4 con D = (—o0, —2]U[2, +00)
° f(x)=£, glz)=z2—-7 = (fog)(gc)Z%7 con D={xeR: z#7}
o f(x)=§, g(z) =2°4+1 = (fog)(a:)sz con D=R
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Funzione Composta

Esercizio 1. Date le funzioni f(x) =+/z e g(x) =2z + 1,

e dire quanto vale fog e qual € il suo insieme di definizione;

e dire quanto vale go f e qual € il suo insieme di definizione.

Esercizio 2. Date le funzioni f(z) =22 e g(z) =z + 1,

e dire quanto vale fog e qual € il suo insieme di definizione;

e dire quanto vale go f e qual € il suo insieme di definizione.
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Funzione Inversa

Una funzione biunivoca é invertibile, cioé:
se f.: D — C e biunivoca, possiamo definire la funzione inversa f—l

f71:C—D, z=f1y
per ogni y € C, x & I'unico punto di D tale che f(x) =y

Un tale x esiste ed & unico perché la funzione f é biunivoca.

Esempi
e f:R—R, f(zx)=2x+4+1
FFLIR-R, fly) =3 -1)

e f:(—00,0] = [0,400), f(z)=2?
f71:[0,4) — (=00,0], f1(y)=-y

Matematica con Elementi di Statistica, Prof.ssa M.G. Mora — a.a. 2013/14



Proprieta della Funzione Inversa

Sia f: D — C invertibile e sia f~1: C — D la sua funzione inversa.

Consideriamo la funzione composta f~1 o f:

flof:zeD — f@)eC — f1(fx)=z€D
In altre parole, f~lof: D — D, (f7Yo f)(z) = x & la funzione
identita su D.

Analoga proprieta vale per fo f—1:

foftiyeC — flyeD — f(frw))=yecC

In altre parole, fof=1:C = C, (fof~Y(y) =y & la funzione identita
su C.
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Grafico della Funzione Inversa

Il grafico di f‘l Si ottiene per simmetria rispetto alla retta y = «.

I %

Vv A y=2x+1

y=3 0o
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Ancora sulla Funzione Inversa

Attenzione: non confondere la funzione inversa f~1 con la funzione

, 1
reciproco — Il

Esempio 1. Consideriamo f:R — R, f(x) = 3.

La funzione inversae f~1:R >R, f1i(y) = g

3

1 1
La funzione reciproco &€ g: R — {0} = R, g(z) =

f(x) - 3z

Esempio 2. Consideriamo f: Ry — Ry, f(z) = 2.

La funzione inversa & f~1:Ry — Ry, f~1(y) =7
1 1

f(z) 22

La funzione reciproco ¢ g: (0,4+o0) — R4, g(z) =
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Criterio di Invertibilita

LLe funzioni strettamente monotone sono iniettive.

Criterio di Invertibilita:

se f e strettamente monotona e surgettiva, allora f € invertibile.

Se f . D — C e invertibile, allora
f crescente <« f~1 crescente

f decrescente <« f_l decrescente
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Esercizi sulle Funzioni Inverse

Esercizio 1. Data la funzione f : R — R cosi definita: f(z) = —x+ 3,
dire se e invertibile e trovare la formula dell’'inversa.

Soluzione: la funzione & biunivoca e I'inversa & f~1(y) = —y 4+ 3.

Esercizio 2. Data la funzione f : R — R cosi definita: f(x) =
2 + 22 + 1, dire se é invertibile e trovare la formula dell'inversa.

Soluzione: la funzione non é invertibile in quanto non & né iniettiva,
né surgettiva. Per renderla surgettiva basta pensarla a valori in R
e per renderla iniettiva basta, per esempio, restringerla a [—1,+4c0).
Dunque, la funzione f : [-1,400) — Ry definita da f(z) = z2+2z+1
e invertibile e la sua inversa e

FLiRy = [-1,400), i) =yvy-1.
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Funzione Valore Assoluto

PROPRIETA:
e x| >0 VzreR

e x| =0 seesolose z=0
o [x1-xo| = |z1]-|w2| Vzi,z2€R

r1| _ |z

xo| |zl

o V<= |z|] VreR

Vri1,20 € R con o =0

e disuguaglianza triangolare:
21 + z2| < |z1| 4+ |22| V20 €ER

esed >0, |z|<d & —-6<x<9
lx—x0| <6 & xpg—0<zx<z0+9
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Funzioni Pari e Dispari

Una funzione f : R — R si dice

e PARI: se f(—x) = f(x) VxR
In questo caso il grafico della funzione e simmetrico rispetto all’asse y

e DISPARI: se f(—z)=—f(z) VzeR
In questo caso il grafico della funzione & simmetrico rispetto all'origine O

e ESEMPIL:  f(z) =22, f(z) =z?", f(z) = |z| funzioni pari

f(z) =z, f(x) =221, f(z) = i funzioni dispari

Ay “y
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Potenze con Esponente Intero Positivo

y ] y A
0 x
0 X
y = f(z) =a? y=g(z) =27
f R — Ry funzione pari g : R — R funzione dispari

Il grafico di z" & qualitativamente simile a quello di z2 se n & pari o a quello di z3
se n e dispari.
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Radici

Consideriamo il problema dell’invertibilita della funzione potenza f(x) = z" con
n € N—{0}.

e Se n =1, la funzione f(x) = x & l'identita, con inversa uguale a se stessa.
e Sen=2, f:R—R, f(x) =22 NON & invertibile, ma lo & da Ry in Ry.
Chiamiamo radice quadrata la sua inversa f~1 : Ry — Ry, f~1(z) = /z.

x Y

O

In generale, se n & pari, la funzione f(x) = z™ & invertibile da Ry in Ry,
Chiamiamo l'inversa radice n-sima +/x definita da Ry in Ry.
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Radici

e Sen=3, f:R—=R, f(x) =3 & invertibile.
Chiamiamo radice cubica la sua inversa f~1 :R = R, f~1(z) = J=.

ny

/o X

In generale, se n & dispari, la funzione f(x) = z™ & invertibile da R in R.
Chiamiamo radice n-sima +/x definita da R in R.

\/
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Funzioni Potenza

POTENZE AD ESPONENTE INTERO:
e senclN, f(x) =2a" & definita per ogni =z € R;
e sSe |'esponente € un intero negativo,

1
f(x) =2 " = —  definita per ogni x # 0.
xr

POTENZE AD ESPONENTE RAZIONALE: perme€ Z e n € N— {0}
f(z) =zn = Yzm  definita per ogni z > O.

POTENZE AD ESPONENTE REALE: per estensione si puo definire
la potenza ad esponente reale: be& R

f(z) =2  definita per ogni = > 0 (resta indefinito 0° 1)
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Grafico di f(z) =z con be R

0
y= f(z) =z perb>0 y= f(z) =2 perb<0
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Ancora sulle Potenze

POLINOMI: con operazioni di somma e prodotto si costruiscono i
polinomi, cioé le funzioni del tipo:

2 Po(z) =ag4+arz+arz’+---4a, 12"+ ana™

P, e detto polinomio di grado n.

FUNZIONI RAZIONALI: facendo il quoziente di due polinomi P e @
si ottengono le funzioni razionali, del tipo:

R(x) = % definita su {x e R: Q(x) # 0}.

Come caso particolare ritroviamo le funzioni potenza con esponente
intero:

1
f(x) =2 " = — definita su R — {0}.
n

T
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