Corso di Laurea in Ingegneria Biomedica, Elettrica,
Elettronica, Energetica ed Informatica (A-K).

Analisi Matematica B: soluzioni parziali degli esercizi del foglio 1.
1. Si tratta di una serie geometrica di ragione
r(\) =4 -5

la quale, come noto, converge se e solo se —1 < r(\) < +1 (nel qual caso
la convergenza ¢ assoluta). Ora r(A) = —1 per A = 1, r(\) = +1 per
A =1n6/1n4 e la ragione ¢ funzione strettamente crescente di A. Pertanto
la serie converge se e solo se

In6
1< A< — ~1.29.
+1l <A< i

2. Si tratta anche in questo caso di una serie geometrica, la cui ragione

qg—1
r(q) = —— >0
(@) 1o ¢
¢ funzione strettamente crescente del parametro, come risulta dal calcolo
della sua derivata prima

, 3
=" >0, ¢>0.

Poiché r(0) = —0.5 e r(¢) — 1 per ¢ — o0, la serie converge Vg > 0. La

sua somma $(¢q) pud determinarsi mediante la nota formula per le serie
geometriche, che in questo caso fornisce

1 _qt2

s(a) = 17— @ 7

q > 0.

3. Si consideri, per esempio, la quarta serie proposta. Il suo termine generale

1
3

n
ap =
n+ 27
¢ asintoticamente equivalente a
1
bn = —2
ns3
nel senso che
1 2
an n3ts 1

Dalla divergenza della serie armonica generalizzata di termine generale b,,,
mediante il criterio del confronto asintotico, segue la divergenza della serie
di termine generale a,.



4. Si consideri, per esempio, la quarta serie proposta. Il suo termine generale

1 2
A, = =
" sinh(n)  em—e "

¢ asintoticamente equivalente a

nel senso che

an 2.em 1

[ (e"—e*")-2: 1+e2n

— 1, n— oo.

Dalla convergenza della serie geometrica di ragione e 1, mediante il crite-
rio del confronto asintotico, segue la convergenza della serie studiata.

5. Si consideri, per esempio, la terza serie proposta. Il rapporto tra due suoi
termini consecutivi vale

_Gpy1 In(n41)-n!  In(n+1)

an In(n)-(n+1)!  (n+1)In(n)

Poiché r,, — 0, per n — 0o, come puo dimostrarsi, per esempio, mediante
la seconda regola di de l’Hospital, il criterio del rapporto garantisce la
convergenza.

6. Si consideri, per esempio, la terza serie proposta. La radice n-esima del
suo termine n-esimo vale

NS
-(3) =() o e

pertanto si tratta di una serie convergente.

a

S3|-

7. Si consideri, per esempio, la terza serie proposta. Il suo termine generale
3,1
anp =n"4sin(n”2)

¢ asintoticamente equivalente a

nel senso che

Qn
— =n

5_3
171 _—~ 7
b -3 ’
n n 2

come segue dal limite notevole

sin(x)

—1, z—0.

T
Dalla convergenza della serie armonica generalizzata di termine genera-
le b,, mediante il criterio del confronto asintotico, segue la convergenza
della serie di termine generale a,,.



8.

10.

11.

Dalla convergenza della serie armonica generalizzata di termine genera-
le n~%, mediante il criterio del confronto, segue la convergenza della prima
serie proposta per

r? +y? <36

cioe nel cerchio chiuso di raggio 6 centrato nell’origine. Per gli altri valori
di x e y si ha invece divergenza, perché il termine generale non & infini-
tesimo. Analogamente, la seconda serie proposta converge se e solo se

1—(r—16)>—4*>0

cioe nel cerchio chiuso di raggio unitario centrato nel punto (16,0). L’in-
sieme A richiesto non e altro che 'unione dei due cerchi sopra descritti.

Con argomentazioni del tutto simili a quelle svolte per risolvere 'esercizio
precedente, si mostra che la prima serie proposta converge se e solo se

x2fy736§0

ciod nell’epigrafo chiuso della parabola di equazione y = 2% — 36 (avente
vertice in (0, —36), asse di simmetria coincidente con quello delle ordinate
e intersecante I’asse delle ascisse per z = +6). La seconda serie proposta
& una serie armonica generalizzata e dunque converge se e solo se

y—lz|+5< -1

cioe nell’ipografo aperto della curva di equazione y = |z| — 6. L’insieme A
richiesto non & altro che l'intersezione delle due regioni di piano sopra
descritte.

Considerando, per esempio, la terza serie proposta, si ha, per il suo termine
generale, la minorazione

Inn - 1
n+2 n+2’

Qp = n>e.

Poiché il carattere di una serie non dipende da un numero finito di suoi
termini, dalla divergenza della serie armonica si deduce la divergenza della
serie oggetto di studio.

Si consideri, per esempio, la terza serie proposta. La radice n-esima del
suo termine n-esimo vale

1 sinh® (n) (" —e™)w e e —1)w
an = m = =

e pertanto ¢ maggiorata da

—1 _2n

e “en e

—_— = - — 0, n—oo.
n2n» n2n

Di conseguenza il criterio della radice permette di affermare che la serie &
convergente.



12.

13.

Si consideri, per esempio, la terza serie proposta. Il rapporto tra due suoi
termini consecutivi vale

Ani1 n! + 5n n! 1

an  (m+ D45+l (m+D)! n+l

0, n—o0

dove si e indicata con ~ I’equivalenza asintotica. Dunque la serie converge.

Occorre dimostrare che le serie sono oscillanti e i loro termini generali,
presi in valore assoluto, decrescenti e infinitesimi. Nel caso della prima
serie proposta 'asserto e vero, perché la funzione logaritmo & crescente,
continua e si annulla sull’'unita. Nel caso della seconda serie proposta e
sufficiente osservare che la funzione seno ¢ decrecente per valori dell’ar-
gomento minori dell’unita, oltre che continua e nulla in zero. Nel caso
della terza serie, infine, se ne puo esprimerne il termine generale, preso in
modulo, come f(n), dove

Per mostrare la decrescenza di f se ne puo studiare la derivata

%_ﬁ_ —xr—1
(w—12  ala— 17

che, in effetti, risulta sempre negativa. Inoltre

x>0

f'(x) =

flz) =

121



Corso di Laurea in Ingegneria Biomedica, Elettrica,
Elettronica, Energetica ed Informatica (A-K).

Analisi Matematica B: soluzioni dei primi 8 esercizi del foglio 2.

1. Si tratta di una serie a termini positivi. Indicato con a,, il suo termine

generale, si ha

1 2 _Ilnn
al = e ~n costa.

Il criterio della radice permette allora di affermare che

e se a > 0, la serie converge solamente per x = 5 & km (ke N);
e se o < 0, la serie converge per ogni x reale;

e se o = 0, la serie converge per ogni z # km (k € N).

Lo sviluppo notevole in serie di Mc-Laurin

0 yn+1
In(1 = 1" A —-1,1
w0 = 0TS el L
puo riscriversi
i n+1
m(l-y) =S (-1 wel-1,1
A=) = U el

e di conseguenza

Vy €] —1,1].

7§:y2_”_ln(1+y)+ln(l—y)
ot on 2 ’

Prendendo y = cos? z, si ottiene
> 4an
cos*" x
= —In(1+4cos’z) — In(1 — cos?z) — cos* x
n
n=2

per ogni z # kr (k € N).

2. Si osservi preliminarmente che 'espressione f(z) = log(e — ) — cos /ax,
dove o > 0, & ben definita per ogni = € [0, ¢[. Il primo termine si riscrive

n+1

x = x
log(e — z) = loge + log (l—g) zl—z

T Vel
< e (0 + 1) z € [=eef

ove, nell’ultimo passaggio, si & assunta la base e per i logaritmi (altrimenti
occore ricordare che logy = (loge) - Iny. Per quanto riguarda invece il
secondo termine, si ha

an

cosvar = ZO(—l();Tx" Vz € [0, 4+o00]

)!

come si ricava dallo sviluppo in serie di Mc-Laurin del coseno. In definitiva,

risulta
(1 —1)"a"
f@)y==Y <W + %) 2", Ve 0,el.
n=1 !



3. La serie degli indici pari e

— (37)>™  —In(1+ 3z) — In(1 — 32) 11
mzzl om 2 A T

in accordo con quanto visto sopra, mentre la serie degli indici dispari &

o

Z g2m+l ~ In(1+42)—-In(1 —2)

2m+1 2
m=0

, Yz el-1,1]

come si verifica in modo analogo. Se ne deduce

g:l 24 (—1)" % _In(l+2)—In(1—2) —2ln(1 +3z) — In(1 — 32)

per ogni x €] —1/3,+1/3[.

4. Se x = 0, la serie converge banalmente. Altrimenti si pud considerare il
rapporto tra due suoi termini consecutivi, presi in valore assoluto, cioe
(n+1)?% 1

= |l‘| 2
n(n +2)

e dedurre dal criterio del rapporto che la serie converge assolutamente

per |z| < 1, mentre diverge per |z| > 1. Se infine |z| = 1, allora la serie

diverge, perché in tal caso il suo termine generale non € infinitesimo. Al
fine di calcolare la somma, conviene osservare che il termine generale

an+41
Qn

n+1
€T 2

n+1
si scrive come somma di un termine riconducibile alla serie geometrica di

ragione —/z e di un termine riconducibile allo sviluppo di Mc-Laurin del
logaritmo naturale. La somma vale pertanto

_E
8<x)_1—|—\/5

an = z(=1)"2% + (=1)"

+In(1++xz), Vrel—1,+1]

5. Riscrivendo
1

1
2! x4 + 3! 26 +>
e ricordando che le serie di potenze possono integrarsi termine a termine,
ci si rende subito conto che A > 1 implica fl+oo fia(z) dx = 4+o00. Se d’altra
parte A < 1, allora

M) =a* ( +

72

M N - 1 A—2n+1
dr = de =y ———— (M2
J; pae =3 [ = Y oy )

dove si ha la somma di una serie convergente e di una serie di potenze di
argomento 1/M, senz’altro continua nell’origine. Pertanto

+oo 0 1
dz = _
/1 Fle)de z::n! 2n—X—-1) <
e, nel caso A\ = —3, si ritrova lo sviluppo di Mc-Laurin della funzione
. PN 0o 1 _
esponenziale, cioe )~ | S = (e —2)/2.



6. Il termine generale puo scriversi

1 2n 3 32n
an(x)z—x—-i-—( )
T n r n!

e pertanto la somma risulta essere
1
s(x) = =¥ — 1) — —(In(1 + 2) + In(1 — 2))
x

per ogni x €] — 1,1].
7. La serie delle derivate e

oS
x4n+2

m :Sinh.T:f/(I), VreR
n=0 ’

dove I'ultima uguaglianza & conseguenza del fatto che le serie di potenze
possono essere derivate termine a termine. Poiché il primo termine dello
sviluppo di f & 23/3, si ha f(0) = f/(0) = f”(0) e 'andamento in un
intorno dell’origine & in prima approssimazione cubico.

8. In virtu della derivabilita termine a termine delle serie di potenze, posto

oo
£2n+6

T(z) := Z(—l)" o) =1%cosz
n=0

si ha ()

T

S =
(0) =15
e di conseguenza
6 6
S (g) = 32° cosx — %sinx - = —% ~ —7.51.
2

La risposta richiesta & pertanto —S(n/2) = 75/128.



Corso di Laurea in Ingegneria Biomedica, Elettrica,
Elettronica, Energetica ed Informatica (A-K).

Analisi Matematica B: soluzioni di alcuni esercizi del foglio 3.

1. Affinché la funzione f sia continua nell’origine, occorre e basta mostrare
che |f(x,y)| puo essere reso piccolo a piacere, a patto di rendere piccola
la distanza euclidea /22 + y? del punto (x,y) dal punto (0,0). A tal fine,

si osservi che

y) = sin’(z +y) (2 +y)fayl
’ (x4 y)? 2 +y?

11 primo fattore tende a 1, per (z,y) — 0, in virtu del limite notevole

sin z

-1, z—0
z

e della maggiorazione
o+l < lal + lyl < 2a® +47)%

geometricamente evidente. Basta pertanto considerare il secondo fattore,
il cui valore assoluto puo riscriversi

|2y 2
.’L'2 + y2 :

2
‘ 2| ayl? < Jayl? 42

1‘2+y2

Analogamente a quanto visto sopra, si ha
ley| = Jzllyl < (@° +97)2(2° +97)7 = (@ + )
e pertanto il primo termine tende evidentemente a 0, per (z,y) — 0,
mentre il secondo termine si maggiora con
2 2\32
SCR L
che, senz’altro, tende a 0, per (z,y) — 0.

Le derivate parziali di f in (0, 0) sono entrambe nulle, perché f & identica-
mente nulla sugli assi coordinati. Provando, invece, a calcolare la derivata
direzionale secondo il versore

1
u=—(1,1
_(L,1)
si trova

h  _h
f (ﬁa ﬁ) 1 |h| sin® (V2h) J3s (h)sin(\/ih) sin(v/2h)
-_—— V—QV—eY—_— _—_— n
I Ve 2 & V2h  vah
e pertanto la suddetta derivata non & ben definita; piu esattamente, da

destra, cioe prendendo il limite per h | 0, si ottiene il valore v/2, mentre
da sinistra, cioé prendendo il limite per h 1 0 si ottiene il valore —v/2.




4. Tespressione di cui si vuole calcolare il limite per (z,y) — 0 pud riscriversi,

mediante semplici manipolazioni algebriche, come
zy? — y? — 23 — 22y
(142 +y2)(sin 22 + siny?)’

f(x,y) =

Procedendo lungo 'asse delle z si trova

—$3 332 —T

f=,0) = (14 z)sina? ~ sina? (1+z)

che tende a 0 per z — 0, mentre procedendo lungo ’asse delle y si trova

L) P SR —
(I+y?)siny®  siny? (1 +y?)

che tende a —1 per y — 0. Di conseguenza, non esiste il limite richiesto.

5. Vale la maggiorazione

2

|f(2,9)] < (@ +y?) 757
e pertanto f risulta continua nell’origine se

3 2
§+§*CL>0

cioe se a < 5/2. Se viceversa a > 5/2, allora lungo la retta y = z si ha

7o) = el
e pertanto f non puo essere continua nell’origine.
6. Le derivate richieste possono calcolarsi a partire dalla funzione
g(x) = x4 sin(223)

derivando termine a termine il suo sviluppo in serie di Mc-Laurin

22n+1

g(’I‘) _ Z(fl)nm$6n+7'

n>0
Si ottiene cosi

22n+1 6n+17)! b T—
9" (z) = ;(’1) (2n+ 1)! (6; +7 —)/f)!x6 o

dove la somma infinita & estesa ai valori di n tali che 6n+7 —k > 0 (il
primo indice di sommatoria & pertanto ng = [(k—7)/6]). Nel caso k = 61
si ha ng = 9 e la potenza di ordine piu basso che compare nello sviluppo
di g% & 29, pertanto

29610 52061!

60y = 222 — 10~ —2.2-107%
9O = ~T501 20! ’

d’altra parte, nel caso k = 23 si ha ng = 3 e la potenza di ordine pit basso
che compare nello sviluppo di ¢*) & 22, pertanto risulta g(23)(0) = 0.



7. Le funzioni di cui si richiede il “dominio naturale” sono quattro.

a)

La funzione
f(z,y) = zy In(3zy)

e senz’altro definita per xy > 0, cioe nel primo e terzo quadrante.
Da lim, g zInz = 0 segue poi la possibilita di definire f per x = 0
ey = 0, cioe sugli assi coordinati (e in particolare nell’origine). Il
suddetto limite unidimensionale pu® essere ricavato, per esempio,
mediante la regola di de L’Hospital e applicato al caso bidimensionale
scrivendo f(z,y) = zy(In3 4+ Inxy).

La funzione

.’IJ2

Ji—o—p

¢ senz’altro definita per 4 — 22 — y? > 0, cioe nel cerchio aperto di
raggio 2 centrato nell’origine. D’altra parte, se (zg,¥o) € un punto
sulla circonferenza di equazione z2 + y> = 4 e zg # 0, allora f
non puo essere definita per continuitd in (2g,y0), dal momento che
limy_., f(z0,y) = +00. Se infine zg = 0, in virtl di quanto appena
affermato, comunque si fissi € > 0, & possibile trovare un punto che
disti meno di € da (zg,yo) e nel quale la f assuma un valore grande
a piacere. Dunque f non pud definirsi per continuita in (0, +2).

flzy) =

La funzione

Vtanz
Yy

& senz’altro definita per 0 < x < w/2 e y # 0 (ove, per semplici-
ta, si e limitata la variabilita di  ad un solo periodo). Fissata y,
limg /2 |f(2,y)| = oo e percid non & possibile definire per conti-
nuita f sulla retta di equazione x = w/2. D’altra parte, fissata z,
lim, o | f(z,y)| = oo e percid non ¢ possibile definire per continuita f
sul segmento [(0,0), (7/2,0)]. Di conseguenza, il “dominio naturale”
di f non si estende oltre la striscia di piano sopra descritta (chiusa a
sinistra, aperta a destra e privata dell’origine).

/1.2 +y2_%
fley) =

cos(mz)

f(x,y) =

La funzione

& senz’altro definita per 22 +y? > 9/dex # 1/2+nnm, n € N. In altre
parole f & definita al di fuori del cerchio aperto di raggio 3/2 centrato
nell’origine, ma non sulle rette di equazione x = 1/2+nm, n € A; in
prossimita di tali rette vengono assunti valori arbitrariamente grandi
in modulo e percio il dominio non puo essere esteso.



8. Tl rapporto incrementale relativo al punto (1, 1) e alla direzione individuata
dal versore v = (vg, vy) €
_ h(vg+vy) _
f(l+hvy + 1+ hoy) — f(1,1) _ 2¢ v)—1 fﬂgez(vx—{—vy)

h h

e pertanto vale e? se e solo se v, +v, = 1. Dal momento che v deve essere
un versore, si ha il vincolo v2 + vi = 1; di conseguenza si hanno due sole
soluzioni, vale a dire le direzioni individuate da (0,1) e (1, 0) (che poi sono

quelle degli assi coordinati).

9. Le funzioni di cui si richiedono le derivate parziali sono tre.

a) La funzione
flzy) = 2y +azlny, y>0

ammette come derivate parziali le funzioni

0
a—i(%y) =32°y" +Iny, y>0
¢ P
8—£($,y) =32%% + % y > 0.
Ammette inoltre le derivate seconde
D’ f 3
0% f x
a—yQ(xay) = 6$3y—?, y>0
0% f 1
m(xay) = 9x2y2—|—§, y>0
0% f 1
y) = 9%+ -, y>0
aray(x Y) Yty

delle quali le ultime due (quelle miste) sono uguali non per caso.

b) La funzione
£, 2) = sin(3y= + 22)

ammette come derivate parziali le funzioni

%(w, y,z) = 2cos(3yz + 2x)
g—g(x, y,z) = 3zcos(3yz + 2x)
%(x, y,z) = 3ycos(3yz + 2x)

ricavate per mezzo della regola di derivazione della funzione composta.

¢) Analogamente si ricavano le derivate parziali della funzione

f(z,y) = arcsin x ey “opportuni”

r—y?’

. d - 1
ricordando che - arcsin(z) = A=s per -1 <z <1



Corso di Laurea in Ingegneria Biomedica, Elettrica,
Elettronica, Energetica ed Informatica (A-K).

Analisi Matematica B: soluzioni di alcuni esercizi del foglio 4.
1. Si cerca '’equazione del piano 7w tangente alla superficie S di equazione
z = f(x,y) = 2y* + day — 32°
nel punto P = (—1,4, f(—1,4)). Dal momento che f(—1,4) =19 e

af
oz

—

—14) = dy-%* _, , =7
L(-1,4) = dy+4a| 12

r=—1,y=4

il piano m ammette equazione
z2=19+7(x + 1)+ 12(y — 4).
2. Si cerca l'equazione della retta r normale alla superficie S di equazione

z= f(z,y) = —2tany

nel punto P = (—2,7/3, f(=2,7/3)). Visto che f(—2,7/3) = —2v/3, la
derivata di f rispetto a z € identicamente nulla e

w(-23) = 20+tan’y|_, = -8

L

la retta r ammette equazione

z+2 . Y—F 2423
0 - -8 - —-1

vale a dire
{ r = -2
z = %y — o1 — 2¢/3.
3. Affinché il piano 7« tangente alla superficie S di equazione
2= f(x,y) = 4a® + 3y> — 8z + 6y +4
nel punto P = (z,y, f(x,y)) sia orizzontale occorre e basta che si abbia

UYx,y) = 8xr—38

0
g_g(%y) = 6y+6

0

ovvero il piano tangente a S ¢ orizzontale nel solo punto P = (1, -1, —3).

4. La funzione f & definita per x 4+ y > 0. Dal momento che f(1,0) =0 e

of _of _ mcos(my/x +y) .
a_z(]-vo) - a_y(lvo) 2

2\/1—}—2] =1, y=0

il piano 7 tangente al grafico di f nel punto P = (1,0, f(1,0)) ammette
equazione

z:fg(sc+y—1).



10.

. Dal momento che

Vf(1,1) = (ycosa,sinz)y=1,y=1 = (cos1,sinl),

.
presa una direzione v= (cos #,sin 6) che forma un angolo  con la direzione
positiva delle ascisse, si ha

D-f(1,1) =v -V f(1,1) = cosfcos 1 +sin@sin1 = cos(f — 1).

Tale derivata direzionale vale 1/2 se e solo se § — 1 = +x/3, cio¢ per le
direzioni individuate da 61 =14+ 7/3 e f2 =1 —7/3.

. Affinché il piano 7 di equazione

z=2x+ 14y +6
sia tangente alla superficie S di equazione
z = f(z,y) = 32% + day — 5y°
nel punto P = (z,y, f(x,y)) occorre che si abbia

g(:c,y) = 6r+4dy = 2
—g( ,y) = 4dx—10y = 14

,—1)). In effetti, I'equazione del piano

1,—
) si scrive
)

e cio¢ che sia P = (1, 1 f(
tangente a S in P = (1,—1,—6
—1

*76—|—2(x +14(y+1) =22+ 14y +6
e pertanto tale piano & proprio 7.

Dal momento che

of _ Y
of

a—y(r,y) = V-1, z€R

il gradiente di f non & definito nel punto P = (1,0). Occorre pertanto
calcolare D— f(1,0), per v= (1/2,v/3/2), a partire dalla definizione:

D-f(1L.0) = 1 bys Jh+14+4 - i \/3h+1 1
= l1m = llIm —— - = —
h—0 h h—02y2 2 2

Dal momento che
3 (@y) = +g(y)

lequazione del piano 7 tangente alla superficie S di equazione z = f(z,y)
nel punto P = (—A, A, f(—A, \)) si scrive

A
zzj;mwm—ge»uﬁw»+m»@—xy

Poiché ¢ & dispari, cioe si ha g(—t) = —g(t) per ogni t € R, l'integrale &
nullo e I'equazione si semplifica come segue:

2= gV +).
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Analisi Matematica B: soluzioni parziali dei primi 7 esercizi foglio 5.

1. Si considerano i termini generali delle prime tre serie proposte:

sine” 1 N . .
< serie convergente
n2+1| " n2+1 ’

1 1 2 .
— < = ~ — = serie convergente,
sinhn! = sinhn e
. —n n ..n . .
lim | — im =lim - =00 = serie divergente.
n |In"n n 2lnn n 2

2. Per quanto riguarda la prima serie, dal momento che

. nlx =5 |z—35|
lim = ,
n 6(n+1) 6
il criterio del rapporto fornisce raggio di convergenza 6. Se z = —1, la

serie converge per il criterio di Leibniz. Se invece z = 11, la serie diverge
perché ¢ la serie armonica. Dunque la serie converge per z € [—1, 11].

Per quanto riguarda invece la seconda serie, si ha

lim [z = 7] =
n n

0

e pertanto, per il criterio della radice, la serie converge per ogni z € R.
3. Nella prima serie si riconosce lo sviluppo di Mc Laurin del coseno, onde il
valore cos2 per la sua somma.

Nella seconda serie si riconosce lo sviluppo di Mc Laurin dell’esponenziale,
onde il valore 6e3% per la sua somma.

Nella terza serie si riconosce lo sviluppo di Mc Laurin del coseno iperbolico,
onde il valore 7 cosh 7 per la sua somma.

4. Dallo sviluppo di Mc Laurin del logaritmo, si ricava

s 944 +1

In(1 + 2z%) = ;(—1)"%

¢ pertanto
f(z) = 22% — 225 + gxlo — 4zt
onde
Pl,y(x) = 42 — 122° + ?xg
e quindi
() = 52,



5. Si ha

14xyS
g_i(‘”’” - 2$93608<x2y3>1n(1+7a:2y6)+sm(z2y3)ﬁ
420%y°
%(x’y) = 31:2342%5(17293)111(1+7$296)+sin(x2y3)1—1-1777332égﬁ
e pertanto
of PN
%(171) = 2005(1)111(8)—|—sm(1)Z
of 21
a—y(Ll) = 3cos(1)ln(8)+sm(1)z'

La derivata direzionale di f in (1, 1) vale dunque
- 21
D-f(1,1) =v -Vf(1,1) = (1 - ¥> cos1ln8 + (g - T\/g> sin 1

in corrispondenza del versore v= (1/2, —/3/2).

6. Si ha
of . 2 :
8—(:10, y) = 2sin(z —y)cos(z —y) — 3cos”(x + y) sin(z + y)
x
= sin(2(z —y)) — 3sin(z + y) + 3sin®(z + )
e quindi
0% f .2
W(x, y) = —2cos(2(x —y)) — 3cos(z + y) + 9sin“(x + y) cos(x + y).
yOx

Poiché si tratta di una funzione continua dell’argomento (x,y), non c’e
bisogno di calcolare I'altra derivata mista: f,, = fyz e si trova diretta-
mente

faey(1,2) = fuu(3,4) = 3(cos 7 — cos 3) + 9(sin? 3 cos 3 — sin? 7 cos 7).

7. Sia z = f(x,y) I'equazione della superficie considerata, allora

of 9 z2*y3(1+ 24y y=1 16
_ ze =2yt —y _ 163
oz (:Z?,y) - (1+22y7)2 = +25€
=2
2 22—y3 2 4 2 y=1
af (z,y) = —y~e® TY (3432%y " +4x"y) —  _31.3
Oy \* Y - (1+x2y*)? - 25
=2

e inoltre f(2,1) = €3/5. 1l piano tangente in (2, 1) ha equazione

la sua distanza dall’origine A(0,0,0) vale
ot _ Hal

J@en)? 4 (er)? 41 V1B T30S

d(m, A) =
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Analisi Matematica B: soluzioni di alcuni esercizi del foglio 6.
2. Per determinare massimi e minimi relativi della funzione f definita da
flxy)=(x+y)(r—y)?  zyeR

si puo procedere risolvendo il sistema (non lineare) di equazioni

Ly = (@-yBz+y = 0
Uy = —(@-y@E+3y = 0

L’insieme delle soluzioni (punti critici) ¢ la retta di equazione y = z. Per
classificarli si puo studiare l'incremento

Af =fx+hax+k)— flxr,z)= 2z +h+k)(h—k)?
e distinguere i seguenti casi:

(a) se z > 0, allora Af > 0 in un intorno di (z, z) e pertanto (x,x) & un
punto di minimo relativo;

(b) se invece z < 0, allora Af < 0 in un intorno di (z,z) e pertanto il
punto (z,z) € di massimo relativo;

(c) se infine z = 0, allora Af = (h + k)(h — k)? e pertanto (x,z) & un
punto di sella.

3. Per determinare massimi e minimi relativi della funzione f definita da

fly) =y’ lly+1)?—2%, zyeR

si puo procedere risolvendo il sistema di equazioni

%(-I,y) = —21‘y2 = 0
Ly = ly+1>-22+yy+1)] = 0

L’insieme dei punti critici & formato dall’asse delle ascisse (retta di equa-
zione y = 0) e dai punti (0,—1) e (0, —1/2). Per classificarli si puo studiare
la matrice hessiana

2 2
Sl(zy) 2L(zy)

Hiwy) = | % 5T
ayajm ((E, y) 3_‘7!]2( (.T, y)

dove )

0

Shxy) = -2

5 5

(1Y) = ad(wy) = —dwy

Sl(z,y) = —222+12y° + 12y +2.



Il punto (0,—1) & di sella, perché

[—2 0
Hp(0,-1) = | +2].

Il punto (0, —1/2) & invece di massimo, perché

Hf(0,-1/2) = -_3/2 _01]

Per quanto riguarda infine i punti (z,0) della retta delle ascisse, si ha

0 0
Hy(,0) = [0 —21’2—1—2}

e pertanto la matrice hessiana non permette di caratterizzarli. Si puo
allora studiare I'incremento

Af = f(z+hk)— f(z,0) = E*[(k + 1)? = (x + h)?],
osservando che

li k+1)% — h)? =1— a2
pm (k1) = (0% =1 - a?,

e distinguere i seguenti casi:

(a) se |z] < 1, allora Af > 0 in un intorno di (z,0) e pertanto (z,0) &
un punto di minimo relativo;

(b) se invece |z| > 1, allora Af < 0 in un intorno di (z,0) e pertanto il
punto (z,0) & di massimo relativo;

(c) se infine z = 41, allora Af = k?[(k + 1)?> — (h & 1)?] e pertanto i
punti (1,0) e (—1,0) sono punti di sella.

Per quanto riguarda eventuali massimi e minimi assoluti, da

lim f(0,9) = lm y*(y+1)* = +oo

Yy—+00
e
lim f(z,1)= lim 4—2? = —o0
Tr— 400 T——+00

si deduce che non ve ne sono.

. La funzione definita da

non ammette punti critici, perché

_(wvy):g_g(xuy):f(mﬂy)#a v(x>y)€%2'



7. Denotando col simbolo ~ 'uguaglianza a meno di termini di ordine supe-
riore al quarto, si ha

1 1
cosT o~ 1—51724—%3:4, reRN
1
~ 11—y 4yt 1
T 5 Yty ly| <
e di conseguenza
6 15
cosx ~ 1—53:2—#%:1:44—13:4 reR
6
Lt ~ 1-6y*+6y* + 15y%, ly| < 1.
1+ y?

Il polinomio di Taylor di ordine 4 nell’origine della funzione

1 6
f(z,y) = cos® x (W)
si scrive allora
Py(z,y) =1 — 6y% + 21y* — 32 4 182%y* + 4a”.
10. Per determinare massimi e minimi relativi della funzione f definita da
fla,y) =y* (@ +y* —212),  zyeR

si puo procedere risolvendo il sistema di equazioni

Gy = 2zy° - 29> = 0
g—i(x,y) = 2%y 44y -4y = 0.

L’insieme dei punti critici & formato dall’asse delle ascisse e dai punti
(1,4v/2/2). Per classificarli si pud studiare la matrice hessiana

29 4oy — 4y
Hy(z,y) [ dry — 4y 1292 + 222 —4x |-

I punti (1,4+/2/2) sono entrambi di minimo relativo, perché

10
Hy (1,4v2/2) = { - ] .
Per quanto riguarda invece i punti della retta delle ascisse, occorre studiare
direttamente 'incremento

Af = f(z+h,k) = f(2,0) = k*((x + h)* + k* = 2(z + h)).

Sex <0ox> 2, allora Af > 0in un intorno di (z,0) che pertanto risulta
un punto di minimo relativo; al contrario, se 0 < x < 2, allora Af < 0 in
un intorno di (z,0) che & dunque un punto di massimo relativo; se invece
x =0, allora Af = k*((h — 1) + k? — 1) e pertanto (0,0) & un punto di
sella; se infine # = 2, allora Af = k?((h + 1) + k? — 1) e dunque anche il
punto (2,0) & di sella.
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Analisi Matematica B: soluzioni di alcuni esercizi del foglio 7.
1. La funzione f definita da
fla,y) =72* +12y> z,yeR (1)

¢ continua sull’insieme compatto rappresentato in Figura 1 e pertanto
ammette massimo e minimo assoluti. Si ha f > 0e f(z,y) = 0 se e
solo se (z,y) = (0,0), quindi 'origine & 'unico punto di minimo assoluto.
Comunque si fissi P interno al dominio di interesse (o al limite sugli assi
coordinati) & possibile (si veda la Figura 1) trovare P’ sulla circonferenza
unitaria tale che f(P’) > f(P). Ne segue che & sufficiente cercare il
massimo assoluto di

f (z V1 fo) =12-522  ze[-1,0],

ovvero f ammette un unico massimo assoluto in (0, 1), dove vale 12. Piu
in generale, ¢ un fatto notevole che il massimo assoluto di una forma
quadratica definita positiva, ristretta alla circonferenza unitaria, si ottiene
nella direzione dell’autovalore pitt grande (che in questo caso vale 12).

2. La funzione f definita da
fla,y) =1+32+4y  z,yeR (2)

¢ continua sull’insieme compatto rappresentato in Figura 2 e pertanto
ammette massimo e minimo assoluti. Le curve di livello di f, definite da
f(z,y) =k per k € R, sono le rette di equazione
3 k—1

y=-—7" + Y
E allora evidente dalla Figura 2 che f ammette un unico minimo assoluto
in (0,0), dove vale 1, e un unico massimo assoluto in (0,4), dove vale 17.
Piu in generale, &€ un fatto notevole che per trovare gli estremi assoluti di
una forma lineare, ristretta a un simplesso, ¢ sufficiente esplorare i vertici
del simplesso (algoritmo di Dantzing).

3. La funzione f definita da
fla,y) =22"+3y°  zyeR (3)

e continua sull’insieme compatto rappresentato in Figura 3 e pertanto
ammette massimo e minimo assoluti. Si vede subito che (0,0) & I'unico
punto di minimo assoluto (f(0,0) = 0), mentre (1,1) & 'unico punto di
massimo assoluto (f(1,1) = 5); infatti f ¢ funzione strettamente crescente
di entrambi i suoi argomenti e il dominio di interesse e rettangolare.



7. Si vuole integrare la funzione f definita da

flz,y) =sin(z+y) z,yeR (4)

sull’insieme rappresentato in Figura 4. Risulta

1+y
I = // sin(x + y) dedy
1

1+y
/ / (sinx cosy + coszsiny) dxdy
1

1+y 1 1+y
/ cosydy/ sinxdx+/ sinydy/ cosx dx
0 1—y 0 1—y

/0 cosylcos(1 — y) — cos(1 + y)] + siny[sin(1 + y) — sin(1 — y)] dy

= /0 [cos(y+1—y) —cos(y+1+y)]dy

1 1
1
cosl/ dy—l——/ 2cos(2y + 1) dy
0 2 Jo
= 1+ Ly 3 L 1
= oS 5 Sin 5 Sin
cioe I ~0.19.

8. Si vuole integrare la funzione f definita da
flzy) =ze?  zyeh ()

sull’insieme rappresentato in Figura 5. Risulta

1 pl—a?
I = // xe¥ dxdy
0 —x
1 2

cioe I ~ 0.59.



1,0 (00 .

Figura 1: Dominio su cui ottimizzare la funzione definita da (1).



Figura 2: Dominio su cui ottimizzare la funzione definita da (2).



(0,1) (1,1

(0,0) (1,0}

Figura 3: Dominio su cui ottimizzare la funzione definita da (3).

-



0,1 (2,1

(0,0 (1,00

Figura 4: Dominio su cui integrare la funzione definita da (4).

x'lf



Figura 5: Dominio su cui integrare la funzione definita da (5).

x"
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Analisi Matematica B: soluzioni degli esercizi dispari del foglio 8.

1. Passando in coordinate polari, I'integrale richiesto vale

3 [0 1 % 1 /7\5
3 4
dpdf = = 9d0:—<—) ~ 0.478.
/0 /0” P 4/0 20 \2

15 20

10

T rho=theta

00

3. Passando in coordinate polari, 'integrale richiesto vale

52 . 1[5 2 113
pcosfsinfdpdf = — 2sin 26 df pdp=—-—=~0.188.
= 4 )= 1 422

5. Passando in coordinate polari, I'integrale richiesto vale

37 4
4 sin 0 . 9
/ / psin“ 6 dp do
% sig 0

3

T sin?6 [ 16 9
/ sin (.2 —.2)d9
z 2 sin“f  sin“6

97
= 47 — — ~ 5.50.
T 1 5.50




7. L’integrale richiesto vale

//T(a:—i-y)dxdy/;zdz

15
—7//(a:+y)dxdy
T
15 //
= —— ydx dy
2 ) Jr
1 0 y+1
= 7—5/ ydy/ dz
2 -1 —y—1

0
= —15/ (v> +y)dy

-1
)

= - = 2
5 )

avendo sfruttato il fatto che l'integrale di una funzione dispari in x, su un
dominio simmetrico rispetto all’asse delle y, & senz’altro nullo.

Y =X =x%1

9. II volume richiesto vale

y+2 1 1—-y
// da:dy/ dz = / (y+2)dy/ dx
T 0 0 -1




11. L’integrale richiesto vale

///T%da:dydz

z2+y
// Y da:dy/
Al
= // xya? +y dx dy

dove D ¢ il cerchio di raggio unitario centrato in (1,0) e si e sfruttato il
fatto che 'integrale di una funzione dispari in y, su un dominio simmetrico
rispetto all’asse delle x, & senz’altro nullo.
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Analisi Matematica B: soluzioni dei primi 6 esercizi del foglio 9.

1. Applicando il teorema della divergenza in 3, quindi integrando rispetto
a z e infine passando in coordinate polari, si ottiene:

/ F-n,dS = /divﬁ(:c,y,z)dxdydz
ov 1%

= /(:c2 +y?) dedydz
1%

7—322—4y?
= / (z% + %) dxdy/ dz
x2+y2<1 4x24-3y?

= / (z% + y*) (7 — T2 — Ty?) dady
z2+4+9y2<1

2m 1
= / 7p°(1 = p*)pdpdd
0 0




2. Applicando il teorema della divergenza in R3, quindi integrando rispetto
a z e infine passando in coordinate polari, si ottiene:

/ v - n, dS / div v (z,y, z) dedydz
oT T

2y dxdydz

I
5S—

4—/221y?
2y dzdy / dz

a:24?;yg20§16 0
_ 2 2
iyers 2y (4 vVt +y ) dxdy
y<0
_ 2 2
2t yens 8y dxdy [:2+y2§16 Va2 +y? dxdy

y<0 y<0

27 4 27 4

= 8/ / psin@pdpd@—/ / pp dpdf
™ 0 ™ 0
27 4 27 4

= 8/ sinodo/ p2dpf/ d0/ p2dp
T 0 T 0

Il
— — —

=z

64 64
= 8(—2)= _ =
8(=2)5 —m3
4
= f%(erlG)




3. Si puo applicare il teorema della divergenza in 12 e successivamente inte-
grare rispetto a z, ottenendo:

/ von,dS =
oT

/ div v (z,y, z) dedydz
T

= - / zdxdydz
T

/m2+(y+%)2<i Varty?

/952+(y+%)2<

V1= (y+1)?

zdz
(1—-2" = (y+1)* —2® —y*) dxdy

(z% + 92 + y) dady.

1
4

Conviene a questo punto considerare la traslazione definita dan = y+1/2,
& =z e (solo) successivamente passare in coordinate polari, ottenendo:

v - n, dS

o

1

/MK% <§2+n2 - 1) dédn
2 3 1
/ / (p2 — Z) pdpdf
0 Ol N
2 </2p3dp%/2pdp)
0 0

(D

™




4. Applicando il teorema della divergenza in R3, quindi integrando rispetto
a z e infine passando in coordinate polari, si ottiene:

/ F-n,dS —
oT

/ div F (x,y,2) dedydz
T

/ §\/9132 + y2 dzdydz
T 2

5 /e t50)?
—/ V2 + 92 dxdy
2 1<z24y2<9 —/1-(2— 2+y2)2

3/ x2—|—y \/1— a:2+y)2da:dy
1<x2+9y2<9
27 3
3/ / pvV1—(p—2)2pdpdd
o J1
3
67r/ /1= (p—2)2dp.
1

A questo punto conviene effettuare il cambio di variabile £ = p — 2,
sfruttare le simmetrie dell’integrale risultante e concludere con 'ulteriore
cambio di variabile £ = sin ¢, ottenendo:

/E@ds
oT

- 6w/_11<£+2)2ﬂd5
- /_2(5%4@%
= 127 15 +4)\/1—€2dg
= 127 [ (sin® ¢+ 4)cos ¢ cos b do

= 12n

hho

<i sin? 2¢) + 4 cos? qb) do

T /1 1
= 1277/ (g——cos4¢+2+20052¢) do
0

8
- 127r<1—0+7r+0)
1
_ ‘%ﬁ




5. Per la superficie I" si puo considerare la parametrizzazione

x = pcosf
y = psiné
z = €p2 cos 26

con 0<f<7/2ef<p<m/2 laquale fornisce

— — —
_ )k

— Ox oy oz

n = or 0y Oz

ds op dp ap
9z 9y 0z

20 96 96
= 2p26”2 €520/ _ sin 26 sin ) — cos 26 cos 0) T+
2p2er” cos 20 (sin 260 cos @ — cos20sinf) j +
+p k
ove n ¢ il versore normale orientato verso 'alto. Su T il campo E vale
2
N _ pep cos 260 ) -
F(p,@) = WSIDG 1 +
2
pep cos 260 -
———cosf
+ 1+ 2 cost 7 +

e pertanto per il flusso ® si trova

/ n ds

z ) 3 2p2 cos 20
/ / P 16+ (sin 26 cos 20 — cos 26 sin 26) dpdf +
p?

A=
1 14f<;
jﬁ 3108 T g2 ¥

2
= — [ 1 2yd0 — Zog (1
2/0 og(1 4+ 6%)do og(+4)

Dal momento che
FoorE 20
- / 0——>5 df

T 2 ERE
= Zlog(l+=)-2] ——ap
2°g(*'4) A 1+0°

7 2
— —df
/0 1462

5 dpdt

L/”2h¥x14+92)d9 — flog(l + 6?)
0

risulta



e cioe

T 3 1
= = d9
2*/0 1+ 02

7T+ + m
= —— +arctan -
2 2

~ —0.567.

6. Applicando il teorema di Stokes e passando il coordinate polari, si trova
and — 3
fﬂdr _ / / 3p2cos”0 i
~ psmG
i 9 2
- / €050 i / 3p% dp
= sing 1

3m
P

cos? 6

|
J

I
J
T

do

sin 6
3

o 7/ sin 6 df

sin 6

N

1 — cosf

3r
4
- + 7cosf
sin 6

us
4

w13

et

~ 0.349.

= lo



