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Capitolo 1

ALCUNI COMPLEMENTI
AL TESTO DI H. BREZIS:
“ANALISI FUNZIONALE

Per la parte del corso svolta seguendo il testo di H. BREZIS “Analisi fun-
zionale. Teoria e applicazioni, Liguori Ed., 1986 (traduzione italiana di
“Analyse Fonctionnelle - Théorie et applications, Masson Ed., 1983), che
nel seguito sara indicato con [BR], si rimanda al testo stesso (viene soltanto
fornito qualche complemento). E presupposta la conoscenza degli argomenti
trattati in [Br], Paragrafi 1.1, I1.1-3, e Capitoli III, IV, V (per intero).
La prima parte di questi appunti e quindi da intendere come una traccia,
senza pretesa di completezza, di argomenti svolti nelle lezioni ma non con-
tenuti nei Paragrafi citati; molte delle osservazioni sono tratte da appunti,
non pubblicati, di H. BREzIS ¢ G. TRONEL.

1.0 Notazioni.

Le notazioni sono, per la maggior parte, quelle usate in [Br|; ne richiamiamo
tuttavia alcune, per comodita del lettore:

edatiz e Xedy €Y, [z;y] € X XY indica la coppia ordinata di
elementi z ed y; P(X) ¢ la famiglia delle parti di X;
e la funzione indicatrice I, : X — R U {+o0} del sottoinsieme A di X

¢ definita da:
0 sex € A,

La(z) ::{—Foo sex € X\ A4

e se X ¢ uno spazio topologico ed A C X, conint A ed A siindicano,
rispettivamente, l'interno e la chiusura di A;
e se X ¢ uno spazio metrico, d(z, A) ¢ la distanza di = € X dal sottoin-

sieme non vuoto A di X <d(a:, A) = infueq d(z, a)); sexg€e XepeRy, si

indica con X(zg, 0) la sfera aperta di centro zy e raggio ;
e se X ¢ uno spazio di successioni reali, {e/™} indica la successione dei
versori di X: e™ := {67} ren, dove 6 =1, 57 = 0 se k # n.
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e I/, F indicano spazi di BANACH reali, con norma || - ||; E’ & il duale
di E, con norma | - |, ; (-,-) ¢ la dualita tra £’ ed E; (se necessario,
si utilizzeranno le notazioni || - ||z, || * g, 5/(-, )g ); Es , Ey (risp.,

E’ JE! E'.) indicano gli spazi £ (E’) muniti delle topologie forte,
debole (forte, debole, debole*); la convergenza di {z,,} ad z nella topologia
forte, debole, debole* sara spesso indicata, rispettivamente, con

Tp =T 5 Ty TG Ty
L(E; F) indica lo spazio degli operatori A lineari e continui da £ in F, con
norma ||Al|zigr) = sup{||Az||r | |||z = 1}; si pone L(E) := L(E; E);

e dato p > 1, g ¢ 'esponente coniugato di p (¢ :=p/(p—1) se p > 1;
q = 400 se p=1) (in [BRr] € usata la notazione p’ anziché q);

e H indica uno spazio di HILBERT reale, con prodotto scalare (-, -) e
norma | - | ; di solito (non sempre: si ricordi 'OSSERVAZIONE 1 di [BR],
V.2) & possibile (ed utile) identificare H al suo duale H' (mediante il teorema
di RIESZ);

e D(Q2) e D'(2) sono gli usuali spazi delle funzioni test e delle distri-
buzioni sull’aperto Q C RV,

1.1 Separazione di insiemi convessi.
Premettiamo la seguente definizione (si veda [Br], 1.2):

Definizione 1.1 Dati un funzionale lineare f non identicamente nullo su E
ed un numero reale A, si chiama iperpiano (affine, di equazione) [f = \]

Uinsieme f'(\)={z € E | f(x)=A}. »

In dimensione finita (cioe, quando E = R™), ogni funzionale lineare é
continuo: infatti, poiché, Vo € E, risulta z = Y ;_ (=, e®) e si ha che

@< S Jal 1) = Ja] (Z |f(e(’“’)|) ~ ],
k=1 k=1

e questo comporta che in dimensione finita ogni iperpiano é chiuso.

La situazione ¢ completamente diversa nel caso di spazi a dimensione
infinita: si dimostra (si veda [Br], Proposizione 1.5) che [f = \] ¢ chiuso
se e solo se f & continuo; ma la continuita di f non e piu conseguenza della
linearita, come mostra il seguente risultato:

Lemma 1.1 Se dim E = +o00, esiste un funzionale lineare non continuo f
definito su tutto F.

Dim.: definiamo la famiglia S di sottoinsiemi di £ nel modo seguente:
A e S < gli elementi di A sono linearmente indipendenti. S, ordinato per
inclusione, ¢ evidentemente induttivo. Per il Lemma di ZORN, S ha almeno
un elemento massimale M := {e)}ea, che € una base algebrica per E (cioe,
ogni elemento x € E si scrive, in modo unico, nella forma z = . A TAEA
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con Ag sottoinsieme finito di A, ed z, € R). Non ¢ limitativo supporre che
llex]] = 1 YA € A, e che (essendo dim F = 4+00), N C A; definiamo intanto:

A se XeEN,
f(ex) '_{O se A€ A\ N,

ed estendiamo poi f, per linearita, a tutto E; e chiaro che f verifica le
condizioni richieste. m

Definizione 1.2 Dati i due sottoinsiemi A, B di E, Uiperpiano [f = A]
separa A e B in senso largo se f(a) < X\ < f(b) (oppure f(b) <X < f(a))
Va € A, Vb € B; li separa in senso stretto se 3¢ > 0: f(a) < A—e mentre
f(b) > X+¢ (oppure, f(a) > N+¢, mentre f(b) < A—¢c)Va€ A, Vb€ B. n

Ricordiamo le seguenti forme geometriche del teorema di HAHN-BANACH
(cfr. [Br], Teorema 1.6 ¢ Teorema 1.7):

Teorema 1.1 Siano A, B due sottoinsiemi non vuoti, disgiunti e convessi
di E; allora:

i) se uno dei due & aperto, esiste un iperpiano chiuso che li separa in
senso largo;

i1) se uno dei due ¢ chiuso e l’altro é compatto, esiste un iperpiano chiuso
che li separa in senso stretto. m

OSSERVAZIONE 1.1 In dimensione infinita, non é detto che due convessi A, B
non vuoti e disgiunti possano essere separati, neppure in senso largo, da un
iperpiano chiuso. Ad esempio, sia F := P (con 1 < p < +00), e si ponga

A::{a:{an}eE‘aQn:aZJl ‘v’nEN};

C:= {c:{cn}EE

con =0 VnEN}.

E evidente che A ¢ C' sono sottospazi chiusi di F, ed e facile verificare che
A+Cedensoin E: se f ={f,} € E'(=(?) & nulla su A+ C, in particolare &
nulla su C', ed e immediato dedurne che f5, 1 =0 Vn € N. Ma f deve essere
nulla anche su A, quindi Z:g fonaon =0 Va € A; se per ogni fissato k € N

si pone a®) ;= 2F k=1 1 (k) ne viene che 0 = (f,a®) = fo, Vk € N,
cosicché f = 0.

Se & € E eil vettore € := :3 6(22—:), si vede subito che £ ¢ A+C. In effetti,
se esistessero a = {a,} € A e c = {c,} € C tali che £ = a + ¢, si avrebbe,
Vn € N, & = a, + ¢,; in particolare, 2% = g, e 0 = 2"ag, + Cop_1 =
1+ cop—1, cioe cg,—1 = —1, assurdo perché, essendo ¢ € F, deve essere

lim,, 400 C2n—1 = 0. Posto B := C' — £ (& un convesso chiuso di F), risulta
AN B = ; ma si controlla facilmente che i convessi (non vuoti, disgiunti,
chiusi e non compatti) A e B non possono essere separati in senso largo da
nessun iperpiano chiuso. In effetti, se 0 # f € E’ ed a € R sono tali che
(f,a) > o > (f,b) (oppure (f,a) < a < (f,b)) Va € A, Yb € B, ne viene
facilmente che, poiché A e C' sono sottospazi, f € nulla sia su A sia su C,
quindi su A + C', dunque f = 0, contrariamente all’ipotesi. m
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1.2 Funzioni convesse; funzioni s.c.i.;
funzione coniugata.

Premettiamo qualche richiamo sulle funzioni convesse e sulle funzioni semi-
continue inferiormente; in tutto questo Paragrafo, ci limitiamo al caso di
funzioni ¢ : E — R U {400}, con E spazio normato. Poniamo intanto la
seguente

Definizione 1.3 i) il dominio di ¢ ¢é l'insieme
domyp ={z € F | p(z) < +00};

se domp # (), ¢ si dice propria;
ii) l'epigrafico di ¢ ¢é linsieme

epi :={[z;A] € EXR [ p(z) < A};

ii1) ¢ ¢é convessa se, Vr,y € E eVt € [0,1], si ha

otz + (1 —t)y) < tp(x) + (1 —t)p(y) .

iv) ¢ ¢ semicontinua inferiormente (abbreviato in s.c.i.) se, Vo € E
e V{x,} C E tale che x, — z, risulta

o(x) < liminf p(z,).

1.2.1 Funzioni convesse.

Dimostriamo intanto le seguenti proprieta (soltanto enunciate in [Br], 1.3):!

Proposizione 1.1 i) se ¢ é convessa, per ogni A € R l'insieme [ < A\] =
{z € E| p(x) < A} é convesso in E (ne viene che anche dom ¢ ¢é convesso);
i1) @ & convessa se e solo se epiy ¢ un sottoinsieme convesso di E X R;
iii) se p1,pa sono convesse, lo é ogni loro combinazione lineare a coeffi-
cienti o, B non negativi;
iv) se {@rtren € una famiglia di funzioni convesse, anche il loro invi-
luppo superiore ¢, definito da

p(2) = supyep pa(2),

e una funzione convessa.

Dim.: i): evidente, perché se p(z1) < A e p(xg) < A, allora, ¥Vt € [0, 1],
o(tey + (1 — t)xg) < to(xy) + (1 —t)p(z) < tA+ (1 — )X = A Non vale
Pimplicazione nell’altro senso: basta scegliere E := R e ¢(z) 1= /|z[;

i1): se @ e convessa, dati [x1;A1], [z9; Aa] € epip et € [0, 1], poiché
o(try + (1 — t)za) < to(zr) + (1 — t)p(za) < tA; + (1 — t)Ag, ne viene
che epip € convesso; viceversa, se epip ¢ convesso, dati x1,ro € dom,

! valide, con la stessa dimostrazione, in ogni spazio vettoriale reale E
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poiché [z1;p(z1)] e [x2;p(z2)] appartengono ad epi g, ne viene subito che
[tz 4+ (1 — t)xg;to(xy) + (1 — t)p(z2)] € epiyp, da cui la convessita di ¢;
ii1): il controllo della convessita di ap; + Sps € immediato;
iv): YA € A, Vry,29 € E, ¥Vt € [0,1] risulta @y(tz; + (1 — t)zg) <
toa(z1) + (1 —t)pr(z2) < tp(z1) + (1 —1t)p(z2), da cui, passando all’estremo
superiore per A € A, @(tx; + (1 —t)xg) < te(x1) + (1 —t)p(z2). m

Fissata la funzione convessa ¢ : E — RU {400}, valgono le seguenti pro-
prieta (si vedano, ad esempio: I. EKELAND, R. TEMAM: “Analyse convezxe
et problémes variationnels, Dunod, Gauthier-Villars, 1974; A. D. IOFFE,
V. M. TmHOMIROV: “Theory of Extremal Problems, Studies in Mathematics
and its Applications, volume 6, North-Holland, 1979):

Lemma 1.2 Se ¢ e convessa e superiormente limitata in un intorno del
punto xoy € E, allora é continua per x = xy.

Dim.: per ipotesi, do > 0, A € R tali che Vz € X(x9, ) risulta ¢(x) < A. Si
osservi intanto che, V¢ € ]10,1[, si ha ¥(zg,t0) C X(xg, 0); quindi, Yo € E
con ||v]| < tp, si ha che xy, zo+v, o F % € Y(xg, 0). Per la convessita di ¢,

o(Tg+v) = <(1 —t)zg + t (:po + %)) < (1—=t)p(zo) +te <x0 + %), da cui
o(zo+v)—p(xg) <t <<p <£E0 + %) — go(xo)> < t(A—(xp)). Inoltre, p(xy) =
© <%+t(x0 +v) + %_i_t <x0 - %)) < %_Hcp(xo—kv)%—%ﬂ(p (xo — %), da

cui (w0) — 9l +v) <t (i (w0~ ¥) = (@) ) < HA = p(a0)).

Fissato ad arbitrio € > 0, scelto t € ]10,1[ in modo che t(A — p(z9)) < ¢, e
posto gy := tp, si ha dunque che Vo € X(z0, go) risulta |p(x) — ¢(z0)| < €,
da cui la continuita di ¢ per x = xy. m

OSSERVAZIONE 1.2 Dalla dimostrazione segue che se ¢ € convessa, e in un
intorno di xy € E risulta p(z) < ¢(z0), allora in tale intorno ¢ ¢é costante. m

Proposizione 1.2 Se ¢ ¢ convessa e superiormente limitata in un aperto A
non vuoto di E, allora int(dom ¢) é non vuoto, € ¢ é continua in int(dom ).

Dim.: per ipotesi, A € R tale che Vv € A risulti p(v) < A; dal momento
che A Cint(dom¢), ne viene intanto che int(dom ) # 0, e resta solo da
mostrare la continuita di ¢ nel generico punto x, €int(domy). Fissato
vy € A, il Lemma 1.2 assicura la continuita di ¢ in vg; osservato che per
t > 0 sufficientemente piccolo si ha che wy := [(z¢g—tvy)/(1—1)] € int(dom )
(perché wy — xg = t(xg — vo)/(1 — t), ed x¢ & interno a dom ), poniamo
y = f(z) ==tz + (1 — wp, da cui x = f1(y) = [y — (1 — )w)/t. Si
ha allora che f(vy) = wo, e che f(A) ¢ un intorno aperto di xy. Inoltre,
Yy € f(A) risulta, per la convessita di ¢,

p(y) < to(f(y) + (L= t)e(wo) < tA+ (1 = t)p(wo);

2 Si puod mostrare che ¢ & localmente lipschitziana in int(dom ().




Pag. 6 CAPITOLO 1. ALCUNI COMPLEMENTI.

posto A := tA + (1 — t)p(wp), si ha che p(y) < A nellintorno f(A) di zo,
2.

quindi ¢ e continua in x(, grazie al Lemma 1.2. »

I risultati precedenti possono essere precisati e completati:

Teorema 1.2 Se ¢ : E — R U {+oc} ¢ convessa, le proprietda sequenti si
equivalgono:

i) (xog € E, 00 >0, \g € R): Va € X(x9,00) st ha p(x) < Ao;

it) dxg € E: ¢ & continua per x = xy;

iii) int(dom ) # (), e ¢ & continua in int(dom ¢);

iv) int(epi )£ .

Dim.: le implicazioni i) = i) e i) = 7i7) sono conseguenze, rispettivamente,
del Lemma 1.2 e della Proposizione 1.2; ¢ poi evidente che i7) = i) e che
i1i) = 11); ne viene che le proposizioni i), i), ii7) sono equivalenti.
Per concludere la dimostrazione, verifichiamo che i) e iv) si equivalgono.

i) = iv): Uinsieme {[x;\] € E X R | x € X(x0,00) € A > Ao} € aperto,
non vuoto, e contenuto in epi ¢;

iv) = i): se [xo;A] €int(epiy), allora 3 (go > 0 e § > 0) tali che se
|z — 20|l < 00 € |A—A| <6, allora [2;\] €epigp, cioe p(x) <X < A+46,da
cui la i) (con A\g:= XA+ ). u

In dimensione finita, vale un risultato piu forte:

Proposizione 1.3 Se: dim E = n < 400, ¢ & convessa, ed int(dom ) non
¢ vuoto, allora ¢ € continua in int(dom ).

Dim.: fissato zy €int(domy), Joo > 0 tale che ¥X(zg,200) C int(dom ),

cosicché x; 1= 29 + 0o e €int(dom ) per i = 1,...,n. L'insieme
i=0 1=0

o + 0o Z /\ie(i)
i=1

¢ aperto (la verifica ¢ immediata). Inoltre, ¢ € superiormente limitata su A:
in effetti, posto M := maxo<i<, ¢(x;), si ha, Vo € A, p(z) = ¢ (D 1, Nizi) <

Yoo Nig(x;) < M. La conclusione segue dal Teorema 1.2.

OSSERVAZIONE 1.3 La Proposizione 1.3 implica, in particolare, che se ¢
¢ convessa e dim E < 400, allora (int(domy) = @) <= (int(epip)= 0).
Quando dim £ = +o00, l'ultima biimplicazione scritta non é piu vera: dal
Teorema 1.2 risulta che (int(dom ) = )) = (int(epip)= 0); ma non é
detto che se int(epiy)= 0 allora int(dom¢) = 0, o, equivalentemente, che
si abbia (int(dom¢) # @) = (int(epi¢) # 0). Basta assumere come ¢ un
funzionale lineare non continuo definito su tutto £ (si veda il Lemma 1.1):
se fosse int(epip)# 0, ¢ dovrebbe essere continua Vzy € domp = E (per il
Teorema 1.2), contrariamente all’ipotesi. m
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OSSERVAZIONE 1.4 Se int(epig) # ), allora risulta:

int(domyp)={z e E|3INe€R : [z;\] € int(epip)} ;

int(epip) ={[2;\] € EXR |z € int(domyp) e A > ¢(x)} .

Le uguaglianze precedenti si giustificano facilmente, se si osserva che:

e per il Teorema 1.2, si ha che int(domy) # (), e ¢ & continua in
int(dom ¢); & poi immediato controllare che se € int(dom ) e A > p(z),
allora [x;A] € int(epiy);

e ¢ ovvia la verifica che se [x;A] & interno ad epip, allora = & interno a
dompe > p(z). n

1.2.2 Funzioni s.c.i..

Dimostriamo intanto, sempre nel caso in cui £ sia uno spazio normato, le
seguenti proprieta, enunciate in [Br], 1.3 per un generico spazio topologico:

Proposizione 1.4 i) ¢ ¢ s.c.i. se e solo se epig é chiuso in F X R;

i) p € s.c.i. se e solo se, VA € R, linsieme [ < A] ¢é chiuso in E;

iii) se @1, o sono s.c.i., lo é ogni loro combinazione lineare a coefficienti
a, B non negativi;

iv) se {©r}ren € una famiglia di funzioni s.c.i., anche il loro inviluppo
Superiore p € S.c.i.;

v) se dom ¢ & compatto e ¢ ¢ s.c.i., ¢ ammette minimo su E.

Dim.: i): se p € s.ci. e [x,;A\,] C epig e tale che [z,;\,] — [z;A],
si ha che z, — x in F e A\, — X in R. Pertanto, p(z) < liminf, p(z,) <
liminf, A\, = A, dunque [x;\] € epip. Viceversa, se epiy ¢ chiuso, fissato
ad arbitrio x € F, sia {x,} C E tale che x, — z. Posto X := liminf, ¢(z,),
si puo estrarre da {x,} una sottosuccessione {z,, } tale che limy p(z,,) = \.
Ma allora la successione { [xn,;¢(z,,)]} C epip tende a [x;A] in E x R,
quindi [z;A] € epigp, cioe p(z) < A = liminf, ¢(z,);

i1): se ¢ e s.ci. ed {z,} C [p < A] ¢ tale che x, — z, si ha, Vn € N,
che p(z,) < A, dunque p(x) < A, cioe z € [¢ < A]. Viceversa, supponiamo
che [¢ < A] sia chiuso VA € R; data una successione {z,} C E convergente
ad z, se ne estragga una sottosuccessione {x,, } tale che p(z,, ) — A =
liminf, ¢(x,). Allora, Ve > 0 3k. : Vk > k. risulta ¢(x,,) < A+ ¢; poiché
Tn, € [p < A+¢€],ex, — x, sihachex € [p < A+¢], cloe p(x) <
e + liminf,, ¢(x,), da cui, per Parbitrarieta di e, ¢(x) < liminf, ¢(x,);

ii1): evidente, per le proprieta del minimo limite;

iv): fissata {z,} C E con x, — =z, si ha py(z) < liminf, py(x,) <
liminf, ¢(z,) VA€ A, da cui ¢(z) < liminf, ¢(z,);

v): sia {z,} C dom ¢ una successione tale che p(z,) — X := inf,ep p(x).
poiché dom ¢ & compatto, & possibile estrarre da {z,} una sottosuccessione
{zn, } convergente ad un = € dom ¢. Ma allora A < ¢(z) < liminfy, p(z,,) =
A, il che conclude la dimostrazione. m
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Infine, diamo un risultato di continuita, all’interno del proprio dominio,
delle funzioni convesse, proprie, s.c.i., definite su uno spazio di BANACH:

Proposizione 1.5 Se E ¢ uno spazio di BANACH, e ¢ € convessa, propria
e s.c.i., allora ¢ € continua in int(dom ¢).

Dim.: assumendo che int(dom¢) # () (altrimenti, non c¢’¢ nulla da di-
mostrare), supponiamo dapprima che 0 € int(dom ¢), e fissiamo A > ¢(0).
Posto C' := [¢ < A], si ha intanto che C' & un convesso chiuso (si vedano
le Proposizioni 1.1 e 1.4), e non vuoto (dato che 0 € C). Inoltre, E =
U,en 7 C: ineffetti, Yy € E, dato che la restrizione di ¢ alla retta {ty |t € R}
e continua nell’origine (Proposizione 1.3), scelto € € 10, A — ¢(0) [ si ha

che In : Vn > 7 risulta )(p <%> - go(O)’ < g, quindi ¢ (%) < (0) +e <A,

da cui & € C, cioe y € nC. Per il Lemma di BAIRE ([BR], Lemma IIL.1),
cio implica che Ing : int(ng C')# 0; ne viene che anche int C' # (), e poiché ¢
e superiormente limitata in C, quindi in int C', la Proposizione 1.2 mostra
che ¢ & continua in int(dom ).

Il caso generale si riconduce immediatamente a quello ora trattato: se
zo €int(dom @), basta porre B(x) := p(x + xg), ed osservare che anche @ ¢
convessa, propria, s.c.i., e 0 €int(dom ). Per quanto dimostrato piu sopra,
®(x) & continua in int(dom ¥), e cio implica evidentemente la continuita di
¢ in int(dom ¢) = zo+int(dom P). m

OSSERVAZIONE 1.5 Nella Proposizione 1.5, l'ipotesi di completezza di E
non puo essere eliminata, come mostra 'esempio seguente. Si ponga F :=

{x ={zp}nen | I =7(x) : 2, =0 VYn > ﬁ}, con ||z]| := max,en |Tn| (&
uno spazio normato, che perd ¢ evidentemente non completo), e si definisca
¢ : E — R come segue: ¢(z) := > n|z,|. E evidente che ¢ & convessa.
Per dimostrare che ¢ ¢ anche s.c.i. nel generico punto = = {z,} € E, sia
intanto NV € N tale che x,, = 0 Vn > N, e, fissato € > 0 arbitrario, si ponga

2 k s . .
g0 = N(Nig—i—l) Se {2} e, con 2*) = {:c% )}neN, ¢ una successione in

che converge ad z, 3kq : Vk > kg siha ||z —z| < go, quindi, Vn € N, |z,,| <

2] + 20, da cui p(z) = N nlz,] < N, (nfa] + nep) < o(z®) + e,

e, infine, p(z) < e + liminf, (z®), quindi p(z) < liminf, p(z*).
D’altronde, ¢ non é continua (ad esempio, nell’origine): se si sceglie

(k
) = ek_)’ si ha che ¥) — 0, mentre p(z™) =1e (0) =0.n

1.2.3 Funzione coniugata.

Poniamo la seguente definizione:

Definizione 1.4 i) se ¢ é propria, la sua coniugata (o polare, o trasfor-
mata di YOUNG-FENCHEL) ¢* : E/ — R U {400} ¢ data, Yy € E’,
da:

©*(y) =sup{(y,x) —p(z)} = sup {{y,7) —p(z)};

zel x€ dom ¢
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i) se p* & propria, si definisce biconiugata (o bipolare) di ¢ la funzione
™ B — RU{+o00} data da

o) = sup iy m) — @)} = sup {{y2) = (W)}

¢ facile verificare che risulta ¢**(x) < p(z) Vo € E. n

Il ruolo della funzione coniugata nei problemi di minimo e chiarito dalla
proprieta (evidente) che ¢*(0) = —inf,cp p(x) = —infuc dom» @ ().

Altre conseguenze immediate delle definizioni (valide Yy € E'):
(p1(2) < o) Vo € E) = (¢1(y) = ¢35(y));
posto p(x) := (=), si ha ¢ (y) = ¢*(-y));
VA>0, (M) (y) = A" (y/A);
VIA>0,z€ E,peR, g€ E’'), posto ¢, .z(x) == p(Ar + 2) + p+ (7, z),
siha che @3 . ,5(y) =" (y —9)/N) =y =7, 2) /A — .

Vale inoltre la proprieta ([Br], Proposizione 1.9):

Proposizione 1.6 ¢* ¢ sempre convessa € s.C.i.; S€ p € COnvessa, propria
e s.c.i., allora anche ©* & propria.® w

E fondamentale il teorema di FENCHEL-MOREAU ([Br], Teorema 1.10):
Teorema 1.3 Se ¢ ¢é convessa, propria e s.c.i., allora ™ = p. n
Si osservi anche il seguente corollario al risultato precedente:

Corollario 1.1 Se ¢ ¢ propria e tale che anche p* € propria, allora, Vx € F,
©**(x) = max{y(x) | ¥ convessa, s.c.i., e tale che Y(x) < p(x) Vr € E}.

In particolare, I} = I, dove* C' = conv K.

Dim.: immediata, perché se 1) & convessa, s.c.i., propria, e ¥(z) < @(x) per
ogni xz € F, allora () = ¢¥**(x) < ¢**(x); d’altronde, se p* & propria, allora
©** & convessa, s.c.i., propria e **(z) < @p(x) Vr € E.m

ALCUNI ESEMPI CON F = R.

e 1. Se ¢(x) := z, si ha ¢*(y) = I;1y(y). Dalle proprieta enunciate
in precedenza, si deduce che, Va,b € R, posto p.p(z) := ax + b, risulta
@ p(y) = I3 (y) — b (d’altronde, semplice conseguenza della definizione). Si

veda anche il successivo ESEMPIO 12. E immediata poi la verifica diretta
(superflua, per il teorema di FENCHEL-MOREAU, ma utile come esercizio; cio

3 Non ¢& pero necessario che ¢ sia convessa oppure s.c.i. perché ¢* sia propria: ad
esempio, se p ¢ una qualunque funzione propria ed inferiormente limitata, si ¢ visto piu
sopra che 0 € dom ¢*.

4 con “conv K si indica il convessificato di K, cioe 'intersezione di tutti i convessi
contenenti K.
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vale per molti degli esempi seguenti) che ¢}%(7) = sup,cp {yz — ¢, ()} =
ax — ¢ (a) = ar + b= pap().

e 2. Dati a,b € R con a <b, sia pup(z) := I7,,(2); allora

, _Jay sey <0,
wa’b(y)_{by se y > 0.

La stessa espressione ha anche la coniugata di q4(z) := I[,;)(2). Si ha
quindi ¢24(z) = $24(2) = SUpyer 109 — 950 (®)} = Tjas] (#) = Buple) (il
controllo & immediato; ma ¢ comunque conseguenza del Teorema 1.3). Se,
in particolare, @ = —1, b = 1, si ha quindi ¢*, ; (y) = |y|. Ne viene anche (per
il Teorema 1.3, e grazie alle proprieta elementari richiamate piu sopra) che,
posto §(z) := [z], si ha £*(y) = I[_; 17 (), e che inoltre, posto, per av > 0 e
B ER, &ap(x) = alz|+ 5, risulta & 5(y) = I[_q47 (1Y) — B

e 3. Sia ¢, (x) := Is)(2); in questo caso, risulta ovviamente che ¢ (y) =
sup,er{zy — po(z)} = ay; si confronti con 'ESEMPIO 1, con b = 0.

e 4. Poniamo, Va € R,

a se x = 0.

I e
Si vede facilmente che

©r(y) = max {%yQ; —oz} :

da cui, se & > 0, ¢5(y) = 1y°. Se invece a < 0 si ha (verifica semplice;

d’altronde, si ricordi il Corollario 1.1) che

() = a+lz|v—2a sel|z| <V-2a,
Pa T = 12° se x| > v 2« ;

percio, (¢ (z) = va(r)) <= (a =0). Un esempio:

2- | 2b | 2k |
o | o | o |
2- | 2t | 2k |
0 0 0
p-s(2) 1) ¥s(2)
e 5. Fissato p > 0, ¢ facile verificare che, posto p,(z) := |z|P/p, valgono

i seguenti risultati:

p> 1 wi(y) = |yl?/q = ¢4(y). In particolare, ¢, ¢ formalmente autoconiu-
gata (ciog, 'espressione analitica di ¢ coincide con quella di ¢,) se e solo se
p=2.
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p = 1: questo caso rientra nell' ESEMPIO 2.

0 <p < 1: si verifica subito che 3(y) = I{01(y), quindi p3*(z) = 0 Vo € R,
(si rivedano 'ESEMPIO 3 ed il Corollario 1.1).

e 6. Fissato p > 0, sia

1
ey = (B sl <
8 +oo  se |z| > 1.

poiché 7(0) =0 e ¢;(—y) = ¢;(y), ¢ facile concludere che:
p > 1: allora

* Lyle  selyl <1,
op(y) = 1
lyl =5 selyl>1;

un esempio:

2 2

Lo ol |

Al Al |

2 0 2 2 0 2
P1.5(2) ©15(y)

0 <p<1: pery >0, la funzione = — zy — 2P /p & convessa nell’intervallo
[0,1], quindi assume il suo massimo o per x = 0 o per z = 1, da cui

\ 0 se Jy < 1,
@p(y): H_l se||>l‘
Yyi—»p Y P

e poi facile verificare (direttamente, oppure mediante il Corollario 1.1) che

() = %M se |x| <1, mentre p** = +00 se |z| > 1. Un esempio:

s 3 ‘ 3

1 \/ ] 1 ] 1 v ]

o - o o .

1 0 2 ) 0 2 ) 0 2
p.s(z) wis(y) v (z)

p = 1: si verifica subito che

0 se |y| <1,
ly| =1 sely|>1.

eily) = {
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e 7. Fissato p > 0, sia

1 p
=P sex >0
) =13 p =Y
<pp() {+oo se x < 0.
E immediata la verifica che:
p > 1: allora
1,4
sy — J gy? sey >0,
=< 49
) {0 sey < 0;
p = 1: risulta

ery) =1 1)
0<p<1:siha
vp() =1 1)

di conseguenza, risulta (si confronti anche il Corollario 1.1)

wp (#) =1y o)

e 8. Fissato p > 0, sia

1

—xaP sex >0
x) = p =4
#p() {—I—oo se T < 0;

Si controlla subito che:
p > 1: allora ¢} (y) = +o0;
0<p<l1:siha

L1y 0
() = 4 7 yl? sey <0,
(pp(y) { +o0o0  sey > 0;

un esempio:

4 4
2r ] 2r ]
oF . or .
2t 1 2t 1
4 . 4 5
p.5(x) ¢5(y)
p = 1: risulta
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ALCUNI ESEMPI CON E SPAZIO NORMATO.

Alcuni degli esempi precedenti (come gli ESEMPI 5, 6) possono essere
adattati al caso di una funzione definita su uno spazio normato, anche uti-
lizzando la seguente

Proposizione 1.7 Sia f : R — RU {400} una funzione convessa, propria,
s.c.i. e pari. Dato uno spazio normato E, si definisca ¢ : E — R U {400}
ponendo, Yz € E, p(x) := f(||z|]); valgono i sequenti risultati:

i) @ € convessa, propria, S.c.i.;

i) Vy € E', " (y) = [*(llyll+) -

Dim.: i) poiché f ¢ convessa, propria e pari, dom f ¢ un intervallo non
vuoto, simmetrico rispetto all’origine (eventualmente, ridotto a {0}); quindi
0 € dom f e, di conseguenza, 0 € dom ¢, dunque ¢ ¢é propria. E poi evidente
che ¢ es.ci.: se x, — zo in E, si ha ||z,| — ||zol, da cui, dato che f &s.ci,
o) o o) < Tt £l o B ot ).

Per dimostrare che ¢ € convessa, si osservi che, V1,29 € E e VA € [0,1]
risulta, per il teorema di FENCHEL-MOREAU applicato ad f, ed utilizzando
la convessita e la simmetria di f ed f*:

p(Arr + (1= A)za) = f([|Azr + (1 = Naaf]) = [ ([|Azy + (1 = Naa]) =

sup {[[Azy + (1 = Az)|| 7 — f*(7)} = nglg{HMl + (L= Az 7= f(7)} <

TER

sup Azl 7+ (L= N)[|ze][ 7 = Af*(7) = (1 = A)f* (1)} <
A STliIO){Hle T—f(T)F+(1=A) STgIO){HﬂczH T— (1)} =

ALl + (= 2) f7(l2ll) = Ae(zn) + (1= A) ¢(x2) -

i1) Utilizzando ancora la simmetria di f, si ottiene, Yy € E’|

©*(y) = §2§{<y’x> — flllzl)} = Sup 4 sup Uy, 2) = ft)} ¢ =

Izl =t

igg{HyH*t — f(t)} = Stlelg{HyH*t — Oy = (lyll) . =

OSSERVAZIONE 1.6 La definizione di ¢ nella Proposizione 1.7 fa inter-
venire soltanto i valori che f assume per ¢ > 0, mentre f*(7) dipende anche
dai valori di f(t) per ¢t < 0. E quindi ovvio che la Proposizione 1.7 non
puo valere se non si richiede qualche relazione tra i valori assunti da f(t) per
t > 0 e quelli assunti per ¢ < 0; a questo risponde appunto la richiesta che f
sia pari. Qualche esempio, in cui f € convessa, propria, s.c.i., ma non pari:

i) se domf C {t < 0} (ad esempio, se f e la funzione indicatrice
dell'intervallo [a,b], con —oo < a < b <0), ¢ non & propria;

5 Si osservi che la dimostrazione della semicontinuitd inferiore di ¢ non richiede che f
sia pari.
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ii) posto f(t) := (t — 1)% e fissato * € F con |z|| = 1, si ha che

o (b + 5(-2)) = 9(0) = 1, mentre Jio(2) + bp(—2) = p(x) = (1) = 0

quindi, ¢ non e convessa;
iii) posto f(t) :=t, da cui ¢(x) = ||x||, si ha che ¢ & convessa, propria e
continua, quindi s.c.i.. Tuttavia, si ottiene che, Vy € E’,

o () = sup ((y,a) — [l]) = sup { sup ({9.) = ) ¢ = sup Allyll. ~1):
zelE A>0 ”iﬁf)\ A>0

si ha quindi che ¢*(y) = 0 <= 0 < [jy[[s < 1, mentre f*(7) = Iy (7):
cosicché ¢*(y) # f*(lyll+). =

Dalla Proposizione 1.7 si ottengono, in particolare, i seguenti risultati:

e 9. Fissato p > 0, si ponga f,(t) := |t|?/p e p,(z) := f,(||x]); allora:
p>1: siha ¢i(y) = [[yllZ/g.  Quindi, @, & formalmente autoconiugata se
e solo se p =2 (ed autoconiugata se F ¢ uno spazio di HILBERT identificato
al suo duale).

p = 1: risulta ¢i(y) = I1—11 ([[yll+) = Is g1y (y) (siriveda 'ESEMPIO 2).

0<p<l1:sihagi(y) = Lny(y), quindi @;*(r) = 0 Vz € E (si riveda
I'ESEMPIO 3).

e 10. Fissato p > 0, posto

1

=tP se |t] <1,
fp(t)::{pH <

+oo  se Jt| > 1,

e gp(z) == fp(||x]|), ne viene che:
p > 1. allora

%@:ﬁmmleéL
Iyl =3 se llgll > 1

0 < p < 1: in questo caso,

1

% . 0 s€ HyH* < ik
SOp(y) = 1 1.
Iyl — & se flyll. > 3

inoltre,

1
o= (Bl el <1
b +oo  se x| > 1.

p = 1: si ha subito che

0 se [lyll. <1,
lyll« =1 se [lyll. > 1.

eiy) = {
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e 11. Fissato p > 0, sia

- 1
) EtP set#0
t) =14 pl )
fol?) {+oo set =0,

e si ponga ¥ (x) = fp([|]]). N

In questo caso, non ¢ applicabile la Proposizione 1.7, dato che f, non &
convessa né s.c.i.. E tuttavia immediato verificare che, se ¢, ¢ come nell’E-
SEMPIO 9, risulta:

s = swp L)~ Jelr} =sup { o) ClelP f = 50

ze E\{0} zcE

Un esempio rilevante, anche per il seguito:

e 12. Dato un sottoinsieme non vuoto K C E, la coniugata I della sua
funzione indicatrice e detta funzione d’appoggio di K, e verifica eviden-
temente [ (y) = sup,cx (Y, x); ¢ sempre propria (I} (0) = 0), ed inoltre e
positivamente omogenea (e non negativa se 0 € K). Per quanto riguarda I3,
si veda il Corollario 1.1; ¢ chiaro inoltre che [;¥(z) > (0,z) — I:(0) =0, e,
d’altra parte, se x € K risulta (y,x) — I} (y) < 0; ne viene, in definitiva, che

Vee B, v € K= I;/(x) = Ix(xz) =0,

mentre 'implicazione inversa ¢ falsa, come mostra gia 'ESEMPIO 2.

In particolare, fissato xy € E, si ha evidentemente che Iz‘mo}(y) = (y, zo)
Vy € E'; quindi, posto, per yo € E' e A € R fissati, p,,1(z) := (yo,z) + A,
si deduce subito che py \(y) = Iy} (y) — A (si rivedano gli EsEmPI 1, 2, 3).

1.2.4 Funzioni convesse s.c.i. e problemi di minimo.

La Proposizione 1.4, v) fornisce un primo risultato relativo all’esistenza del
minimo in F di una funzione ¢ s.c.i., ma nell'ipotesi (alquanto restrittiva)
che dom ¢ sia compatto. Ricordiamo ora un altro risultato ([Br], Corollario
IT1.20), che evidenzia I’importanza fondamentale delle funzioni convesse s.c.i.
nei problemi di minimo su convessi di spazi riflessivi:

Proposizione 1.8 Se sono soddisfatte le ipotesi sequenti:

i) E ¢ uno spazio di BANACH riflessivo;

ii) K # (0 é un convesso chiuso C E;

iii) ¢ : K — RU{+oc} ¢é convessa, propria, s.c.i.;

iv) se K non é limitato, p € “coerciva su K, cioé tale che
lim ¢(z) =400,

rzeK
llz|| =00

allora ¢ ammette minimo su K. n
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OSSERVAZIONE 1.7 Le ipotesi della Proposizione 1.8 sono tutte essenziali.
I controesempi sono evidenti gia con £ = R se: K non ¢ chiuso; oppure ¢ non
¢ s.c.i.; oppure K non ¢ limitato e ¢ non ¢ coerciva. Se K =) o dom ¢ = 0,
non servono commenti. Restano da esaminare i casi in cui non vale una (ed
una sola) delle ipotesi: E riflessivo; K convesso; ¢ convessa.

«) E non riflessivo: si ponga E:=C°([0,1]), K:={z € E | z(0) = 0,
fol x(t)dt = 0} (& un sottospazio chiuso di F). Fissato un elemento zy in
E\ K con z(3(0) = 0, definiamo ¢(z) := ||z — x¢||. Mostriamo intanto che

inf,ex o(x) = d(xo, K) = )fol xo(t) dt). Infatti, da un lato si ha, Va € K, che

Yoty dt| = ) S ao(t) — x(t)}dt) < (), da cui d(z, K) > ] ¥ o (t) dt
inoltre, posto, Yo > 0, wq(t) := xo(t) — (1 + )t fol xo(t) dt, si ha evidente-
mente w, € K, quindi d(zg, K) < p(w,) = (1 + «) ’fol zo(t) dt’, da cui,

per l'arbitrarieta di «, 'uguaglianza cercata. Mostriamo che 'estremo in-
feriore non puo essere raggiunto. Infatti, se, per assurdo, 2z € K tale che

1z — zo|| = d(zo, K), allora maxoei<r |2(£) — wo(t)| = ‘ IREOE xo(t)}dt‘,
che ¢ possibile solo se z(t) — zo(t) € costante; ma poiché z(0) — zo(0) = 0, cio
implica x(t) = z(t), il che & contrario all'ipotesi zq ¢ K. Quindi, non esiste
un punto in K che abbia distanza minima da xg.

9

B) K non convesso: si ponga F = (2 K := {x € (* | |z| = 1}, e si
indichi con ¢ : K — R la restrizione a K della funzione (convessa e continua
su E) x+ ||2]|e := sup,, |z,|. Per ogni n € N, sia e I'n-esimo versore

di ¢2; posto z(™ = % S e® siha [2™] =1, quindi 2™ € K, mentre
[|[20)]| 0o = % Pertanto, inf,cx ¢(x) = 0, e di conseguenza ¢(x) non ha
n

minimo su K.
7v) ¢ non convessa: si ponga F := Hj(0,1), con ||z|% = fol(x’(t))Z dt,
K :=%(0,1),e,Vx € E,

o(z) == /01 {2t + )1 - \x’(t)\’} dt .

Si controlla facilmente che ¢ & continua su E (nella topologia forte), non
convessa (se Z(t) == 3 — ’t — %}, siha [|Z]| =1, ¢ (3T + 2(-7)) = ¢(0) =1,
mentre ¢(Z) + so(—7) = ¢(T) = 35), ed inoltre strettamente positiva (se
zo € E & tale che ¢(xy) = 0, deve essere zo(t) = 0 e |z((t)] =1 q.0.in ]0,1[,
il che ¢ evidentemente impossibile). D’altra parte, definendo, Vn € N, 2™ (t)

come il prolungamento per periodicita a tutto [0,1] della funzione che vale

t su [O, %] e %—t su [%,%] , si ha che 2" € K (dato che Hx(")H =1);

ma p(x™) — 0, cosicché inf,cp o(z) =0, e ¢ non ha minimo su K. =

OSSERVAZIONE 1.8 i) Problemi “generalizzati di minimo per una funzione ¢
(quasi) generica si possono formulare in termini della convessificata s.c.i. di
p, cioé p**, che, quando ¢* é propria, € convessa, propria e s.c.i.; si rivedano
la Proposizione 1.6 ed il Corollario 1.1.
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i1) La Proposizione 1.8 risolve un problema di minimo wvincolato per
¢ (il vincolo essendo costituito dal convesso chiuso non vuoto K), in cui, in
particolare, rientra il problema di minimo libero: cercare il minimo di ¢ in
tutto E. In realta, anche il problema di minimo vincolato si puo scrivere
come un problema di minimo libero, relativo pero alla somma di ¢ e della
funzione indicatrice Ix di K. Rientra quindi nel problema (non semplice) di
studiare il minimo della somma di due funzioni (ad esempio convesse). m

Un primo fondamentale risultato in questa direzione e dato dal teorema
di dualita di FENCHEL ([Br], Teorema 1.11):

Proposizione 1.9 Siano ¢, due funzioni convesse su E, ed esista un pun-
to xg € domy N domv in cui ¢ € continua; allora

inf {ip(2) + ()} = sup {=¢"(~y) = 0" (9)} = max {~¢"(~y) = V" (1)} =

yeE’ yer’

Per completezza, diamo la dimostrazione di alcune proprieta, in parte
utilizzate (ma solo enunciate) in [Br](Lemma I.4) nella prova della propo-
sizione precedente.

Proposizione 1.10 Sia K un convesso di E. Allora:

i) K ¢ convesso;
ii) int K ¢ convesso; se int K # (0, allora K = int K ;
iii) se K ¢ aperto, allora K = int K.

Dim.: i) se 7,y € K, 3{z,},{y.} C K tali che z, — = e y, — y. Per ogni
t € [0,1], si ha z, :=tx, + (1 —t)y, € K, e inoltre z, tende a tz + (1 —1)y,
che quindi ¢ in K.
i1) Premettiamo la seguente osservazione:
sex € K edy € int K, allora tz + (1 —t)y € int K Vt € [0,1[.

Infatti, per ipotesi 30 > 0 : X(y,0) C K, quindi, V¢t € [0,1], si ha che
tr+ (1 —1)2(y,0) = X(te + (1 — t)y, (1 — t)o) C K. Da cioo risulta che: se
anche z € int K, tx+ (1 —1t)y € int K, quindi int K & convesso; se int K # (),

fissato yo € int K si ha che, Vx € K, <1 — %)x + %yo € int K, quindi

z € int K; percid K C int K, da cui, ovviamente, K = int K.

iii) Basta verificare che (v € int K) = (v € K). Supponiamo, per
assurdo, che 3z € int K \ K; per il Teorema di HAHN-BANACH (Teorema
1.1,4i)) Jy € E'\ {0}, Ja € R: (y,x0) < a < (y,z) per ogni x € K, quindi
anche Vo € K. Poiché ¢ € int K, 3o > 0: X(xg, 0) = 79 + 02(0,1) C K;
per ogni z con |z| < 1 si deve quindi avere

a+ oy, 2) = (Y, o) + 0(y, 2) = (y, o + 02) > a,
cioé (y,z) > 0 Vz € %(0,1); ma questo implica y = 0, contrariamente
all’ipotesi che y € E'\ {0}. n
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OSSERVAZIONE 1.9 Nell’enunciato della Proposizione 1.9, l'ipotesi su xg
e essenziale, come mostrano i seguenti esempi:
i) sia E := R; si ponga ¥(x) := Ijp1(2), e

| Hoo  sex <O,

o= {0 TISD

Si ha che ¢*(y) =0 Vy € R (ESEMPIO 1 del Paragrafo 1.2.3), e si calcola

subito che .

N ) = sey <0,
i (y)—{_{_élg se y > 0.
Poiché dom ¢ N'domv = {0}, se ne deduce che inf,cr{¢(z) + ¥(z)} = 0;
inoltre, sup,cp{—¢*(—y) — ¥*(y)} = sup,ep, —ﬁ = 0; pero, l'estremo
superiore ora scritto non € mai raggiunto (non ¢ un massimo).
i1) sia B := R?, e si definisca

) =V/T1re sex; >0ed zy >0, _Jo se x1 = 0,
#() ’_{ +o0 altrimenti; Y(w) = +oo altrimenti.

E immediato verificare che ¢*(y) = Ity,—0}(y); inoltre, risulta

*()_{O se y1 <0, yo <0edyys > 1,
= 400 altrimenti.
Infatti, posto ) := dom ¢, si osservi intanto che, poiché 0 € @, risulta

©*(y) > 0 Vy € R?. Inoltre, sia y € R? tale che 3 = [71;72] € Q con
(y,Z) + \/T1 T2 > 0. Poiché T # 0 e, Vn € N, nZ € @, ne viene che
0" (y) > n({y,Z) +/T1Z2) Yn € N, da cui p*(y) = +00. Di conseguenza,

w*(y)z{o se (y,x) + /122 <0 VoeqQ,

+o0o altrimenti.

Poiché (y,2) + Z1@2 = y1 (Va1)  + Va2 Va1 + ya22 = yo (Va2) +
\/T1 /T2 +y1 71, la condizione (y,x) + Vrrze <0 Vo e @ esoddisfatta se
e solo se risulta y; < 0, y» < 0, ed inoltre 4y; yo > 1.

Di conseguenza, in questo caso si ha

inf {io(x) + ()} = 0, mentre Vy € B, o*(—y) + " (y) = +o0

OSSERVAZIONE 1.10 La Proposizione 1.9 ha particolare interesse se 1'e-
stremo inferiore che in essa compare non é un minimo. Nell’ OSSERVAZIONE
1.7, «), (di cui riprendiamo ipotesi e notazioni), posto ¥ (z) := Ix(x), si
e visto che inf,cx () = infep{p(z) + Y(x)} = ’fol x(t) dt’, ma che tale
estremo inferiore non ¢ assunto. Per la Proposizione 1.9, il “problema
duale (che consiste nel massimizzare su E' il funzionale —¢*(—y) — ¥*(y))
ha invece soluzione, che ora determiniamo. Si controlla senza difficolta che,
Vy € E', si ha ¢*(y) = (y,20) + I 551y (y). Inoltre (si veda il precedente
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ESEMPIO 12), ¥*(y) = sup,cx(y,x); poiché K & un sottospazio, si ha che®
Y*(y) = Ik (y). Dunque

max{—"(—y) = " (y)} = max{{g,a0) | y € K+, [yll. < 1)

e, come sappiamo, tale massimo vale d(zg, K) = ’ fol xo(t) dt’. Quindi:

se fol xo(t) dt > 0, la misura di LEBESGUE su ]0,1[ é punto di massimo;

se 1nvece fol zo(t) dt <0, un punto di massimo é la misura di LEBESGUE su
]0,1[, cambiata di segno. m

1.3 Relazioni di ortogonalita.
Operatori chiusi. Aggiunto.

Premettiamo il seguente risultato ([Br], Teorema II1.8 ¢ Corollario I1.9):

Proposizione 1.11 Siano G, L due sottospazi chiusi dello spazio di BA-
NACH F, tali che G + L sia chiuso, allora 3¢ > 0 tale che:

JVreGHL e Ael: x=g+1, gl <clall, NI < ezl
i) Ve € B, d(z,GNL) < c{d(z,G) +d(z,L)}. m

OSSERVAZIONE 1.11 La somma di due sottospazi chiusi puo non essere chiu-
sa, come risulta gia dall’OSSERVAZIONE 1.1, di cui conserviamo le notazioni:
i sottospazi la indicati con A e C sono chiusi, la loro somma ¢ densa in F,
ma non coincide con £ (non contiene il vettore la indicato con &). m

Diamo la seguente

Definizione 1.5 Se G ¢ un sottospazio chiuso di E, un supplementare
topologico L di G ¢ un sottospazio chiuso di E tale che GNL = {0} e
G+L=FE.n

Valgono allora le seguenti proprieta (cfr. [Br], I1.4):

e se L & un supplementare topologico di GG, ogni x € F si scrive in modo
unico come r = g+ 1, con g € G ed | € L; le applicazioni x — g ed x — [
(proiettori su G e su L) sono operatori lineari e continui;

e G ammette sempre un supplementare topologico se dim G < +oo,
oppure se G e chiuso ed ha codimensione finita;

e se E non e hilbertizzabile, esistono sottospazi chiusi di £ che non
ammettono alcun supplementare topologico.

6 Ja definizione ([BR], IL.5) di K+ & richiamata nel Paragrafo seguente.
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1.3.1 Relazioni di ortogonalita.

Nel caso hilbertiano, un supplementare topologico del sottospazio chiuso G &
il sottospazio ortogonale a G la definizione di ortogonalita puo essere estesa
al caso degli spazi di BANACH, con le modifiche dovute alla mancanza di un
prodotto scalare. Precisamente, si pone (cfr. [Br], I1.5) la seguente

Definizione 1.6 Dati M C E (risp., N C E'),
i): gli ortogonali M+ di M (N+ di N) sono definiti, rispettivamente,
da:
L={ycE'|{y,2) =0 Yz M} (CE’

t={z€F |(yr)=0 Yye N} (CE);

ii): [M] (risp., [N] ) ¢é la varieta lineare generata da M (msp ,
N), cio€ l'intersezione di tutte le varieta lineari contenenti M (N) M° ed
M " indicano le chiusure di M in E, ed in E,: N°, N“ ed N indicano le
chwsure di N m E’, E’ L, El.;seM (N)eé convesso, si pone M =M " =
MY N =N"=N"

Valgono i seguenti risultati:

Proposizione 1.12 i): M+ ¢ una varieta lineare, chiusa in E’ . (quindi,
anche in B, ed, equivalentemente, in E'); N+ ¢ una varieta lineare, chiusa
in E, (equivalentemente, in Ey);

W) M+ = M+ = [M]* (: ([M])l> (chiusure in Eg o in Ey);
inoltre, (M+)+ = [M];
Nt =N+ = [N]H (: ([N])L) (chiusure in E', o in E’

o ElL);
inoltre, (N*)t > [N]. =
Dim.: 4): ¢ evidente che M+ ed Nt sono varieta lineari. Per verificare la
chiusura di M+ in E’,., mostriamo che E’\ M+ ¢ aperto in E' .. Infatti,
per ogni yo in £’ \ M+ deve esistere zyp € M tale che (yo,z0) # 0; allora
Vi={yeE"| [{y—wvo,z0)| <%|(yo,20)| } & un intorno di yo in E/,., ed &
contenuto in £\ M*, che quindi & aperto. La verifica della chiusura di N+
¢ immediata.

i1): Poiché M ¢ M° C M “, si hache M+ > (HS)L D (Mw)l. Mostria-
mo ora che M L (M"™)*; supponiamo, per assurdo, che Jyo € M L tale che
yo & (M ")*. Allora, (yo,z) =0 Vo € M, mentre Jzo € M (yo,20) # 0.
Ne viene che V :={z € E | |{yo,z — 20)| < 5 |{y0, %o)| } & un intorno di To
in F,, ma non contiene punti di M, il che ¢ assurdo dato che zop € M "
Si ha quindi che M+ = Ml, e che [M]+ = ([M]) (chiusure in Fj o
in E,); poiché & ovvio che M+ = [M]+, si conclude che Mt = M=

N\l

[M]+ = <[M ] ) (chiusure in E; o in F,). A partire dalle inclusioni

Nc N cN"c Nw*, e dimostrando, con procedimento analogo, che
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Nt C <Nw*>l, si conclude che Nt =N+ = [N]* <: (W)¢> (chiusure
in Fl,in E! oin E.).

Infine, poiché M+ = [M] L ed Nt = [N]%, le relazioni (MH)*+=[M]
ed (N+)t D [N] sono contenute nella Proposizione 11.12 di [BR]. =

OSSERVAZIONE 1.12 Se E non é riflessivo, ed N C E’, si pud mostrare
che (N+)* & uguale alla chiusura di [N] in E! . (che contiene strettamente
quella in £, uguale a quella in £’,). Un esempio: se £ := (! ed N := {e™},
si ha che [N] = {y € ¢° | Ing = no(y) : Yn > ng, y, = 0}, mentre
Nt ={x e | (™ z) =z, =0Vn € N} = {0}; quindi (N*)*+ = (> #
W =Cp. &

Proposizione 1.13 Dato A C E, con A # ), si ha, Vy € £,
dly, A*) =swp { (y,2) | 2 € TAT . Jlzf <1,
Dim.: posto X:=[A], da cui A+ = X+, si ha che

1y 1y s _ _ s _ —
Ay, A%) = dly, X) = inf lly— 2l = inf {lly = 2l + I ()

inf {sup{(y—z,x} )xEE, ||| < 1}+sup{<z,x> |x€X}} =

g {sup {(-20) = (Tem (o)~ () } +supl(a) = Lo} =
I (=) + 07 (2} = = sup =" (2) — 0B}

dove si & posto ¢(z) = Iggy () — (¥, ), ¥(2) = Ix(z). Per la Propo-
sizione 1.9, ne segue che

dy, A7) = —inf{o(@) + P(2)} = - f {-(yz)}= swp (yz). =

zeXillzli< re[AT]lz)<1

Si hanno inoltre le seguenti proprieta ([Br], Proposizione 11.13, Corol-
lario I1.14, Teorema I1.15):

Proposizione 1.14 Se GG, L sono sottospazi chiusi dello spazio di BANACH
E, allora:
i)GNL=(Gt+ LY, i) GENLt=(G+ L)
iii) (GNL)Yr >GL+ LY, ) (GENLY)t =G+ L.w

Proposizione 1.15 Se GG, L sono sottospazi chiusi dello spazio di BANACH
E, sono equivalenti le proprieta:
i)G+L=G+L; )G+ Lt=G++Lt
W) G+ L=(GtNLYY i) G+ L =(GNL)t. »
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1.3.2 Operatori chiusi.

Richiamiamo alcune definizioni e proprieta relative ad operatori lineari non
necessariamente limitati ([Br], I1.6):

Definizione 1.7 Siano E, F due spazi di BANACH. Un operatore lineare
di E in F ¢ un’applicazione lineare A : D(A) — F, dove D(A) ¢é una varieta
lineare contenuta in F, detta dominio di A. Si dice che A ¢é limitato se
de >0 : Vz € D(A) risulti ||Az|| < c||z]|. Il nucleo N(A) (o ker A) é
Uinsieme N(A) := {x € D(A) | Az = 0} (C E); I'immagine (o range)
R(A) di A ¢ linsieme R(A) := {Az | x € D(A)} (C F); il grafico G(A)
di A ¢ Uinsieme G(A) .= {[z;Az] |z € D(A)} (C ExF). SeG(A) ¢

chiuso, l'operatore A si dice chiuso. m

OSSERVAZIONE 1.13 La limitatezza di A su D(A) non implica, in generale,
che esista un prolungamento lineare e continuo A di A definito su tutto” E.
Ad esempio, siano: E uno spazio di BANACH (anche riflessivo, purché non
hilbertizzabile), F' una sua varieta lineare e chiusa priva di supplementare
topologico® ed A I'applicazione identica di F' (considerato come sottospazio di
E) in seé. Se A ammettesse un prolungamento lineare e continuo A:E—F,
si avrebbe intanto che N := N(A) sarebbe una varieta lineare e chiusa di E.
Inoltre, z € FONN <= 0 = Az = Az = z, cioc FNN = {0}; infine, Vz € E,
A(Az) = A(Az) = Az, quindi © = Az + (z — Az) con Az € Fex— Az € N:
cioe E = F + N. Ma cio e assurdo, perché allora N sarebbe supplementare
topologico di F'in E. =

OSSERVAZIONE 1.14 Se D(A) = E, non si puo dedurre, in generale, che A
sia limitato, (o, equivalentemente, chiuso). In effetti, se dim £ = +o0, ed f
¢ un funzionale lineare non continuo su E (si ricordi il Lemma 1.1), fissato
yo € F'\ {0} basta definire A : E — F come segue: Az := yof(z). n

OSSERVAZIONE 1.15 La chiusura o meno di un operatore lineare dipende
anche dalla scelta del suo dominio. Ad esempio, posto € := ]—1,1[, sia
E := F := L*(Q), e sia A Doperatore di derivazione. Se si sceglie D(A) :=
H'(Q), ¢ facile vedere che A ¢ chiuso: infatti, se {u,} C H'(Q) ¢ tale che
U, — u e u, — vin L*(Q), quindi in D'(), si ha anche u), — v’ in D'(Q), e
dunque, per P'unicita del limite, v’ = v € L?(Q2) (in particolare, u € H'(Q)).
Se come dominio D(A) si sceglie invece, ad esempio, H*(2), allora A non ¢
chiuso. In effetti, la successione {u,} cosi definita:

0 se —1 <t <0;

U (t) = %tQ se0<t<%;
1 1

—% Seﬁgtg]_,

7 cioe, un operatore lineare e continuo A : E — F tale che la sua restrizione a D(A)

coincida con A.
8 si vedano la Definizione 1.5 e le proprieta enunciate subito dopo tale definizione.
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¢ in H%(Q), e si verifica senza difficolta che, posto

() = 0 se—-1<t<0,
Y=t se 0 <t <1,

risulta u, — u e v/, — u' in L*(2), mentre u & H?*(2). m
In generale, non e detto che la chiusura del grafico di un operatore lineare
sia a sua volta grafico di un operatore. Si pone allora la seguente:

Definizione 1.8 L’operatore lineare A : E — F di dominio D(A) si dice
prechiuso se esiste un operatore A, detto chiusura di A, tale che G(A) =
G(A). u

Si vede facilmente che condizione necessaria e sufficiente perché A sia
prechiuso ¢ che, per ogni successione {z,}, se risulta: {z,,} € D(A), x, — 0
ed Jy tale che Az, — vy, allora ne viene che y = 0.

Posto E := L?(0,1) (con p > 1), ed F := R, sia A l'operatore definito
su D(A) := C°([0,1]) come segue: Az := x(1). Considerando la succes-
sione {z,} data da x,(t) := t", da quanto precede si conclude che A non é
prechiuso.

1.3.3 Operatore aggiunto.

Definizione 1.9 Dato un operatore lineare A : E — F con dominio D(A)
denso in E, si pone

D(A) :={y e F'[Fe=cly) : Vo e D(A) [y, Ar)| < cfz]|}

e si definisce aggiunto di A operatore lineare A* : F' — E’ di dominio
D(A*) che verifica la relazione di reciprocita:

Vx € D(A) s Vy € D(A*) s E/<A*y7x>E = F/<y,AJ,'>F .
Una proprieta fondamentale di A* ([Br], Proposizione 11.16):

Proposizione 1.16 A* ¢ un operatore chiuso. =

OSSERVAZIONE 1.16 Il dominio di A* dipende in modo essenziale da quello
scelto per A. Ad esempio, posto Q2 := Ja,b[, siano E := F := L*(Q), ed
A; Toperatore di derivazione con D(A;) := HY(Q); allora y € D(A}) se e
solo se Jy* € L*(Q) : Vo € HY(Q) f;y(t)x’(t) dt = fab y*(t)z(t) dt. L'ultima
uguaglianza, scritta Vo € D(Q), implica intanto che —y* ¢ la derivata di-
stribuzionale di y, quindi che y € H'(Q2). Ma allora, integrando per parti il
primo membro dell’'uguaglianza, si arriva alla relazione, che deve valere per
ogni z € HY(Q), y(b)z(b) — y(a)z(a) = 0, il che & possibile se e solo se
y(a) = y(b) = 0; in conclusione, si ha D(A}) = H}(Q).

Se invece As indica ancora 'operatore di derivazione, ma con dominio
D(Ay) := H}(Q), si controlla facilmente che D(A43) = H'(Q).

Infine, se A3 € sempre 'operatore di derivazione, questa volta con dominio
D(A3) :=HY(Q) :={z € HY(Q) | z(a) = z(b)}, si verifica, in modo analogo,
che D(A3) = HL(Q) = D(A3). =
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Se Y & uno spazio vettoriale, data la coppia ordinata [a;b] € Y x Y,
poniamo I([a;b]) := [a;0], U([a;b]) := [b;al, J([a;0]) := [ b;a].
Valgono evidentemente le relazioni U? = I; J?>=—I; UJ = —JU (da cui
si deduce anche: JUJ = U, UJU = —J,...). Se E, F sono spazi normati
ed X C E x F, risulta’ J(X+) = J(X)t e UX*) = U(X)%; inoltre, se
A: E — F & un operatore lineare invertibile (con dominio D(A) C E), si ha
G(A Y =U(G(A)).

Ricordiamo che (cfr. [Br], I1.6), dato A : E — F con dominio D(A)
denso in FE, risulta

J(G(A) = G(A)*F, o, equivalentemente, G(A*) = (J(G(A)))*.

OSSERVAZIONE 1.17 Si noti pero che, se A : E — F e un operatore li-
neare generico, cioé senza alcuna altra ipotesi, la posizione G := (J(G(A)))*
definisce si una varieta lineare e chiusa in '/ x £/, che perd non é detto sia il
grafico di un operatore: lo € se e solo se GG non contiene alcuna coppia [0; €]
con ¢ # 0. Dato che [0;€'] € (J(G(A)))t < (¢/,e) =0 Ve € D(A), ne
viene che G ¢ il grafico di un operatore (I’aggiunto di A) se e solo se D(A) &
denso in E. n

Possiamo ora dimostrare il seguente risultato:

Proposizione 1.17 Dati due spazi di BANACH E ed F' ed un operatore
lineare A : E — F che sia prechiuso e con dominio D(A) denso in E,
allora:

i) si ha (A)* = A*; inoltre, se F ¢ riflessivo, allora D(A*) ¢ denso in F';
ii) se anche E ¢ riflessivo, allora® A = A (quindi, A & chiuso se e solo
se A= A").

Dim.: i): la prima proprieta ¢ immediata: essendo G(A) = G(A), risulta
_ _ 1L
J(G(AY)) = GAY = (GA)) = G(A)* = J(G(A"),

cioe (A)* = A*. Per la densita di D(A*), si veda [Br], Teorema II1.21;
ii): si ha G(A™) = (J(G(A*)))*+ = (G(A)l)L = G(A) = G(A); ne viene

che A¥** = A. n

OSSERVAZIONE 1.18 Se D(A) ¢ denso ma A non é prechiuso, oppure F' non
¢ riflessivo, puo accadere che D(A*) non sia denso (nelle topologie forte o
debole!! di F''"), come mostrano gli esempi seguenti:

i): sia F := F := H := L*(0,1) (identificato al suo duale), e, fissato zy in
H\ {0}, si consideri I'operatore A da H in s¢ di dominio D(A) := C°([0,1])

9 si ponga ad esempio Y := EUFUE'UF’.
10 identificando E ed F ai rispettivi biduali.
1o & sempre nella topologia debole*.
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cosi definito: (Az)(t) := x(1)xo(t). Si ha che D(A) & denso in H, ma A non
& prechiuso. Inoltre, y € D(A*) <= Jy* € L*(0,1) : Vz € D(A) risulta

#(1) / y(t)olt) dt = / g (t)a(t) dt

In particolare, se z(t) = t" si deve avere

/01 y(t)xo(t) dt = /01 t"y*(t)dt Vn e N,

quindi xy (# 0) & ortogonale a D(A*), che pertanto non é denso in H.

i1): siano B := (2, F := (! (usuali identificazioni per i duali), ed A 'opera-
tore dato da A{z,} := {nz,} su D(A) := {{z,} € 2| {nz,} € ('}. Eovvio
che D(A) ¢ denso in ¢? (contiene i vettori con componenti definitivamente
nulle). Inoltre, A & chiuso: se {z(®} C D(A) ¢ tale che 2®) — z in 2 e
Az®) — g in ¢!, si ha allora, per ogni n € N fissato, limy xﬁf‘;) = I, €
limy, (nxflk ) = Yn, da cui y, = nx,; quindi z € D(A) e Az = y. D’altra
parte, ¢ immediato verificare che D(A*) = {{y,} € €= | {ny,} € £*}; ne
viene, di conseguenza, che D(A*) C ¢y, quindi D(A*) non ¢ denso in (. u

Valgono anche le seguenti proprieta:

Proposizione 1.18 Se E, F sono due spazi di BANACH, ed A ¢ un opera-
tore lineare chiuso da E in F' con dominio denso in E, si ha che:

i) N(A) = R(A")"; N(A%) = R(A)*; N(A)*F D R(A%); N(A")* = R(A);

ii) (R(A) = R(A)) <= (R(A") = R(A*)) <= (R(A) = N(A")") <=
(R(A") = N(A)*);

iii) se A ¢ iniettivo e R(A) ¢ denso in F, allora A* ¢ iniettivo, e (A™1)* =
(A*)fl’.

iv) A é suriettivo se e solo se N(A*) = {0} e R(A*) = R(A*);

v) A ¢ suriettivo se e solo se 3¢ > 0: Yy € D(A*) |yllr < cl|[A*Y||E .

Dim.: le proprieta enunciate in i) sono conseguenze immediate della Propo-
sizione 1.14 (ponendo G := G(A), L := E x {0}; cfr. [Br], Corollario
I1.17); con le stesse posizioni, dalla Proposizione 1.15 si ricava i) (cfr.
[BRr], Teorema I1.18); per dimostrare iii), basta osservare che N(A*) = {0}
(da 7)), e che

U(J(G(A7) = =T (U(G(A))) = J (U(G(A"))) = J (G(A") ) ;

infine, per iv) e v) si veda il Teorema II1.19 di [BR]. =

OSSERVAZIONE 1.19 Se E non ¢ riflessivo, pud accadere che N(A)t #

R(A*), anche se A & continuo. Ad esempio, si ponga E = (!, F = (2
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ed A: E — F sia definito da A{z,} := {x,/n}. Poiché'? ||z|l < ||z]1, si ha
che [|Az|y < ¢ ||z]y (con ¢ = (33, n~2)"); quindi A* € L(¢%0Y), e (verifica
immediata) A*{y,} = {y./n} Y{y.} € ¢*. Di conseguenza, N(A) = {0}, da
cui N(A)*+ = ¢=. Invece, se y* = {y*} € R(A*) deve esistere y = {y,} € (2
tale che y! = (y,/n): ne viene che R(A*) C ¢o, quindi R(A*) # (*. m

Ricordiamo inoltre che ([Br], Teorema I1.21):

Proposizione 1.19 Se A : E — F ¢ un operatore lineare chiuso con do-
minio D(A) denso, si ha:
(D(A) = E) <= (A ¢ limitato) <= (D(A*) = F') < (A" ¢ limitato);

wmoltre, in tal caso risulta

1Al i) = [|A" | cpriery-

Nel caso di uno spazio di HILBERT H, identificato al suo duale, ci sono
altri notevoli tipi di operatori, di alcuni dei quali diamo almeno la definizione.

Definizione 1.10 Sia A un operatore lineare da H in H; A si dice
hermitiano se, Y,y in D(A), risulta (Ay,z) = (y, Azx).

Se, inoltre, D(A) ¢ denso in H, A si dice
simmetrico se G(A) C G(A*);
autoaggiunto se G(A*) =G(A). n

OSSERVAZIONE 1.20 Non é detto che un operatore simmetrico (cioé, her-
mitiano e con dominio denso) sia anche autoaggiunto: ad esempio, posto
Q :=]a,b[, si definiscano H := L*(2), ed A := —d?*/dt* con D(A) := HZ(Q)
(oppure D(A) := HF(Q) con k > 2, oppure D(A) := D(R)...). 1l controllo
che A e simmetrico ¢ immediato. Tuttavia, A non é autoaggiunto: infatti,
y € D(A*) se e solo se Iy* € L*(Q) : Vx € D(A) (y*,z) = (y, —2"). In par-
ticolare, se x € D(Q) si ha (y*, z) = (y, —2") = (—y",z), da cui ¥y’ = —y*;
quindi, y e la sua derivata seconda (nel senso delle distribuzioni) sono in
L?(2). Cid implica che anche y' € L*() (anzi, ¢ assolutamente continua su
[a,b]), quindi y € H*(Q)). (Basta osservare che, posto Y (t) := f; y"(T)dr,
si ha intanto che Y ¢ assolutamente continua, con Y'(t) = y”(t) q.0. in
Ja,b[. Inoltre, Y € D(S?) risulta
(Y =Y, 0) = (=" +Y'0) = (=" + V', ) = 0

applicando il Lemma VTII.1 di [Br], si conclude che ¢/ = Y +cost € L*(Q2).)

D’altronde, ¢ immediato verificare che ogni y € H?*(Q)) soddisfa, per
ogni x € D(A), (—y",x) = (y,—2"); in conclusione, D(A*) = H?*(Q) con-
tiene strettamente D(A), quindi A* & un’estensione propria dell’operatore
simmetrico A. D’altra parte, A* non & simmetrico: x(t) =t e y(t) = t? sono
tali che z,y € D(A*), ma (y, A*z) = 0 mentre (A*y, x) = b* — a?.

Se, con le notazioni dell’esempio precedente, si definisce A; := —d?/dt?,
ma con dominio D(A;) := H?(Q)NH}(Q), si controlla subito che non solo A;
¢ simmetrico, ma che D(A}) = D(A;) e Ay = Aj: cioe, con questa definizione
del dominio, l'operatore e autoaggiunto. m

12|zl (con 1 < p < 400) indica la norma di z in ¢P.
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L’estensione del risultato precedente al caso multidimensionale e un po’
piu delicata.
Dato un aperto Q arbitrario di RY, e posto H := L?(Q2), indicheremo nel
seguito con A l'operatore non limitato —A : H — H, con dominio definito

da D(A) := H*(Q) N Hy(); si ha subito che
A ¢ simmetrico.

Infatti risulta'
(Vu, Vv) = (Vu, Vv) = (=Au,v) = (Au,v) Yu € D(A), Yv € D(Q),
quindi (per 'immersione continua e la densita di D(Q) in H}(2))
(Vu, Vo) = (Au,v) Yu € D(A), Yv € Hy ().
Scambiando tra loro u, v si ottiene
(Vu,Vu) = (Vu, Vo) = (Av,u) = (u, Av) Yv € D(A), Yu € Hy(Q).
Ne viene che A ¢ simmetrico, poiché D(A) ¢ denso in H, e
(Au,v) = (Vu, Vo) = (u, Av) Yu,v € D(A);

si noti che risulta, Yu € D(A), (Au,u) = (u, Au) = |Vul* > 0.
Resta da verificare se A é anche autoaggiunto.
Consideriamo il problema di DIRICHLET (con dato di DIRICHLET nullo)

{u—Au:f in €,
u=20 su 0f).

Una soluzione forte del problema e una funzione u tale che
uw€ D(A)=H*(Q)NHI(Q); ut+Au=f

(non & detto che una tale funzione esista); la soluzione debole, o variazionale,
del problema ¢ la funzione u tale che (cfr. [Br], IX.5)

uwe€ Hy(Q);  (u,v) + (Vu, Vo) = (f,v) Vv € Hy(Q)

(esistenza ed unicita della soluzione variazionale sono fornite dal Teorema di
RIESZ).

E evidente che una (eventuale) soluzione forte & anche soluzione debole
(da cui T'unicita della soluzione forte), e che la soluzione debole & anche
soluzione forte se e solo se & in H?(2). Prima di concludere, premettiamo il
seguente risultato di natura generale:

Proposizione 1.20 Sia A un operatore simmetrico in H :
i) se R(I+A) = H, allora A= A*;
ii) se A= A* ed inoltre (Au,u) >0 Yu € D(A), allora R(I + A) = H.

13 per semplicita di notazione, indichiamo con (1, ¢) il valore assunto da 1 € D'(Q) su
¢ € D(Q), o da € [D'(Q)]N su ¢ € [D(Q)]YN; (-,-) indica anche il prodotto scalare in
(L2 ()]
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Dim.. i): basta mostrare che D(A*) C D(A). Sia infatti v € D(A*); dato
che R(I+ A) = H, esiste u € D(A) tale che (I + A)u = (I + A)*v. Poiché A
¢ simmetrico, v —u € D(A*),e (I + A)*(v—u) = (I + A)'v — (I + A)*u =
(I +A)v— I+ Au=0,quindi v —u € N(I + A)*. Per la Proposizione
1.18, i), si ha N(I + A)* = R(I + A)* = {0}, quindi v = u € D(A).

ii): risulta |(I + A)*ul ju| > (I + A)*u,u) = |u* + (Au,u) > |ul?, da cui
lu| <|(I + A)*u|; per la Proposizione 1.18, v), che R(/+ A) = H. n

Dalla Proposizione 1.20 discende il seguente

Corollario 1.2 L’operatore —A con dominio H*(Q)NH}(Q) ¢ autoaggiunto
in L*(Q) se e solo se Q ¢ un aperto per il quale vale il sequente risultato di
regolarita: '

Vf e L*(Q), la soluzione debole del problema di DIRICHLET (con dato di
DIRICHLET nullo) relativa all’equazione u — Au = f ¢ in H*(Q)) (quindi ¢
soluzione forte del problema). m

OSSERVAZIONE 1.21 Anche nel caso di un aperto generico, la soluzione va-
riazionale si puo comunque caratterizzare tramite un operatore autoaggiunto
Ay sipongainfatti D(A;) := {u € H}(Q) | Au € L?(Q)}, e sia A; 'operatore
—A di dominio D(A;). Si ha allora il seguente risultato:

Proposizione 1.21 Sia Q un aperto (qualsiasi) di RY. L’operatore A; ¢
autoaggiunto; inoltre, Vf € L*(Q), u ¢ la soluzione variazionale relativa ad
f se e solo se verifica

ue D(A); u+Au=f.

Dim.: la relazione che definisce la soluzione variazionale u, scritta per ogni
v € D(Q), fornisce u — Au = f in D'(Q), quindi Au =u — f € L*(Q), da cui
u€ D(A) eu+ Ayu=f.

Reciprocamente, se u € D(A;) e u + Aju = f, si ha, Vo € D(Q),

(fip) = (ut+Aru, ) = (u—Au, o) = (u, o) +(Vu, Vo) = (u, ) +(Vu, Vo).

Per la densita di D(2) in H}(Q), ne viene che u ¢ la soluzione variazionale.

L’operatore A; & simmetrico (basta ripetere la dimostrazione della sim-
metria di A data in precedenza, sostituendo A; ad A); poiché dalla prima
parte della dimostrazione scende che R(I + A;) = H, la Proposizione 1.20
permette di concludere che A; e autoaggiunto. m

OSSERVAZIONE 1.22 Nella Proposizione 1.20, ii), lipotesi “(Au,u) > 0
non puo essere omessa, neanche quando A e limitato. Si ponga infatti H :=
L*(a,b), ed (Au)(t) := tu(t); Aelineare e continuo (|| Al gy = max{|al, |b]}),
e R(I +A) ={velLl?ab) |vt)(1+t)"t € L*a,b)}. Sea< —-1<D, la

funzione ¢ — v(t) = 1 non ¢ in R(I + A), che quindi non coincide con H. u

14 5i veda [BR], IX.6 ¢ Complementi al Capitolo 9.
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1.3.4 Operatori suriettivi.

Dalla Proposizione 1.15 discende la seguente caratterizzazione delle im-
magini di A e di A* (cfr. [Br], Teorema II.18):

Proposizione 1.22 Sia A : E — F un operatore chiuso con dominio denso
in E. Le sequenti proprieta si equivalgono:

i) R(A) = R(A);

i1) R(A*) = R(A*);

iii) R(A) = N(A*)*;

iv) R(A*) = N(A)*. =

E facile dedurne le seguenti proprieta, che risultano utilissime nello studio
di problemi di esistenza per equazioni a derivate parziali ([Br], Teorema
I1.19):

Proposizione 1.23 Sia A : E — F un operatore chiuso con dominio denso
in E. Le sequenti proprieta si equivalgono:

i) R(A) = F;

ii) N(A*) = {0} e R(A*) = R(A*);

i11) dc > 0: Yy € D(AY), |yl <c||A*y||p/.

Un risultato del tutto analogo vale per 'aggiunto A* ([Br|, Teorema
I1.20):

Proposizione 1.24 Sia A : E — F un operatore chiuso con dominio denso
in E. Le sequenti proprieta si equivalgono:

i) R(A*) = E’';

ii) N(A) = {0} ¢ R(A) = R(A);

iii) e >0: Ve e D(A), |z||lg <c|Az||p.n

OSSERVAZIONE 1.23 In [Br] (Capitolo I, OSSERVAZIONE 22) si trova un
esempio molto semplice (I'operatore A : (> — (? definito come segue: se
r = {x,} € (*, (Az), = x,/n) che mostra come, anche nel caso hilbertiano,
I'iniettivita di A* non implica la suriettivita di A. Cio chiarisce I'importanza
dei risultati precedenti, nel caso di spazi a dimensione infinita. m

Per completezza, ricordiamo infine il Teorema I1.21 di [Br]:

Proposizione 1.25 Sia A: E — F un operatore chiuso con dominio denso
in E. Le sequenti proprieta si equivalgono:

i) D(A) = FE;

ii) D(A*) = F;

i) Ae L(E,F);

iv) A* € L(F',E").

In queste condizioni, si ha inoltre che | Al z(g,r) = | A*||2p,E7)- ®
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Capitolo 2
OPERATORI MONOTONI.

2.1 Operatori monotoni lineari in H.

L’argomento e trattato in [Br], Capitolo VII; ne richiamiamo le proprieta
principali, fornendo alcuni complementi.

Siano H uno spazio di HILBERT ed A un operatore lineare (in generale,
non limitato) da H in se, con dominio D(A).

Definizione 2.1 i) A ¢ monotono se (Az,z) >0 Vx € D(A);
ii) A ¢ monotono massimale se ¢ monotono, ed R(I + A) = H. u

OSSERVAZIONE 2.1 Indichiamo con M,(H) I'insieme degli operatori mono-

toni in H; & evidente che la relazione A < B <% G(A) C G(B) ¢ una
relazione d’ordine (parziale) in M,(H) (e che (M,(H), =) ¢ induttivo). Mo-
striamo, a chiarimento della terminologia adottata, che se A ¢ massimale
secondo la Definizione 2.1, allora ¢ un elemento massimale di (M,(H), <).
Infatti, sia B € (My(H), <) tale che A <X B; poiché R(I + A) = H, ne viene
che Yy € D(B) dz € D(A) tale che x + Az = x + Bx = y + By; allora
y—xz € NI+ B)={0}, dunque y =2 € D(A),dacui B=A.n

Valgono le seguenti proprieta ([Br], Proposizione VII.1):

Proposizione 2.1 Se A ¢ monotono massimale, si ha che:

i) D(A) ¢é denso in H;

ii) A e chiuso;

iii) YA > 0, Uapplicazione I + A\A € una biiezione di D(A) su H; inoltre,
11+ AA) e < 1.m

Definiamo ora due importanti famiglie di operatori associate all’operatore
monotono massimale A.

Definizione 2.2 Flissato [’operatore monotono massimale A, Y\ > 0
i) il risolvente Jy di A ¢é definito da Jy := (I + NA)™!;
i1) l'approssimante di YOSIDA A, di A ¢ definita da Ay := % .
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Le principali proprieta di Jy ed Ay (con A > 0) sono le seguenti (si veda
[BRr], Proposizione VII.2):

Proposizione 2.2 i) Vx € H, limy_ o, Jxx = x; inoltre, Yx € D(A),
lim)\HOJr A)\JL' = AJZ‘,’

ii) Ve € H, (Ayx,x) >0, e |Axz| < %;
iii) Vo € H, Ayt = A(Jyr); Vo € D(A), Ay = Jy(Az). n

Inoltre, vale la seguente

Proposizione 2.3 Sia A un operatore lineare; le sequenti proprieta si equi-
valgono:

i) A € monotono massimale;

ii) A é chiuso, di dominio D(A) denso in H, monotono e tale che anche
A* & monotono;

i11) A é chiuso, di dominio denso, e A* é monotono massimale.

Dim.: i) = ii): ¢ sufficiente mostrare che A* ¢ monotono (le altre proprieta
sono contenute nella Proposizione 2.1). Per questo, basta osservare che,
detta Ay I'approssimante di YOSIDA di A, risulta, Yy € D(A*),

0 < (y, Ay) = (y, Adxy) = (A", Ly) — (A", y) .

i1) = 4i1): sappiamo (Proposizioni 1.16 e 1.17) che A* ¢ chiuso, con
dominio D(A*) denso in H. Mostriamo che R(I + A*) ¢ denso e chiuso
in H, quindi coincide con H. Poiché anche I + A & chiuso e con dominio
denso, ed inoltre si ha N(I + A) = {0}, ne viene intanto che R(I + A*) ¢é
denso, per la Proposizione 1.18, i). Inoltre, R(I + A*) ¢é chiuso: infatti,
se {z,} C R(I + A*) ¢ tale che z, — z € H, allora H{y,} C D(A*) con
Zn = Yn + A*yp, e risulta, Vo € D(A), (yn + A*Yn, ) = (Yn, z + Ax) — (2, 7).
Poiché |z,* = |ynl® + |A%Ynl® + 2(A*Yn, Yn) > |yn|?, si puo estrarre da {y,}
una sottosuccessione {y,,} tale che y,, — y € H. Quindi, Vo € D(A), si
ha (yn,,r + Az) — (y, o + Ax) = (z,2), cioe (y, Az) = (2 — y,x), e questo
implica che y € D(A*) e A*y = 2z — y, cioe z € R(I + A*).

i7i) = i): basta applicare i risultati precedenti (in particolare, i) = ii7))
ad A*, ricordando che (Proposizione 1.17, i1)) A" = A. »

Si ha la seguente conseguenza (si confronti con il Corollario 1.2):

Corollario 2.1 Un operatore lineare monotono e simmetrico ¢ massimale
se e solo se e autoaggiunto. m
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2.2 Operatori monotoni multivoci.

Vediamo ora alcune notevoli generalizzazioni delle definizioni e delle pro-
prieta precedenti. Gli argomenti svolti in questo e nei successivi Paragrafi
sono tratti, in gran parte, da: H. BREzIS: “Opérateurs Maximauz Mono-
tones et semi-groupes de contractions dans les espaces de Hilbert , North-
Holland, 1973; per alcune delle questioni trattate si possono inoltre vedere,
ad esempio: il testo di I. EKELAND, R. TEMAM citato nel Paragrafo 1.4;
J. P. AUBIN, 1. EKELAND: “Applied Nonlinear Analysis, Wiley, 1984; i
testi delle conferenze di E. AspLUND, M. G. CRANDALL, G. MINTY,
R. T. ROCKAFELLER in “Theory and applications of monotone operators,
(A. Ghizzetti, Ed.), Oderisi, 1969.

Definizione 2.3 Siano E, F due spazi di BANACH;

i) un operatore (multivoco) A da E in F é un’applicazione di E in
B(F); se, in particolare, F' = E’, si dira che E é un operatore in E;

it) dominio (o dominio effettivo) D(A), immagine (o range) R(A),
nucleo N(A) (o ker A) e grafico G(A) di un operatore A sono, rispettiva-
mente:

DA)={zeE|Az£0} ; RA):=|]Az ;
el

G(A) = {lzy] |z € D(A), y € Ax};

iii) A é detto univoco se, Vo € E, Ax contiene al piu un elemento. n

Sara comodo identificare A con il suo grafico, che indicheremo quindi con
la stessa lettera A (cido non comporta possibilita di equivoci).

Definizione 2.4 Se A, B sono operatori da E in F, e A\, u € R, allora:

i) A7 = {[y;2] € Fx E| [1;y] € A} ={[y;2] € Fx E |y € Az}
(ovviamente, D(A™') = R(A), R(A™') = D(A), ¢ (A1 =A);

Qi) NA+ uB = {[x; \y1 + o] | y1 € Ax | yo € Bx} (€ sottinteso che
DM+ uB) = D(A)N D(B));

iii) A =< B significa A C B (cio¢, Vox € E, Ax C Bz).' »

Definizione 2.5 Un operatore A in E si dice monotono se
v.%’l,l'g c D(A), Vyl c Al‘l, Vyg c Al‘g, <y1 — Yz, X1 — .%'2) 2 0. m

OSSERVAZIONE 2.2 i) Se A ¢ monotono, ¢ immediato verificare che lo sono
anche i seguenti operatori: A~! (da F in E) ; AA (VA > 0) ; la chiusura di
Ain E; x E' ., nonché la chiusura di A in E, x E’.
i7) Se A, B sono monotoni, lo ¢ A+ B (quindi anche NA+uB VA, u > 0).
i7i) Se A ¢ lineare in uno spazio di HILBERT H identificato al suo duale,
la definizione di monotonia ora data coincide con quella del Paragrafo prece-
dente. m

I Con questa relazione d’ordine, Iinsieme degli operatori da E in F ¢ evidentemente
induttivo.
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ESEMPI.

i) Sia f : R — R un’applicazione non decrescente. Posto, Vz € R,
Apz = [f(x —0), f(x+0)] NR, si ha che A; & un operatore monotono in
R (dimostrazione immediata). Inversamente, dato un operatore monotono
A in R, esiste un’applicazione non decrescente f : D(A) — R (in generale,
non unica) tale che A C Ay (non necessariamente A = Ay). Ad esempio, si
puo scegliere, Vz € D(A), f(z):=inf{y|y € Ax}.

i1) L’operatore Pk di proiezione sul convesso chiuso K # () dello spa-
zio di HILBERT H ¢ univoco e monotono: si veda [Br], Teorema V.2 per
I'univocita di Pk, nonché per la caratterizzazione

Vee H : <(y:PKx)<:)(‘v’k‘€K, (y—:p,y—k‘)g(})).
Quindi, Vxy,29 € H e Vk € K si ha
(PKZL'l—ZL'l,PKZL'l—k?)SO (& (PKZL'Q—JfQ,PKZL‘Q—k?)SO.

Scegliendo k := Pk, nella prima e k := Pk nella seconda disequazione,
si ottiene (Pgxy — o1 — Pgxo + x9, Pxx1 — Prxs) < 0, da cui

0 < |Pxx1 — Pxao|* < (Pxwy — Prao, o1 — T3) -

i7i) Sia J un operatore di contrazione in senso largo (o operatore
non espansivo) in H, cio¢ tale che |Jz; — Jxo| < |xy — 23| Va1, 29 € D(J)
(¢ ovvio che J & univoco). Allora l'operatore I — J & monotono: infatti,

VfL’l,fL’Q ED(J),
(x1 — Jaxy —xo+ Jxo, 1 — 29) = |1 —$2|2 — (Joy — Jxg, 21 — 39) >
|21 — 2|* — |Joy — Jag|. vy — 25| > 0.

w) Dato un aperto Q C RV di classe C?, e fissato p > 1, sia E := W, ?(Q)
(cosicché B/ = W~14(Q)), e definiamo
P72 du
&ci

AR,
Au::—;axi<

(“laplaciano non lineare, o “p-laplaciano). Si verifica facilmente che
A & un’applicazione (univoca; non lineare se p # 2) da E in E’: in effetti, se

u € WHP(Q) si ha Ou/dz; € LP(Q), quindi
p—1\ 1 P
dxr = / dx | ;
Q

p—2
ou
q \
o, € L) (perche /Q (

(inoltre, risulta evidentemente || Aul[, < ||ul[P~!). L’operatore A cosi definito
¢ monotono, poiché la funzione z — |z|[P~2z & non decrescente.

ou
&ci

ou
&ci

ou
8951-

ou
&ci
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UN’ESTENSIONE.

Due spazi vettoriali (reali) X, X' si dicono in dualita se esiste un’appli-
cazione [z;2'] — (2/,x) di X x X’ in R, che sia bilineare (ciot tale che
Va, 3 € R risulti:

(ayr + By2, ) = a(yr, x) + B(ys, x) Vo € X, Yyi,y2 € X',

<ya04$1+ﬁ$2>:a<y,$1>+ﬁ<ya$2> vx17$2€Xa \V/?JEX, )7
e tale che:
) Vee X\{0} JyeX' : (y,x)#0;
i) Vy e X'\ {0} FxeX : (y,z)#0.

Definizione 2.6 i) Un operatore (multivoco) A (in X ) ¢ un’applicazione
di X in P(X');

it) le definizioni di dominio D(A), immagine R(A) e grafico G(A) di
un operatore A in X sono come nella Definizione 2.3, ii) (con E sostituito
da X);

ii1) un operatore A in X si dice monotono se, Vy,xe € D(A) , Yy, €
Axy, Yy € Axo, risulta

(y1 — Y2, 01 — 22) > 0. m

(La Definizione 2.5 ¢ un caso (molto!) particolare della Definizione 2.6).

Un’importante caratterizzazione, nel caso degli spazi di HILBERT, & for-
nita dalla

Proposizione 2.4 A ¢ monotono in H se e solo se
V(x1,29 € D(A), y1 € Axy, yo € Ay, A > 0), si ha
w1 — 2| < [(21 — 22) + Myr — 12)]-

Dim.: Si osservi che
(21— 22) + Myr — 12) 1 = |21 — 22> + 2M(y1 — Y2, 11 — 22) + NJyn — 12|
Quindi,
A monotono = |(x1 — z2) + My1 — y2)|* > |11 — 22]?,

da cui la disuguaglianza voluta. Reciprocamente, se vale la disuguaglianza
si ha, VA > 0,
2A(y1 — Y2, w1 — @2) + N|y1 — 42|* > 0

dividendo per X e facendo tendere \ a zero, si ricava la monotonia di A. =

Ne deriva il seguente risultato di unicita e dipendenza continua: se A
¢ monotono in H, allora, VA > 0 e Vz € H, I'equazione> z € x + NAx
(nell'incognita ) ha al pit una soluzione; inoltre, se z; € x; + Az e
29 € Ty + NAxy , allora |11 — xo| < |21 — 29|

Anche nel caso ora trattato si puo allora porre la
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Definizione 2.7 Se A ¢ monotono in H e A\ > 0, il risolvente J, di A ¢

Uoperatore (univoco) Jy := (I + ANA)™Y, definito su D(J) := R(I + A\A). u
Dalla proposizione precedente segue il seguente

Corollario 2.2 A ¢ monotono in H se e solo se, YA > 0, il suo risolvente
J\ € non espansivo. m

UN’ALTRA ESTENSIONE.

Definizione 2.8 Un’applicazione A di E in B(E) ¢ detta operatore ac-
cretivo se

Vi, g € D(A), Yy € Axy, Yys € Axg, YA > 0,

risulta ||z1 — xo|| < ||(z1 — x2) + My1 — y2)]| - =

Grazie alla Proposizione 2.4, la Definizione 2.5, nel caso di uno spazio
di HILBERT H identificato al suo duale, ¢ un caso particolare di questa
definizione, dovuta a T. KATo0. (Il corollario si adatta banalmente).

2.3 1l sottodifferenziale.

2.3.1 Richiami sui differenziali di FrEcHET € di GATEAU.

Richiamiamo brevemente le definizioni (ed alcune proprieta) del differenziale
forte (o differenziale di FRECHET), e del differenziale debole (o differenziale
di GATEAU) di un’applicazione tra spazi normati.

Differenziale di FRECHET.

Dati due spazi normati E, F, un aperto {2 C E ed un’applicazione
®:Q — F, sidice che ® ¢ differenziabile secondo FRECHET nel punto
xo € () se esiste un operatore lineare e continuo da E in F', indicato con
(o) e detto derivata di FRECHET di ® in zg, tale che:

O(zo + h) — P(x9) — ¥ (29)h =0(h) perh —0;
(cioe: Ve > 0 3§ > 0 tale che:
1Plle <6 = [[®(xo + h) — D(x0) — (z0)h]lr < ellhl ).

Alcune proprieta (immediate):

i) se @ ¢ differenziabile secondo FRECHET in zg, allora ¢ continua in x;
ii) la derivata di FRECHET di ® in zg, se esiste, & unica;
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iii) la derivata di un’applicazione costante e, Yz, 'operatore nullo; se ®
¢ un operatore lineare e continuo da F in F, allora ® ¢ derivabile Vzy € E,
e O'(xg) = P

iv) se ® e U sono differenziabili secondo FRECHET in zg, lo ¢ anche
AP + W, VA pe R, erisulta (AP + pW) (zg) = AP (z0) + ' (x).

Inoltre, vale anche un teorema di tipo “derivata di funzione composta.
Siano F4, Es, F5 tre spazi normati, {2; un intorno di zy € E;, ¢ un’applica-
zione (continua) di Q in Ey, yo 1= P(z0), 22 un intorno di y, contenente
® (), ¥ un’applicazione (continua) di {25 in E3. Allora, se ® ¢ differenziabile
in zy e ¥ e differenziabile in yq, 'applicazione = := ¥ o ¢ e differenziabile in
xg, € 2 () = V' (y0)P'(x0). In effetti, basta osservare che si ha

(w9 +h) = D(w9) + @' (20)h +o(h) 5 V(yo+k) = T(yo) + ¥ (yo)k + o(k)
per verificare che
E(zo + h) = U(D(x0) + ¥'(x0)h + 0(h)) = ¥(yo + (¥'(x0)h + o(h))) =
U(yo) + ' (yo) (' (o) h + o(h)) + o( P (o)h + o(h)) =
E(z0) + V' (yo)®'(xo)h + o(h). m

Differenziale di GATEAU.

La derivata D®(zg,h) di GATEAU di ® in z, nella direzione h # 0,
¢ invece definita come il limite in norma (se esiste) per t — 0+ del rapporto
" .

In altri termini, si richiede che

O(zg + th) — O(xp)
t

=0.
F

lim
t—0+

— D@(ZL‘Q, h)

Si noti che, in generale, D®(xg, h) non & necessariamente lineare in h. Tut-
tavia, valgono le seguenti proprieta, di verifica immediata (naturalmente,
nell’ipotesi che la derivata D®(xg, h) esista):

i) la derivata di GATEAU ¢ unica;
ii) D® (0, \h) = AD®(w0,h) VA > 0
iii) Yy € F', esiste %(y, O (o + th))

¢

, ed e uguale a (y, D®(xg, h)),.
0

Se D®(zg, h) ¢ lineare e continua in h, cosicché D®(xg, h) = V& (xo)h
con V®(xg) € L(E; F), si dice che ® & differenziabile secondo GATEAU,
e V®(z0) si chiama differenziale di GATEAU di ® in zy. E noto (si pensi al
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caso E =R? | F = R...) che la derivabilitd debole non implica quella forte;
ma, anche in questo caso, vale il viceversa: se, in xo, @ e differenziabile
secondo FRECHET, allora lo & anche secondo GATEAU, e ®'(xy) = V®(xy).
In effetti, poiché, per t — 0,

O (xg + th) — O(zg) = D' (z0)th + o(th) = td'(xo)h + o(th),

ne viene che

. — ®'(xo)h = =o(1) (t—0),

qualunque sia h # 0 fissato. =

2.3.2 1l sottodifferenziale.

In tutto questo Sottoparagrafo, ¢ indichera un’applicazione propria definita
da F in RU {+o00}.

Definizione 2.9 i) y € E' si dice sottogradiente di ¢ nel punto = se
p(2) = ¢(x) + (y,z —x) Vz€E;

i) Uinsieme dei sottogradienti di ¢ nel punto x si indica con Op(x) (puo
essere vuoto);

iii) Uoperatore (multivoco) in E definito da Oy : x — Op(x) si chiama
sottodifferenziale di p. m

E chiara la rilevanza della nozione di sottodifferenziale nei problemi di
minimo, poiché

o(r) = mig ©(z) se e solo se 0€ dp(z).
zE

Alcune conseguenze immediate della definizione:

Proposizione 2.5 i) Se p(zo) = +00, allora dp(xy) = 0;

i) Op(x) e convesso, e chiuso nella topologia debole* di E' (quindi, anche
in quella debole ed in quella forte);

iii) se D(0p) # O, allora p* & propria, e Vo € D(d¢) si ha chey € dp(x)
se e solo se (p*(y) < +oo e) p(x) + ¢*(y) = (y,x) (da cui, ovviamente,
™ (x) = p(x)). In generale, risulta Op C Dp™;

iv) se p & differenziabile secondo GATEAU in xg, con differenziale Vp(xo),
allora Op(xgy) € vuoto oppure ridotto a {Vp(zo)}.

Dim.: i) La disuguaglianza che definisce un sottogradiente in zy non puo
essere verificata da nessun y € E’ (si scelga z € F tale che ¢(2) < +00).
i7) Si osservi che

dp(x) = ({y | (.2 —2) < 0(2) = p(2)} ,

zeE
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e che, per ogni z € E, U'insieme {y | (y,z — z) < p(z) — ¢(x)} & convesso e
chiuso in £, ..

i7i) Per ipotesi, esistono x € F ed y € E' tali che Vz € E risulti p(z) >
o(x) + (y,z — z), cioe (y,z) — p(z) < (y,x) — p(x); pertanto, passando
all’estremo superiore al variare di z € E, si ha ¢*(y) < (y,z) — ¢(z) < 4o0.
poiché, d’altra parte, (y, x)—p(x) < ¢*(y), ne viene che ¢(x)+¢*(y) = (y, z).
Inoltre risulta, Vz € E, o**(2) > (y,2) — ¢*(y) = (y,2) — (y,x) + ¢(x) =
o(x) + (y, 2 — ) = ™ (z) + (y, 2 — x), quindi y € Jp™ ().

iv) Sia ¢ differenziabile secondo GATEAU nel punto o, e sia y € dp(xy).
Fissati ad arbitrio z € E e t € R, si ha dalla definizione (con z := x¢ + tz),

p(xo +tx) = p(x0) + t{y, ) -
Quindi, per ¢ > 0 si ha

o(wo + tx) — ¢(20)
t

> (y, ) ;

passando al limite per ¢ — 0+ ne viene che (Vp(zg),z) > (y,z). La
disuguaglianza deve valere anche con —x sostituito ad x, il che fornisce
(Vo(xo),z) < (y,z). In definitiva, deve essere (Vp(zo),z) = (y,x); per
I'arbitrarieta di x, ne viene che y = V(zp). m

Un primo fondamentale collegamento con il Paragrafo precedente:
Proposizione 2.6 0p ¢ un operatore monotono.

Dim.: siano y; € dp(x1) e yo € Op(z2). Dalla Definizione 2.9 si ha allora,
in particolare,

p(w2) > (1) + (Y1, 72 — 71),

p(x1) 2 o(22) + (Y2, 21 — 72),

da cui, sommando, (y; — Y2, 71 — z3) > 0. m

Nel caso convesso valgono ulteriori proprieta, tra cui le seguenti:

Proposizione 2.7 Sia ¢ : E — RU {400} una funzione convessa:

i) se @ € continua in xg, allora Op(xg) # O (quindi, se ¢ é inoltre differen-
ziabile secondo GATEAU in g, con differenziale Vp(x0), allora dp(x) =
{Vp(xo)}); inoltre, dp(xo) é compatto in E',.;

it) se E é riflessivo (ed identificato al suo biduale), e ¢ ¢ s.c.i., si ha

00" (y) ={r € E | ¢"(y) + v(x) = (y,2)};

quindi, © € dp*(y) <> y € dp(z), o, in altri termini, dp* = (Dp)~'.



Pag. 40 CAPITOLO 2. OPERATORI MONOTONI.

Dim.: i) VA > 0, il punto [zo; ¢(z9) +A] & interno ad epi ¢; quindi, posto
A := int(epi ), si ha che A & un convesso aperto, non vuoto, disgiunto da
[%o; p(20)] . Per il teorema di HAHN-BANACH, Jy € E’ ,Jc, o € R tali che
[y;c] # [0;0] e (y,2) +cp > a > (y,x0) + cp(zo)  Y[21] € A, quindi
anche V [z; ] € A = epi ¢ (si ricordi la Proposizione 1.10). Se si sceglie
2 1= g, si ha (y,zo) +cu > o > (y, o) + cp(zo) V> p(z0), da cui ¢ > 0.
Ma non puo essere ¢ = 0 (altrimenti sarebbe (y, z) > (y,xo) Vz € domp,
assurdo perché, essendo xy interno a domp, 3p > 0 tale che X(zg,p0) C
dom ¢, e cio implica, Vw € E con ||w|]| = 1, (ponendo ad esempio z =
To %Qw) che (y,w) =0, cioe y = 0). Quindi, ¢ > 0, e allora

<—%2> —¢(2) §<—%,9€0> —¢(xo) Vze€ dome,

cioe, Vz € dom ¢ o, equivalentemente, Vz € F,

o) 2 pleo) + { =2 — o).

cosicché y
. € dp(zo) -

Per dimostrare la compattezza di dp(zo) in E' ., ¢ sufficiente dimostrarne
la limitatezza.? Per questo, sia intanto § > 0 tale che Yw € E con |w| < ¢
risulti |p(xg + w) — @(z0)| < 1, e sia y € dp(zp). Si ha allora p(zg + w) >
(o) + (y,w), da cui (y,w) < 1, quindi )(y, %>‘ < %, cioe ||ly|l« < %

i1) Evidente, per la Proposizione 2.5, iii) e per il teorema di FENCHEL-
MOREAU. m

OSSERVAZIONE 2.3 Se 0p(zg) ¢ ridotto ad un punto, non ¢é detto (anche nel
caso hilbertiano) che ¢ sia differenziabile in z5. Ad esempio, posto

1
E = K::{{xn}€€2 ' \xn\gﬁ Vn},

si ha che K ¢ un convesso chiuso di #? contenente l'origine; detta ¢ la sua
funzione indicatrice (che quindi e convessa, s.c.i. e propria), risulta

(y € 90(0)) <= (Vz € £, 9(2) 2 (y.2)) <= (Vz € K, 0=(y,2)).
(n)
poiché Vn € N si ha che en—Q € K, ne viene che y = 0, cioe 9p(0) = {0}.
1
D’altra parte, posto h := {5}, si ha

i £(tR) = ¢(0)
t—0 t t—0 t

(dato che, Vt # 0, @(th) = +00). =

2 Si ricordi il Teorema III.15 di [BR].
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ESEMPI.

Riprendiamo gli esempi del Sottoparagrafo 1.2.3, di cui manteniamo la
numerazione e le notazioni; si fara costante uso, anche senza richiamarla
esplicitamente, della Proposizione 2.5.

ALCUNI ESEMPI CON F = R.

o 1. p.p(z) :=azx+0.
E ovvio che dp,,(z) = {a} Vz € R, mentre
" (R sey=a,
Deaply) = {@ altrimenti.
o 2. 0ap(x) = Dap((2); Yap(®) = Iy (2); Xap(z) :==alz[+ 3.
E immediata la verifica che:

Dpun() = { {0} sea<az<b,

¢ altrimenti;

0 sex <aox>Db,
—00,0] sex=a
Wap(w) = %0} o se a < x,< b,
[0,4c0c[ sex=1
mentre risulta, V3 € R,
per a <0, Oxap(z) =0 VreR;
per a =0, Oxop(z) ={0} VzreR;

{—a} se x < 0,
per o >0, Oxap(x) =1 [—a,a] sexz=0,
{a} se x> 0.

¢ 3. ¢.(7) := Iy ().
Allora
0 sex#a,

Opal(z) = {]R se x = a,
(e 9¢,(y) = {a} VyeR).
e 4. Fissato a € R, si ponga
oy = {17 e
«Q se x = 0.

Si ha ovviamente che

0 =0,
per a >0, Opa(z) = { {z} Zg i #0.
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Per a < 0, si ha che y € 0p,(0) <= ¢a(2) > a+yz Vz € R, disequazione

verificata se e solo se y € [ — Vv —2a,v/—2«a ] ; per x # 0, per la Propo-

sizione 2.5, iv), y € Jp,(r) = y = x, quindi Op,(x) # 0 se e solo se

¢a(z) > zz — 3% Vz € R. La disequazione ¢ soddisfatta se z # 0; per

z =0, lo & se e solo se |z| > v/—2«. In conclusione, se a < 0 risulta

{l’} se ‘.I'| Z V —20&,

Ipa(z) =9 0 sex € [ —v—2a,v/—2a ] \ {0},
[ — vV —2a,v/ 2« ] se x = 0.

Si osservi inoltre che (verifica immediata)

{z} se |z| > v —2a,
9y (1) = § {v/—2a signz} sez € [ —v—2a,v/—2a ] \ {0},
[ —V—2a,vV-2a] sex=0.

Infine, per a = 0 si ha
Opo(x) = {z} VxeR.

Alcuni esempi (nel primo dei quali, @ € un qualunque numero > 0):

5 ‘ 5 ‘ 5
of 1 o ‘ 1 o ‘ 1
5 -5 ‘ 5
5 0 5 -5 0 5 5 0 5
Opa(z) (a>0) dp—5(7) OpZ5(x)
e 5. ¢,(z) = |z[P)/p (con p > 0). E immediato verificare che: se

p>1,0¢,(x) = {|z|P"tsignz}, Vo € R;se 0 < p < 1, dp,(0) = {0}, mentre
Va # 0 si ha dp,(z) = 0. (Il caso p = 1 rientra nel'ESEMPIO 2).

e 6. Fissato p > 0, sia

1
R
g +oo  se |z| > 1.

E evidente che, Yz con |z| > 1, risulta dy,(z) = 0. Inoltre:

p>1: per |z| < 1, si ha dp,(z) = {|z[P~! signz}; per z = 1, ¢ facile
verificare (per la convessita di ¢,, ed osservando che ¢/ (1 —0) = 1)) che
O0p,(1) = [1,400[. Analogamente si vede che dp,(—1) = ] — oo, —1].
Alcuni esempi:
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[EY
T
1
=
T
1
[N
T
1

o . o 1 ol ]

1b 1 -t 1 1b 1

2 0 2 2 0 2 2 0 2
dips() Opa() Opr5(x)

p=1 perz =0,y € 0p1(0) < |z|] > yz Vz € [ —1,1], da cui deriva
subito che dy1(0) = [ — 1,1]. Si controlla immediatamente che dp;(—1) =
1 —o00,—1] € d¢1(1) = [1,+00[. E poi ovvio che per z € T — 1,1\ {0}
risulta Jg; (x) = {signz}.

11

p°p
[]l), —I—oo[ e 0p1(—1) = } —00, —%} Infine, quando z € J — 1,1\ {0} si ha
che dp,(x) = 0: infatti, se dp,() non fosse vuoto, per la Proposizione 2.5
dovrebbe coincidere con {|z[P~!sign z}, mentre ¢ facile vedere che |z|P~!sign x
non ¢ sottogradiente di ¢, in x. Si controlla senza difficolta che, inoltre,

0 < p < 1: & immediato verificare che 0p,(0) = [ ], mentre dy,(1) =

Opr(x) = 0pp(x) se x € {—1,0, 1}, mentre Jp;* = {%signx} se 0 < |z| < 1.
Esempi:

2 2 2 ‘

1t 1 1t ‘ 1 1t J 1
o - o - - -
1t 1 =1 1 1t 1
%2 0 2 %2 ‘ 0 2 %2 ’70 2

9 () Op.s(x) 9% (x)

e 7. Fissato p > 0, si ponga

1 p >
ooy i= {7 0w 20
+o00o sex < 0.

Per x < 0, ¢ ovvio che dp,(z) = 0. Inoltre:

p > 1: ¢ evidente che dp,(z) = {zP7'} Vz >0, e che dp,(0) =] — 0, 0].
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Esempi:
2 2
1 1 1 1
o | o 1
1 | Al |
2 0 2 2 0 2
I3 () D2 ()

E poi chiaro che, per p =1,

1 —00,1] sex=0,
Opr(z) = { {1} se x > 0;

mentre, per 0 < p < 1,

_ ]_0070] se x =V,
&pp(x)—{@ se x > 0.

Esempi (il secondo vale ¥p € ]0,1[):

dp15()

2 2
1k 1k
o 1 o
1t . 1t
2 0 2 2
Oipr () Opp()

e 8. Fissato p > 0, sia

1 p
—=2P sex >0
T) = D ZY
Spp() {+oo se x < 0.
=0.1

Per z < 0, ¢ ovvio che dy,(x) noltre:

p > 1: & evidente che dp,(z) =0 Vz e R;
p=1

] —o00,—1] sex =0,
dor(w) = { {-1} se x > 0.

0<p<1l: 9py(x)={—2P"'} Vo >0, mentre dp,(0) = 0.
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Esempi (il secondo vale ¥p € ]0,1[):

2 ‘ 2
1t 1 1k 1
o | o |
1b b 1
2 0 2 2 0 2
Op1(x) dpp()

ALCUNI ESEMPI CON E SPAZIO NORMATO.

In alcuni degli esempi che seguono, sara utile anche la

Proposizione 2.8 Sia f : R — RU {400} una funzione convessa, propria,
s.c.i. e pari, e sia E uno spazio normato. Posto, Vx € E, o(x) := f(||z|]), si
ha che y € 0p(x) se e solo se valgono entrambe le proprieta: ||y||. € Of(||z])
e (y,x) = ||yll« ||x]|; in altri termini, risulta

Op(x) ={y € E" | p(z) + " (y) = fUl=lD + f~Ulylls) = (v, 2) = llyll« =l1}-

Dim.: Dalla Proposizione 2.5, iii) si ha che y € dp(x) se e solo se p(x) +
©*(y) = (y, z); quindi, per definizione di ¢ e grazie alla Proposizione 1.7,
se e solo se f(||z|l) + f*(llyll«) = (y,x). Poiché pero, per definizione di
fr5ostha f(f[zl]) + f~Clyll) = Nyl [l=l vz € E, Vy € E', Tuguaglianza
FUI=l) + f*(lylle) = (y,x) & verificata se e solo se (y,x) = |yl [l=[| =
FAll) + f(lylls). =

e 9. Fissato p > 0, si ponga f,(t) := [t|’/p e py(z) := f,(||x]). Eviden-
temente,

Vp >0 si ha che 0 € Jdgp,(0) .

Inoltre:

p > 1: poiché y € dp,(z) = |lyll« € dfp(||z]]) = {l|z||P~'}, ne viene che

O () = {y c B’

1 1
[l l” + =llyllZ = [l«]” = (v, ) = llyll- IIJJII} :
p q

in particolare, per p = 2 si ha quindi che dp, ¢ 'applicazione di dualita,
che manda z € F nell'insieme

{ye E"| (y,z) = |z||” = |lylI?} .
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OSSERVAZIONE 2.4 L’insieme Opq(z) pud non essere ridotto ad un punto
(ed allora ¢o(x) certamente non é differenziabile). Ad esempio, si scel-
gano F = L'(—=1,1) ed 2(t) := X[0.1] (t);3 se f(t) ¢ una qualunque fun-
zione in L>(—1,1) con [[f|l. < 1, posto y(t) := x(t) + f(t)X[_1,0] () si ha
evidentemente che y € 0pa(x).

In uno spazio di HILBERT H (identificato al suo duale), la funzione
¢o(x) := 3|z[* ¢ invece differenziabile secondo FRECHET Vz, € H, con
differenziale ¢} (zo) = zo (€ H' = H): infatti,

w0 + BI* = 3@ol* = Lmol* + (o, k) + 3|h]* = 3|wo]* = (o, h) + |R|?

= (ZL‘Q, h) + O(h) .

Se ne deduce, dal teorema di derivazione delle funzioni composte, che per xq €
H \ {0} la funzione ¢, ¢ differenziabile secondo FRECHET, con differenziale
¢ (z0) = xo|zo[P~?, per ogni p > 0; questo, tra I'altro, fornisce un esempio in
cui la condizione ||y||. € 9f(||x||) non implica che y € dp(x). (Indicazioni per
il caso, molto piu complesso, degli spazi di BANACH si trovano, ad esempio,
n [Br], Complementi al capitolo 3). u

p = 1: ¢ evidente che J¢p;(0) = X,(0, 1), mentre, per x # 0,

op1(@) = {y € B | llzll + Iy (9) = (w2) = gl ol }

se ne deduce immediatamente che
sex #0, Opi(v) ={ye B | |lyll.=1e (y,2) =zl } .

OSSERVAZIONE 2.5 Anche 0p1(z) puo non essere ridotto ad un solo punto
(si veda l’esempio nell’OSSERVAZIONE precedente). Invece, come si ¢ visto,

x

nel caso hilbertiano risulta, per z # 0, dy(z) = {ﬂ}, risultato facile da
x

ottenere anche direttamente: basta osservare che se y € dp;(z) allora

2
T

, 2
y——| = ——=r)+1=0.u
' || 2]

0 < p < 1: si controlla immediatamente che

Jp,(0) = {0}, mentre, Vo # 0, Op,(z) = 0.

3 se A C B, si indica con x4 la funzione caratteristica di A (in B), definita da

1 sexcA,
Xa(w) = 0 sexeB\A
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e 10. Fissato p > 0, e posto g, (x) := f,(]|z]]), dove
1
=1t se |t| <1,
o= {1 s
+oo  se [t| > 1,
per la Proposizione 2.5, i) si ha intanto che
Vp >0, se ||z|| > 1 allora dp,(x) = 0.

p > 1: per gli x tali che ||z|| < 1 valgono i risultati dell’esercizio precedente
(la verifica ¢ immediata).

0 < p < 1: si vede subito che 9p,(0) = {y eE| |yl < %}, mentre, per
0 < [Jz|| < 1, si ha 9p,(x) = 0.

Resta quindi da esaminare soltanto il caso [|z|| = 1. Si hanno i seguenti
risultati:

p > 1: sey € Op,(x), si ha che ||y||« € If,(1), quindi ||y||« > 1; di conseguen-
za, @, (y) = llyll. — %, ed ¢ immediato concludere che
se ||z]| =1, allora O¢p(z) = {y € E' | |yl = (y,x) = 1}.
Nel caso hilbertiano, dp,(z) = {\z | A > 1}.
0 < p < 1: si verifica subito che

1
se o] =1, altora gy(o) = { € £' | Iyl = () = 1}

Nel caso hilbertiano, dp,(z) = {)\x | A > %}
e 11. Fissato p > 0, e posto
pllallr sex#0
) =< P ’
() { 400 se v = 0,

¢ ovvio che dp,(0) = 0, mentre per = # 0 valgono i risultati dell’esempio 9.
visto piu sopra.

e 12. Se ¢ := Ik, dove K & un sottoinsieme non vuoto di E, ovviamente,
y € Op(x) se e solo se

(Vze E, Ix(z) > Ix(x)+(y,z—x)) <= Vk e K, 0 > Ix(x)+ (y,k—x)) .
Si ritrova intanto (cfr. Proposizione 2.5, i)) che
se x € K, allora 0Ix(x) =10 ;
mentre
se x € K, allora 0Ix(z) ={y€ E' |Vk € K, (y,k —z) <0} .

Olk(x) € un cono convesso, chiuso nella topologia debole* , detto il cono
normale a K nel punto x. Si vede facilmente che

se x € int K, allora 0Ik(z) = {0}

(perché 3(z,e) C K per un opportuno £ > 0). Inoltre,

0 sex & K,

se K & un sottospazio di E, allora 0Ik(z) = {KL c K
se x . m
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2.4 Operatori monotoni massimali.

Indichiamo con (M,,(E), =) l'insieme degli operatori (multivoci) monotoni

def
in £/, munito della relazione d’ordine A < B <= A C B, e poniamo la
seguente

Definizione 2.10 Un operatore monotono massimale in E e un elemento
massimale di (M,,(E),=). =

Una formulazione equivalente (e, spesso, pitt comoda) deriva dalla

Proposizione 2.9 Se A ¢ un operatore monotono in E, le condizioni sequen-
ti si equivalgono:

i) A € massimale;

ii) se [x;y] € ExX E’ ¢ tale che V[&;n] € A risulta (y —n,x — &) >0,
allora [x;y] € A.

Dim.: i) = ii): sia [x;y] € Ex E’ taleche (y—n,x—&) >0 V[{;n] € A,
e poniamo B := AU {[x;y]}; e evidente che B & monotono, e che A < B;
per la massimalita di A, segue che [x,y] € A.

i1) = i): sia B un operatore monotono tale che A < B; fissata ad arbitrio
[x;y] € B, risulta (y —n,z — &) > 0 V[&,n] € B, quindi, in particolare,
V[&,n] € A. Ne viene che deve essere [x,y] € A, cioé che A & massimale. u

OSSERVAZIONE 2.6 Se A ¢ monotono massimale, allora:

i)V € E, Az ¢ convesso e w*—chiuso: basta osservare che

Av= ) {ylly—nz—¢& >0}

[¢n]eA

it) anche A~ e AA (VA > 0) sono monotoni massimali. Invece, se A ¢ B
sono monotoni massimali, non é detto che lo sia A+ B (addirittura, D(A+ B)
potrebbe essere vuoto).

iii) A € chiuso in E x E' . (perché la chiusura di A in E x E'! . contiene
A, ed ¢ un operatore monotono : si veda I'OSSERVAZIONE 2.2, 7)). m

Piu in generale, vale il seguente risultato:

Proposizione 2.10 Sia A monotono massimale; se [x,;y,] € A ¢ tale che
T, — T, Yy — y, e limsup, (Yn, z,) < {y, ), allora anche [z;y] € A ;
inoltre, esiste il lim,, (y,,x,), ed é uguale a (y, ).

Dim.: (n —y,, & —x,) > 0V[{;n] € A, da cui (y,z) > limsup,, (y,, T,) >
limsup,, {(n, z,)+(yn—n, )} = (1, 2)+(y—n, &), cioé (y—n, =) > 0, quindi
[z;y] € A. Allora (y—y,, —2,) > 0, ¢ioe (Yn, Tn) > (Y, Tn)+{Yn, T)— (Y, T),
e, infine, liminf, (y,, x,) > (y,z) > limsup,, (Y, T,), da cui la tesi. m
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Nel seguito degli appunti, ci limiteremo a studiare il caso particolare in cui

A ¢ un operatore in uno spazio di HILBERT H (identificato al suo duale).

Si ha allora la seguente caratterizzazione:

Proposizione 2.11 Le proprieta sequenti si equivalgono:

i) VA > 0, il risolvente Jy := (I4+\A)~! di A é un operatore non espansivo
definito su tutto H;

ii) A & monotono e R(I + A) = H;

iii) A é monotono massimale.

Dim.: i) <= ii): si ricordi il Corollario 2.2;

1) = 4ii) : se B ¢ un’estensione monotona di A, allora Vo € D(B) e
Yy € Bx devono esistere ' € D(A) ed y' € Ax’ tali che ' +y' =z +y. Ma
allora ' € D(B) , y' € B2/, e, per la monotoniadi B, 0 < (y —y, 2’ —z) =
—l' =z =~y —y* <0, dacuiz=2" € D(A)ey=1y € Ax.

i1i) = 1) : la dimostrazione & piuttosto elaborata: si veda, ad esempio, il
testo di J. P. AUBIN, I. EKELAND citato nel Sottoparagrafo 1.2.1. m

ESEMPI DI OPERATORI MONOTONI MASSIMALI.

i) Un primo fondamentale esempio, che fornisce un collegamento con il
Sottoparagrafo 2.3.2, e dato dalla seguente

Proposizione 2.12 Se ¢ : H — R U {+o0} ¢ convessa, propria e s.c.i.,
allora O € monotono massimale.

Dim.: sappiamo gia (Proposizione 2.6) che dp & monotono. Grazie alla
Proposizione 2.11, ¢ sufficiente dimostrare che, per ogni fissato yo € H,
drg € H tale che yo € xo + Jp(xg). Consideriamo allora applicazione
z — Y(x) = ¢(x) + 3|z — yo|?, che & convessa, propria e s.c.i.. poiché
dom p* # (), fissato z € H tale che ¢*(z) < +oo si ha, per definizione, che
©*(z) > (z,2) —@(x) Vo € H, cioe p(x) > (z,2) — ¢*(2), e, in definitiva,
Y(@) = 3le —yol* + (2,2) — ¢*(2) > glv — wl® — |zllz] — ¢*(2), da cui si
deduce che limjg|_, 4o ¥(x) = +00. Pertanto, ¢)(x) ammette minimo in un
punto zg € H, e cio implica (si veda, qui di seguito, il Lemma 2.1) che
Yo — g € Op(xp). m

Lemma 2.1 Siano: ¢ una funzione convessa, propria, s.c.i., definita da
H in RU {4+00}; yo un elemento fissato in H; X\ un numero > 0. Posto

¥(x) == p(z) + 35|z — yol?, si ha che

xog € H e un punto di minimo per (x) se e solo se Yo € 0p(xo)
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Dim.: se yoxizo € (), si ha o(x) > p(x) + <y0 o\ L0 4 — xo) Ve e H,
da cui (x) = () + gx|o = ol* > @(x0) + % (vo — 70, ¥ — 70) + 357 — o[> =

2
r—x

U(zo) — %\xo — o>+ %(yo — T, T — T) + ﬁlx—yoP = (zo) + % >
¥ (xp), quindi xy ¢ un punto di minimo.

Reciprocamente, se xy ¢ punto di minimo, Vx € H e Vt € [0,1], posto
xy := (1 —t)xg + tx, si ha P(zg) = p(xo) + %MO —yol* < V(xy) = () +
sl — gol® = (1 — B)zo + ) + 5 | (1 — o + to — yol® < (1 — £)p(xo) +
tp(x) + %Kl — t)xo + tx — yol?.

Quindi, H{p(o) — p(@)} < 2 {I(1— )0 + 1z — gof* — o — wol?} =
% {t?|2 — xo|* + 2t(xo — Yo, ¥ — 79)}. Dividendo per t e facendo tendere
t a zero, si ha ¢(xg) — ¢(x) < %(xo — Yo, T — Tp), cioe p(x) > @(xy) +

(yo o\ L0 g — x(]), da cui w € 0p(xp). m

i1) Per introdurre un’altra categoria di operatori monotoni massimali,
poniamo la seguente

Definizione 2.11 Un operatore A monotono univoco con D(A) = H si dice
emicontinuo se: Vx,y € H, si ha che A(x + ty) tende debolmente ad Ax
quandot — 0. m

Vale il seguente risultato:

Proposizione 2.13 A emicontinuo =—> A massimale.

Dim.: sia [x;y] € H x H tale che V¢ € H si abbia (A{ —y,& —z) > 0.
Allora, Vz € H e Vt € R, posto £ := x + tz si ha che (A(z +tz) —y,tz) >0,
quindi (A(x+tz) —y, 2) = 0 e, passando al limite per t — 0, (Ax —y, z) =0,
da cui, per 'arbitrarieta di z, Ax =y.

Fissato un operatore monotono massimale A in H, ed indicato con Jj,
(A > 0) il suo risolvente, si verificano facilmente le seguenti proprieta:

Proposizione 2.14 i) VA, u >0 eV € H,

T = J, <§:c v (1 . %) Jw) :

it) D(A) & convesso; inoltre, Yo € H,

All%l-i- J)V’L’ = Pm(l’)

(PW ¢ I’ operatore di proiezione sul convesso chiuso D(A) )
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Dim.: i) Basta osservare che risulta y = Jyz <= [y; x_;y} € A =

[y; '%x+ (1 — %) J,\x} e [+ pA.

i7) Definiamo C' := convD(A). Fissato x € H, poniamo z) := J,z,
cosicché L —/\x)\ € Az, quindi, V[&;n] € A,

(x;\x/\_na ZL')\—f) 207

da cui |2y)? < (z,2x — &) + (22, 8) — M, zx — £). Si deduce che {x,} ¢
limitata per A — 0+. Scelta una successione {\,} decrescente a zero tale che
xy, — xo (€ C), risulta allora che |zo|* < (2,29 — &) + (z0,&) VE € D(A),
quindi anche V¢ € C. Ma allora, V¢ € C, si ha (z — 29, — o) < 0,
il che significa z9p = Pg(x). Percio, zy ¢ indipendente dalla successione
{\n} scelta, quindi, per A\ — 0+, zy, = Po(x). Ma limsup,_ ., |z)* <
(x,20 — &) + (x0,§) V& € D(A), dunque anche V¢ € C. In particolare, (per
§ = 1), si ha limsup, o, |z\]* < |zo|?, e cid dimostra che la convergenza &
nella topologia forte di H. Infine, Vo € C si ha che z, — = = Po(x), e di
conseguenza, poiché xy € D(A), ne viene che C' = D(A). n

Definizione 2.12 i) Vo € D(A), si pone A%z := P4,(0); quindi, A%z ¢ il
vettore di norma minima tra quelli di Axz.*

i1) VA > 0, l'approssimante di YOSIDA A, di A ¢ ancora definita da
A, = L=
2\ = )\ .

Naturalmente, non tutte le proprieta del caso lineare (si veda la Propo-
sizione 2.2) si estendono al caso degli operatori multivoci; pero, ad esempio,
valgono i seguenti risultati:

Proposizione 2.15 i) L’operatore (monotono ed univoco) Ay verifica, Y €
H, la relazione Az € AJyz; inoltre, Ay é lipschitziano (quindi monotono

massimale), con costante di LIPSCHITZ < %;

i) YA, 10> 0, st ha (A,)x = Axips

i) Vr € D(A), risulta |Ayz| < |A%|; inoltre, Vo € H [lapplicazione
A — |Ayz| é non decrescente per A\, 0 (cioé, |Ayp,x| < |Axz| Y >0);

i) per AN\, 0, {Axz} & limitata se e solo se x € D(A), ed in questo caso
Ayz — Az,

Dim.: i) Per definizione di Jy, si ha, Vx € H, =z € Jyz + AAJyz, quin-
di Ayz = % € AJyx. La monotonia di Ay, discende da quella di

AA) (che ¢ l'identita meno una contrazione; si ricordi 'ESEMPIO i) del
Paragrafo 2.2). Ancora, dalle disuguaglianze

| Az — Axxa| |21 — 22| > (Arzy — Arzg, 21 — 22) =

4 Per 'OSSERVAZIONE 2.6, i), in questo caso Az & chiuso.
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(A,\l'l—A,\l'Q, )\A)\l'l—)\A)\l'Q)—F(A,\{L'l—A)\l'Q, J)\l'l—J,\.’L'Q) Z )\‘A,\.’L’l—A,\{L'2|2

si deduce intanto che |Ayz; — Ayxa| < %\xl — x5]; la massimalita di Ay
discende dalla Proposizione 2.13.

i) Si ha: [z;y] € Ay <= o =x - y<=z € (I +IA)(z—\y) =
T=Ay+AA(z—\y) <=y € A(z—\y) <= [z—\y;y] € A. Di conseguenza,
[z;9] € (As <= [z =y —puy;y] € A<= [z - (A +p)y;y] € A=
[z;9] € Axyp

i17) Se x € D(A), risulta (A% — Ayz,z — Jyz) > 0 (perché A%z € Ax,
Ayr € AJyr, ed A & monotono), quindi 0 < (A% — Ayz, AA\), da cui
|Ayz| < |A%|. Fissati z € H e p > 0, sempre dalla monotonia di A e dal
punto i) risulta

0 S (A)\ZL’ - A)\+MZL‘, J)V’L’ - J)\+M5L‘) =

(Aye — Axypx, =AMz + (A + p)Ang,x) =
—AAxz — A,\JFH:U\Q + 1 (Aye — Ay, Ay ) =
—NAyr — Aypuz? — plAng iz + p(Asz, Axpuz)
Ne viene, in particolare, che
| Anpp|? < (Anz, Avyur) < [Asal [Ane]

da cul il risultato.

iv) La disuguaglianza precedente implica inoltre che
[Arnipr — Al = [Arpa? — 2(Axpuz, Arz) + [ Asa]? < [Axe? — [Aya]

Se {|Axz|} ¢ limitata ¢ convergente (perché monotona), dunque di CAUCHY;
ma allora, per 'ultima disuguaglianza scritta, anche {Ayz} ¢ di CAUCHY;
detto y € H il suo limite, poiché Jyxr = x — AA,z ne viene che Jyz — =x.
Dato che A & chiuso, che Jyx € D(A) e che Ayz € AJyx, si conclude che
x € D(A) ey € Ax. poiché x € D(A), si ha (punto 7)) |Ayz| < |A2|, e, di
conseguenza, |y| < |A%z|, il che comporta y = A%.

Infine, se x € D(A), {Axz|} ¢ limitata, perché, come si & visto, |[Ayz| < |A%|;
cio conclude la dimostrazione. m

2.5 Condizioni per la suriettivita.

Una condizione necessaria e sufficiente per la suriettivita di un operatore
monotono massimale, sostanzialmente del tipo “maggiorazioni a priori” (per
il caso lineare, si veda la Proposizione 1.18, v)), verra fornita pitu avanti;
diamo ora alcune definizioni e risultati preliminari:

Definizione 2.13 L’operatore B su H si dice:

i) limitato in un intorno di =y € H se esiste un intorno V' di xq tale
che U,y Bz sia limitato;

ii) limitato localmente se Vx, € D(B) esiste un intorno di xo in cui
B ¢ limitato,
iii) limitato se l"immagine tramite B di ogni limitato di H ¢ limitata. m
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Proposizione 2.16 Se A ¢ monotono massimale ed A~* ¢ limitato, allora
A ¢ suriettivo.

Dim.: sia y un elemento arbitrario di H: mostriamo che y € R(A). Fissato
[zo0;y0] € A, consideriamo, Ve > 0, z¢ + % poiché I + é ¢ suriettiva,
Jz. € D(A) 1 xo+ % €x. + %Ams, cioe z. ==y +e(xg — x.) € Az.. Per la
monotonia di A, si ha intanto (yo—ze, zo—z.) > 0, quindi (yo—z¢, 2. —y) > 0,
da cui 0 < (yo — 2e,2: — Yo + %0 —¥) = —|vo — 2| + (Yo — 2,0 — y) <
[vo — ze[{|yo — yl — [yo — z[}, e di conseguenza [z| < |yo — 2| + |yo| <
lvo — y| + |yo| < c. Dato che z. € A~'2., ne viene che {z.} ¢ limitata, quindi
z. — y; per la compattezza debole di H e la chiusura di A in H,, x Hg, si
conclude facilmente che y € R(A). n

Corollario 2.3 Sia A monotono massimale. Se ¢ verificata una delle se-
guenti proprieta, allora A= ¢& limitato, quindi A & suriettivo:

i) D(A) ¢ limitato,

i) lim |A%2| = +o0;

z€D(A)
|z|—+oo

iii) A é coercivo, nel senso che:
Az, x —x
Jdzo€ H : lim uz—koo.

zeD(A) |;p|

|z|—+o0
Dim.: i) Ovvio, perché VHy C H si ha A~'(H,) C D(A), che & limitato.

ii) Se A~! non fosse limitato, esisterebbero ¢ > 0 , {z,} e {y,} tali
che |z,| < ¢, y, € A 'x, (quindi y, € D(A)), e |ly,| — +oo. Ma allora
T, € Ay,, quindi ¢ > |z,| > |A%.,|, e |A%,| non potrebbe tendere a +oo.

i1i) Mostriamo che iii)=>-1i): in effetti, se ii) non e verificata devono
esistere {z,} C D(A) e ¢ > 0 tali che |x,| > n e |A%z,| < c¢. Ma allora,

Ve, € H,

Az, x, —x —
( o) < o=l o 14 g

|xn|

e quindi non puo valere la 7ii).
Alcuni altri risultati preliminari:

Lemma 2.2 Sia {H,} una successione crescente di sottoinsiemi di H, sia
Hy la loro unione, e si ponga Cy := conv Ho, C,, := conv H,. Se int Cy # 0,
allora int Cy =, int C,,.

Dim.: si ricordi (Proposizione 1.10) che se C' ¢ un convesso con interno
non vuoto, allora C' = int C. Si osservi che, essendo {H,} crescente, si ha
Co = U, Cy, quindi intCy C Cp C UnC'—n C Cy = intCy. Applicando il
Lemma di BAIRE ([Br], Lemma II.1) all’aperto non vuoto int Cj ed alla
successione (di chiusi nella topologia relativa di int Cy) {C, N (int Cy)}, si
vede che 37 tale che int C; # 0. Ma allora si ha int C,, # 0 Vn > 7, quindi,

per talin, C, = int C, (poiché anche C,, & convesso, con interno non vuoto).
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Dalle inclusioni scritte in precedenza si ha intanto: int Cy C Cp C UnC_n C
int Cy, per cui

intCo = Co = JCu = [ Jint € = it G, ;

n

I'ultima uguaglianza segue dalle inclusioni |, intC, C |J, int C,, da cui
U, intC, c U, intC, C U, intC,. D’altronde,
se A ¢ aperto e convesso, allora A = int A.

Per dimostrarlo, basta verificare che (zo € int A) = (20 € A). Infatti, se
zo € int A allora esiste ¢ > 0 tale che la sfera V' di centro zo e raggio o ¢
contenuta in A, e certamente dJy € V N A. Ma allora anche 22y —y € V,
quindi il segmento {z | (1 —%)(2zo—y)+1ty , 0 <t < 1} ¢ contenuto in A, da
cui, per t = %, zo € A. Quindi, dalla relazione int Cy = U, int C,, si deduce

int Cp = int (int Cp) = int (J, intC,,) =, int C,,. =

Proposizione 2.17 Sia B un operatore monotono massimale tale che
int (conv D(B)) # (. Allora: int D(B) ¢é convesso; int D(B) = int D(B) # 0,
e B ¢ limitato nell’intorno di ogni punto interno a D(B).

Dim.: poniamo B, := {[z;y] € B | |z| < n e |y| < n}. Evidentemente,
D(B) = U, D(B,), quindi, per il lemma precedente, int (convD(B))=
U, int (conv D(B,)). Facciamo vedere che B ¢ limitato nell'intorno di og-
ni punto xy € int (conv D(B,)). Sia ¢ > 0 tale che {z ||z — xo| < 0} C
conv D(B,,); allora B ¢ limitato in {z||x — x| < %} In effetti, fissato
[z;y] € B con |z — xo| < %, si ha, V[&n] € B, (n—y,&—x) >0,
e dunque (y,& — ) < (n,& —x) < n||€ — 2| < 2n® Quindi, risulta an-
che (y,& —xz) < 2n? V¢ € convD(B,), in particolare per ogni ¢ tale che

€ — x| < % Se y # 0, scegliendo§:x+)\ﬁ con 0 < A\ < %, si ha

2 2
ly| < 2%, da cui, per A — %—, ly| < 4% D’altronde, int(conv D(B)) C

D(B): infatti, poiché D(B) ¢ convesso (Proposizione 2.14, ii)), ne viene
int (conv D(B)) C D(B). Fissato zy € int (conv D(B)), sia {2, } una succes-
sione in D(B) tale che x,, — xo. poiché B° ¢ limitato nell’intorno di zy, esiste
una sottosuccessione {x,, } tale che B’x,, converge debolmente ad y, e allora
(per la chiusura di B in Hy x Hy,), g € D(B). Da cio risulta che int D(B) =
int (conv D(B)) ¢ convesso, ¢ B ¢ limitato localmente su int D(B). Si ha
infine che, poiché intD(B) C D(B) C convD(B), da cui intD(B) C D(B) C
convD(B) = int(convD(B)) = intD(B) (quindi D(B) = intD(B)), risulta

int D(B) = int (intD(B)) = intD(B) (perché intD(B) ¢ aperto e convesso),

dunque intD(B) = int (intD(B)). =

OSSERVAZIONE 2.7 La proposizione precedente implica che se B € monotono
massimale, allora ¢ limitato su ogni compatto K C int D(B). In particolare,
se H ha dimensione finita e B ¢ definito ovunque, allora se B é monotono
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massimale, ¢ limitato. In dimensione infinita, cido non e vero. Ad esempio,
sia H := (% e si ponga (Bz), = |z,|" 'z,. E evidente che:

e B ¢ (univoco e) monotono: immediato, perché la funzione (da R in
R) ¢ +— |t|""'t & crescente;

e B ¢ definito dappertutto: se :3 r2 < +o0, si ha lim,, ., = 0,
quindi 22" < 22 definitivamente, da cui |Bz|> = 3% 22" < +o0;

e B ¢ monotono massimale: se [z;y]€ £? x £? ¢ tale che V& € (2% si
ha (y — BE&,x — &) > 0, fissati k € Ne A € R, e posto & = 2 — e |
risulta 0 < Ay — BE e®™) = Ay — |zp — AF (@, — A)}. Se A > 0, ne
viene yy > |z — A*Ha, — ), da cui, per A — 0+, yp > |2 [FLag; se A < 0,
risulta yp < |zp — AL (zp — ), e, al limite per A — 0—, yp < |23 Loy, da
cui, in definitiva, y = Bux;

e B ¢ limitato su 2(0,1): se >/ %22 < 1,si ha 2?2 <1 Vn, quindi
2 < 22, da cui |Bz| < |z|;

e se o > 1, B non ¢ limitato su (0, p): basta osservare che ge™ €
3(0, o), mentre |B(0e™)| = o" — +o00. =

Possiamo ora fornire la caratterizzazione della suriettivita di un operatore
monotono massimale:

Proposizione 2.18 Sia A un operatore monotono massimale. Allora

(A ¢ suriettivo) <= (A~ ¢& limitato localmente).

Dim.: 4) L’implicazione (A suriettivo) = (A~! limitato localmente) ¢
fornita dalla Proposizione 2.17, con B := A~!.

it1) Facciamo ora vedere che (A~! limitato localmente) = (A suriettivo):
per questo, mostriamo che R(A) ¢ aperto e chiuso.

R(A) ¢ chiuso. In effetti, sia yo € R(A) = D(A™'); allora FHy,} in
D(A™Y) tale che y, — yo. Posto z, := (A™1)%,, dall'ipotesi di locale lim-
itatezza di A™' (quindi di (A™')%) si ha che {z,} ¢ limitata, dunque am-
mette una sottosuccessione {z,,} debolmente convergente a . Ma allora,
poiché y,,, — yo e (A1), = z,, — o, le proprieta di chiusura di (A~1)°
implicano che yo € D(A™!) = R(A).

R(A) ¢ aperto. Infatti, fissato [zo;y0] € A, esiste o > 0 tale che A~}
e limitato nella sfera V' := 3(yo, 0); mostriamo che V' C R(A). Fissati
y € V ed € > 0, consideriamo xg + %; procedendo come nella dimostrazione
della Proposizione 2.16 (e con le stesse notazioni), si controlla che {z.} &
limitata, quindi z. — y, dunque y € R(A), che, come abbiamo visto, coincide

con R(A). =

2.6 Operatori ciclicamente monotoni.

Cominciamo con un’osservazione: se ¢ € una funzione convessa propria su
H, fissati ad arbitrio una “sequenza ciclica” {xzg, %1, ..., %, = gt C D(O
) 0 PR 0
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ed n elementi y1,ys,...,y, tali che y; € dp(z;) (i = 1,...,n), risulta per
definizione ¢(x;_1) > o(x;) + (yi, vi-1 — x;) (i = 1,...,n), quindi, sommando
le n disuguaglianze precedenti, Y ., (y;, zi—1 — ;) < 0.

Poniamo allora la seguente

Definizione 2.14 A ¢ monotono ciclicamente se per ogni sequenza cicli-
ca {xo,T1, ..., T, = 20} C D(A) e per ogni y; € Az; (i =1,..,n) siha
Yoy (i, wi —2i9) 2 0. m

La definizione precedente ¢ piu restrittiva della monotonia (che, d’altra
parte, ne ¢ il caso particolare con n = 2): infatti, equivale a richiedere che
risulti (posto yo := yn),

n

Z (Yi, i —2421) >0 > Z (Yim1, @ — Ti1) 5
i—1

i=1
in effetti, basta osservare che, posto 2z := z,_; ed y, := y,—;, anche la
sequenza {z(,z, ...,z } ¢ ciclica, ed y, € Ax}, cosicché risulta

n

0 S Z(yial‘; - x;fl) = Z(ynfiaxnfi - xnfiJrl) s
=1

i=1
da cui, ponendo 5 :=n —1+ 1,

n

0< Z(yjflaxjfl —Tj) = — Z(yzel,l“i —Ti1)-

j=1 i=1

Dalla semplice monotonia di A si ricava invece soltanto la disuguaglianza

n

Z (Yi, v — w-1) > Z (Yi—1, T — Ti1),

i=1 i=1

senza ulteriori precisazioni.

L’esempio iniziale ¢ di particolare rilevanza, come mostra il seguente
risultato:

Proposizione 2.19 Le proprieta sequenti si equivalgono:
i) A é monotono ciclicamente;

ii) esiste una funzione ¢ : H — RU{+00} convessa, propria e s.c.i. tale
che A C Op.

Dim.: l'implicazione ii) = i) ¢ ovvia.

i) = 4i). Sia [zo;y0] € A (se D(A) = ) non ¢’ nulla da dimostrare).
Per ogni x € H, poniamo ¢(z) :=

sSup {(ynax - xn) + Z(yiflaxi - 951'71) ’ [zi;u:] € A (Z =1,.. .,n) } .
i=1



2.6. OPERATORI CICLICAMENTE MONOTONI. Pag. 57

Dato che ¢ e l'estremo superiore di una famiglia di funzioni affini continue,
e chiaro che e convessa e s.ci.. Posto z,.1 := w0, si ha poi che ¢(z¢) =
sup Z?Ill (Y1, —xi-1)} < 0, perché {xg,21,...,2n, Tpi1 = To} € una
sequenza ciclica in D(A) (anzi, ¢(xg) = 0: siscelganon =1, 21 =y, y1 =
Yo ), dunque ¢ & propria.

Sia ora [z;y]€ A, e mostriamo che [x;y]€ ¢ (il che conclude la di-
mostrazione). Fissati ad arbitrio [z1;y1],...,[Zn;yn]l € A, € € H, e con-
siderati i punti [21;y1], -, [Tn; Ynl, [Tni1; Yns1]:=[x;y], si ha, per definizio-
ne, p(§) = (y,§ =)+ (Yn, @ — ) + ... + (Yo, T1 — T0) , ciot p(§) = (y,{ —x) =
(Yn,® — ) + ... + (Yo, 1 — x0) , da cui, per larbitrarieta dei punti [z;;y,],
0(&) = (y,§ —x) > ¢(x) , il che significa [z;y]€ Jp. =

Un ulteriore importante risultato e il seguente:

Proposizione 2.20 Sia ¢ una funzione convessa, propria, s.c.i., e A := 0.
Anche l'approssimante di YOSIDA Ay di A & monotona ciclicamente.

Dim.: Infatti, se {z¢, 21, ..., x,} & ciclica, risulta > ;" | (Ayx;, x; — x5-1) =

n

Z (Axzi, x; — Iy + Hhay — iy + ooy —xiq) =

i=1

A Z (Axxi, Ay — Aywiq) + Z (Axxi, oy — Jhai—y) >

i=1 i=1

A Z (A)\xia Az, — A,\iﬁiq)

i=1
(perché Ayz; € dp(Jyz;), e Dp € monotono ciclicamente). Posto z; = Ayx;,
si ha che {2, z1, ..., 2, } € ciclica, e quindi

n n n "
S Ao =S )= S
i=1 P — —

n n n n
DY P+ 3 sl =D (zz) =3 la—zal? >0,

dunque, in definitiva, > | (Ayzi, 2 —2;21) > 0. =

E possibile precisare la funzione ¢, tale che Ay = Oy, ; vale infatti il
seguente risultato:

Proposizione 2.21 Siano ¢ una funzione convessa, propria, S.c.i., ed A :=
Op; allora

i) D(A) C D(p) C D(p) = D(A).
Inoltre, posto, Vo € H e YA > 0, pr(z) := mingepy {%ky —z*+ cp(y)}, Si
ha che:
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i) Vo € H, pa(z) = §lAz] + p(hrz);
iii) @y € convessa, differenziabile secondo FRECHET, con differenziale Ay.
Inoltre, Vx € H si ha che px(x) /" o(x) quando X\, 0.

Dim.: i) Per il Lemma 2.1, il minimo della funzione y — %\y —z|*+¢(y)

¢ assunto nel punto 1, tale che % € 0p(yo) = Ay, ossia = € yo + AAyp,

da cui yo = Jyx. Pertanto, ¢)(z) = %L’L‘ — Jax]* 4+ p(Jaz) , e ne segue che
o) = %|A)\:c\2 + o(Jaz).

iii) Fissati x,y € H, risulta o(Jyy) — o(Jrz) > (Arz, Jyy — Jyx) (perché
Ayr € Adyz = dp(Jyz)), da cui py(y) — a(z) = %{\A,\y|2 — |Ayz?} +
P(Iy) — o(ax) = 5 {| Ayl — [AsaP} + (Asz,y — My — o+ Ayz) =
%{\A,\y\Q — |Axz)? 4+ 2(Asz, Ayz — Ayy) } + (Asz,y — x)). Di conseguenza,
oay) — oa(z) — (Ayz,y — x) > %\A,\y — Ayx|? > 0. Scambiando tra loro
x ed y, si ottiene facilmente che risulta py(y) — pa(z) — (Arz,y — x) <
—%Vhl‘ — AP+ (A — A,y — 2) < (A — A,y — ) < %|y —xf?.
In conclusione, si ha |px(y) — pa(z) — (Axz,y — 2)| < %\y — x|, quindi
©y ¢ differenziabile secondo FRECHET, con differenziale Ay.Per verificare la
convessita di p,, fissati x,y € H si ponga f(t) := o\(tx + (1 —t)y) (t € R);
poiché f'(t) = (Ax(tz + (1 — t)y),x — y), si controlla facilmente che f" ¢

crescente, quindi f ¢ convessa. In particolare, si ha allora, Vt € [0,1],
J(#) < tf(1) + (1 =1)f(0), cioe pa(te + (1 — t)y) < toa(x) + (1 —t)ea(y).
Dalla definizione stessa, risulta poi che quando A\ decresce ¢, cresce, e che
ox(x) < @(x). Perla i), si ha py(x) > ¢(Jyx); se © € D(A), ricordando che
allora Jyz — = per A — 0+ ed utilizzando la semicontinuita inferiore di ¢,
si ottiene

< liminf o(J < liminf <l < .
ple) < liminf p(ye) < liminf o)(z) < limsup p)(z) < ()

Se poi x € D(A), si ha MAyz|* = |Ayz||z — Jax| — +o0 <evidente, perché
|Ayx| — 400 e |z — Jyz| >d (x, (A)) ), dunque @) (z) — +00 = p(z). In

ogni caso, si ha quindi py(x) / ¢(z); ne viene altresi che D(¢) C D(A), da
cui segue facilmente la 7). m

OSSERVAZIONE 2.8 Dal risultato precedente, si deduce che se 1, ¢y sono
funzioni convesse, proprie, s.c.i. tali che dp; = Jys, allora 3¢ € R : Vx €
H,p1(x) = pa(x) + c. Infatti, si ha che (O¢1), = (0p2),, il che (per la
differenziabilita di (¢1), e (¢2),) implica I'esistenza di una costante c, tale
che (p1),(z) = (¢2),(x) + cx Yo € H. Ma allora ¢y = (¢1),(x) — (¥2),(2)
tende a 1(z) — wa(x) = ¢ Vo € D(0p1) = D(Jp2), e di conseguenza,
p1(z) = pa(z) +c. m

In taluni casi, nel calcolo del risolvente e dell’approssimante di YOSIDA,
possono essere utili i risultati seguenti, di facile dimostrazione.
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Lemma 2.3 Sia ¢ : H — RU{+00} una funzione convessa, propria, s.c.i.,
A il suo sottodifferenziale (le altre notazioni sono autoesplicative).
a) Fissato ¢ € R, si ponga A° := cA; si ha

AC = 0¢°, dove ¢°(z):= cp(x); Jy = Jex;
AS = Ao = (¢5), dove @5(x) = cFer(x) -
3) Fissato xg € H, sia A®) g := A(x — o). Si ha allora che
A®) = 9p™0)  dove 0@ (z) := @z — x0) ;
JizO)x =z + Jy(z — 20);

ATz = Ax(w — 20) = ()", dove {7 (x) 1= Ga(z — z0) -

) Fissato yy € H, sia AWly .=y, + gx; allora,
Al = gkl dove o) (x) := (yo, ) + @(x) ;
Tz = Jy(x = Ayo);
A[yO]x =y + A,\(x — A\yo) = (@E{’O]( )’ dove

P () = (yo, ) — —|?JO|2 + Pa(z — Ayo) -

) In conclusione, dai risultati precedentz st ricava che, ﬁssatz Zo,Yo € H
¢ ¢ € R, posto per semplicita Az = A=@)Wly = 4o+ cA(x — x0) (ed
indicando in modo analogo le qucmtzta riferite ad A°), si ha

A =8¢, dove ¢(x):= (yo,) + @z — x0);

Ra = o+ Jo(x — 10 — Ayo);

A/\x = Yo + CAC,\(JU — 2o — AYo) = (‘P)\( )),, dove
A _
QOE\(‘%) = (Yo, ) — §\yo|2 + cPer(x — 20 — Aygp) . m

ALCUNI ESEMPI CON H = R.

Premettiamo la seguente osservazione. Se A &€ monotono massimale in R,
per la Proposizione 2.14, i), si ha che D(A) e convesso, quindi Ja,b con
—00 < a < b < 400 tali che D(A) = [a,b] NR. Ne viene facilmente che
int(conv D(A)) = Ja,b[ (se D(A) e ridotto ad un punto, il risultato e ovvio;
altrimenti, basta applicare la Proposizione 2.17). Si ha poi che:

e l'applicazione x — A%z) (z € D(A)) ¢ non decrescente; Vo € Ja,b[,
si ha Az = [A%2—), A%(x+)]; se a € D(A), allora Aa =] — oo, A%(a+)],
ese b e D(A), allora Ab = [A°(b—), +o0 [;
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e ecsiste una funzione ¢ (determinata a meno di una costante additiva
arbitraria) convessa, propria, s.c.i., tale che A = Oy; precisamente, fissato
xo € D(A), risulta

o(z) = (o) + /x A%s)ds se x € [a,b]

+00 sex & [a,b] ’
dove p(zp) & un numero fissato ad arbitrio.
Dai risultati precedenti risulta che
ogni operatore monotono massimale in R ¢ monotono ciclicamente.

Segue qualche esempio, in cui, assegnato un operatore massimale monotono
A, determineremo: una funzione convessa, propria, s.c.i. ¢ tale che A = 0yp;
il risolvente J, di A; Dapprossimante di YOSIDA A, di A; la funzione
convessa e differenziabile ¢, con differenziale A, definita nella Proposizione
2.21, cosicché ¢y (z) = %|A>\(x)|2 + ¢(Jaz). Cio consentira di mettere in
evidenza le relazioni tra A ed Ay, e tra ¢ e @,.

1. Supponiamo che A sia una retta; e opportuno distinguere il caso di
una retta verticale dagli altri casi. B

i) Retta verticale. Cominciamo dal caso particolare A := {0} x R. E
immediato verificare che A = dp, dove ¢ = Iy; j,\x =0 Vr e R;

>y

~ 2
Az = § = ph(z), dove py(z) := %—)\ Il caso generale, in cui A := {zo} xR,
si tratta allo stesso modo direttamente (oppure, si puo ricorrere al Lemma
2.3, osservando che A = A(®)); si ottiene:

A =0p(z), dove ¢:= I

r—x (z — 20)?
Ayx = 3 0 _ e’\(x), dove py(z):= TO.

Un esempio (x¢ = .5; le linee a puntini corrispondono a A = .5, quelle a
trattini a A = .2); nella prima figura i grafici di A (linea continua) ed A,,
nella seconda di ¢ e py:

2 ’, 2
1- . 1 4
o- - o- 0 -
1- . 1 4
2 1 o 1 2 2 1 o 1 2
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i) Retta obliqua. Nel caso particolare A=1 , si ha subito che A= op =

@', dove p(z) :x_2j“ - I . A _7 =gh, dove p)\(x) :L
9 . 2) A 1+)\) A A ) A . 2(1+)\>

Nel caso generale, in cui Az := ax+b, con a > 0, si puo utilizzare il Lemma
2.3, osservando che A = A%l oppure procedere direttamente; si verifica
che

A=0p=¢', dove p(z):= gxz + bz;

ar +b , az? + 2bx
= = d = ——
(10)\('%.)7 ove (10/\('1.) 2(1 +a)\)
Un esempio (a =2, b= 1; linee a puntini per A = .5, a tratti per A = .2;
nella prima figura i grafici di A ed Ay, nella seconda di ¢ e @, ):

2 2

1 | 1 |

or | or |

Ak | Al |

'2-2/ 1 2 R 0 1 2
¢1.5(7) ©15(Y)

2. Sia A I'operatore di HEAVISIDE, cosi definito:

N {0} se x < 0,
Ar =< [0,1] sex =0,
{1} se x > 0.

E immediato verificare che A = 0@, dove @(z) := z*, e che

B T se x <0, B 0 se x <0,
J,\x:{() se 0 <z <)\, quindi A,\x:{§ se 0 <ax <A\,
T—A sexr >\ 1 se x> A

Di conseguenza, Ay = ¢, dove

0 se x <0,
2

oa(x) == %7—)\ se 0 <z <,
x—% se x> A

Pitu in generale, fissati «, 3,29 € R, con a < 3, si ponga

{a} se r < xg,
Ax =< [a, 5] se x = xg,
{5} se > .
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Direttamente, o dal Lemma 2.3, osservando che A = gﬁ_a’(xo)’[a], si ottiene

che A = 0p, dove

alr —xg) sex < xo,

p(x) = {5(33 —3y) se x> T

inoltre,
Q@ se x < o+ a\,
A = %1 se xg + aX < x < xo+ O,
154 se x > g+ [BA;
()4(3:—0‘7/\) se r < xg + a,
pa(z) = ozxo—I—(x_/\xO) se xo + al <z < x9+ [,

ﬁ(x—%)—(ﬁ—a)xo se x> g+ O

Un esempio (o = —.5, =1, xy = 1; a puntini A = 1.5, a tratti A = .5;
nella prima figura A ed A, nella seconda ¢ e @, );

2 : 3
1k

o i

1k |

2 1 0 1 2 L 1 0 1 2

3. Fissato r > 0, si ponga

0 se |z| >,
A g ] —00,0] sex=-—r,
N IR se |z| <,

[0,4+00[ sexz=r.

Allora (,Jy ed A, indicano il risolvente e I'approssimante di YOSIDA di
A)

0 se |y| >,

—o00,—1] sey=-—r

AT'A — ] m) Y
R I se [y] <.

[1,+oc[ sey=r,
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quindi
x  selx| <,
TJ,\x:{% se |z| >r,
mentre
0 se |z| <,
- x)\—r sex >r,
x)\_—l—r se x < —r.

Inoltre, ,A=0,0e A\ = (,p)), dove

0 se |z| <,
_Jo se |z| <, ) @=r) ser>r
ooy = {0 TES e =] ’
(x+7)
2\ se x < —T.

In generale, fissati a, b, yo € R, con a < b, si ponga

0 se x < a oppure r > b,
A ] —o0,a] sex=a,
* {yo} sea<xz<b,

[b,+00[ sex=h.

Osservato cha A = (,A)>@)lwol con 7 = @, c:=1, xg:= a—2|—b’ dai
risultati appena visti e dal Lemma 2.3 si deduce che A = d¢, dove

_ JYxr sea<wz<b,
() : { +o0o  altrimenti.

Inoltre,
xXa se r < a+ Ayo,
Az =< v se a+ Ayp < x < b+ Ay,
x;b se x> b+ Ay,
mentre
(z—a)’

ayo + oy se r < a+ Ao,
oa(z) = y0<x—%> se a+ Ay <z < b+ A\yo,

AV
byo + (xQ)\b) se x > b+ \yp.

Un esempio (a = —1, b =2, yo = 1; linee a punti per A = .8, a tratti per
A=.2):
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6 6

4t 1 4+ .

2+ : 2+ 1

o- . o- i

T R B
¢1.5(7) ©15(y)

UN ESEMPIO CON H = sPAZ10 DI HILBERT.

Riprendiamo 'ESEMPIO 12 del Sottoparagrafo 1.2.3, con 'ulteriore ipotesi
che K sia convesso e chiuso. Detto Jy il risolvente di A := 0lk, risulta

r=Jy <<= y€xr+Ng(r) = % € 0lk(z), e cio equivale a
richiedere che:

x € K ; inoltre, VYve K, (y—z,v—x) <0.

In altri termini, il risolvente di 0l non e altro che 'operatore di proiezione
Pg su K. Di conseguenza, I'approssimante di YOSIDA A, di A ¢ data in

questo caso da Ayz = %(x — Pgx).

Su questa osservazione si basa un metodo di risoluzione di disequazioni
variazionali del tipo

(PB1) cercare x € K tale che (Bx,v —x) > (f,v —x) Yv e K .

Mostriamo intanto che il problema precedente equivale a
(PB2) cercare x € H tale che f € Bx + 0lk(x).
In effetti, se x & soluzione di (PB1) si ha, per definizione,

Ik(v) > Ig(z) 4+ (f — Br,v—x) Yv e H,

cioe¢ z verifica (PB2). Reciprocamente, sia x soluzione di (PB2); allora
si ha intanto che x € K (altrimenti, Ik (z) = 0; si veda la Proposizione
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2.5, 1)). Quindi, Vo € H risulta, per definizione di sottodifferenziale, I (v) >
(f — Bx,v — x), da cui ovviamente si ricava che z verifica (PB1).
L’equazione approssimante di (PB2), cioe Bxy + Ayxy = f, per quanto
visto sopra si scrive Buy + %(x)\ — Pxxy) = f, e (naturalmente, in opportune
ipotesi su B), da una funzione u, che approssima la soluzione di (PB1). u
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Capitolo 3

PROBLEMI DI EVOLUZIONE

I problemi di CAUCHY-DIRICHLET (rispettivamente, CAUCHY-NEUMANN)
per 'equazione del calore sono classicamente formulati nel modo seguente.
Fissati 7" > 0, un aperto  “regolare di R, con frontiera I' := 09, delle
funzioni “regolari f : Qx [0,7] — R, uo: Q2 — R, gp,gn : Tx[0,T] — R,
cercare una funzione “regolare u: Q x [0,7] — R tale che

Qultl) _ Nu(a,t) = fla,t) in Qx10,T[,
u(z,0) = up(x) in Q (condizione iniziale, o di CAUCHY),

ed inoltre una delle seguenti richieste:
u(z,t) = gp(z,t) sul' x ]0,T[ (condizione di DIRICHLET),

oppure, v essendo la normale esterna a I,

w = Vu(z,t).v = gn(x,t) sul x ]0,T [ (condizione di NEUMANN).

In questo Capitolo esporremo alcune generalizzazioni (limitate per motivi
di tempo ad impostazioni astratte in ambito hilbertiano) della formulazione
classica, considerando, in adatti spazi funzionali, il problema di CAUCHY

uw'(t)+ Au(t) = f(t) in]0, T,
{ u(0) = uo,

dove A ¢ un (opportuno) operatore (non necessariamente lineare: si veda
il Sottoparagrafo 3.3.2). Verranno illustrati sia (brevemente) il metodo
variazionale di LIONS, per un’esposizione ben piu esauriente del quale si
rimanda ad esempio a: J. L. LIONS “FEquations differentielles opérationelles
et problemes auz limites, Grund. Math. Wissenschaft 111, Springer-Verlag
(1961); J. L. Lions, E. MAGENES “Problemes aux limites non homogenes
et applications, Dunod (1968); sia il metodo introdotto da HILLE e YOSIDA,
per il quale si veda il testo di H. BREZIS citato all’inizio del Paragrafo 2.2.

Alcune definizioni e proprieta di spazi di funzioni a valori vettoriali che
saranno utilizzati in questo Capitolo sono esposte nel prossimo Paragrafo.
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3.1 Funzioni a valori vettoriali.

Dati uno spazio mensurale (S, M, 1) (con p > 0), ed uno spazio di BANACH
E (di duale E'); enunceremo (molto concisamente) qualche risultato relati-
vo ad applicazioni f : S — FE. Per una trattazione piu esauriente riman-
diamo, ad esempio, a E. HILLE, R. S. PHILLIPS, “Functional Analysis and
Semi-groups, American Mathematical Society Colloquium Publications, Vol-
ume XXXI, 1957; N. DUNFORD, J. T. SCHWARTZ, “Linear Operators, Inter-
science, 1958; K. YOsSIDA, “Functional Analysis, Springer, 1965. Molto del
materiale qui riportato e tratto dalla nota, non pubblicata, di G. GILAR-
DI, “Fquazioni paraboliche astratte: impostazione variazionale, nella quale
vengono altresi dimostrate proprieta che qui saranno solo enunciate.

3.1.1 Integrazione.

Poniamo intanto le seguenti definizioni:

Definizione 3.1 f ¢ una funzione a scala se f(S) é un insieme finito; se,
inoltre, Vo € E risulta f~*({x}) € M, [ ¢ detta misurabile; se, di pi,
Vo € E\ {0} si ha u(f~'({z})) < +oo, f ¢ detta integrabile, e si pone'

[fan= ¥ wr e = X s (ah)e.s

zeE\{0} z€ f(S)\{0}

Nel caso generale di una funzione da S in F, ma non necessariamente a
scala, la definizione si estende nel modo seguente:

Definizione 3.2 f ¢ misurabile se esiste una successione { f,} di funzioni
a scala misurabili tale che f,(s) — f(s) q.0. in S. m

Vale il seguente fondamentale risultato:

Teorema 3.1 (di PETTIS) f é misurabile se e solo se é:

i) q.o0. a valori separabili (cioe, AN C S con u(N) =0 tale che f(S\ N)
¢ separabile);

ii) debolmente misurabile: Yy € E’ la funzione s — (y, f(s)) € misura-
bile. m

La definizione di integrale puo ora essere formulata come segue:

Definizione 3.3 f ¢ integrabile se esiste una successione { f,} di funzioni
a scala integrabili da S in E tale che:

i) Vn € N, la funzione s — || f.(s) — f(s)|| & integrabile;
i) iy [y 11 fa(s) — ()] di = 0. m

in altri termini, si adotta la convenzione che 0.f~1({0}) := 0 anche quando

F71{0}) = +oo.

1
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In queste condizioni, si puo dimostrare che la successione { | s Jn du} converge
in F ad un limite indipendente dalla successione { f,,} verificante i) e i1); cio
permette di porre la seguente

Definizione 3.4 Se f ¢é integrabile, ed {f,} é una successione di funzioni a
scala che verifica i) e ii) della Definizione 3.3, si pone

/Sfdﬂzznga/sfndu..

Risultati fondamentali sono contenuti nei seguenti teoremi:

Teorema 3.2 (di BOCHNER) f ¢ integrabile se e solo se e misurabile e la
funzione s+ || f(s)|| € integrabile su S. m

Teorema 3.3 (di LEBESGUE) Sia {f,} una successione di funzioni integra-
bili; se

i) 3f : S — E tale che f,(s) — f(s) q.0. in S;

ii) Jp : S — R, integrabile e tale che, Vn € N, || f.(s)|| < ¢(s) q.0. in S,

allora f & integrabile, e lim, [¢||f, — flldp=0.m

Analogamente al caso scalare, la dimostrazione del teorema di LEBESGUE
si basa sulla seguente generalizzazione del lemma di FATOU:

Lemma 3.1 Se {f,} € una successione di funzioni integrabili tali che, q.o.,
fa(s) = f(s), ed esiste ¢ tale che [¢||falldp < ¢ Vn, allora f & integrabile,
e risulta [ f|| dp < lim inf,, [ | full dpe. w

Possiamo ora definire spazi di tipo L” a valori in E, che generalizzano quelli
del caso scalare?

Definizione 3.5 Dato p € [1,+00[, si pone

i) LP(S; F) = {f e misurabile; s — ||f(s)||” é mtegmbile},

1/p
con norma definita da || flr(s;p) = {/ | f(s)]]P du} ;
S

i) L>(S; F) = {f ¢ misurabile; s — || f(s)|| é essenzialmente limitata} ,

con norma definita da | f||Le(s;) := sup essg || f(s)] .

Si puo dimostrare che se E ¢ riflessivo, p e o-finitaep € 11, +00 [, & possibile

identificare il duale di LP(S; E) a Li(S; E").

2

anche in questo caso, si tratta ovviamente di spazi i cui elementi sono classi di
equivalenza di funzioni: si identificano funzioni che differiscono su un insieme di misura
nulla.
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UN’APPLICAZIONE.

Sia A un operatore, in generale multivoco, in H (cfr. Definizione 2.3);
si puo definire un operatore A in H := L?(S; H) (identificato al suo duale)
ponendo 3

A:={[u;v] € HxH|v(s) € A(u(s)) q.o.in S}.
Vale allora la seguente

Proposizione 3.1 i) A é monotono se e solo se lo ¢ A;

it) se A e monotono massimale, e u(S) < +oo, oppure 0 € A0, allora
anche A é monotono massimale. u

Dim. i) Supponiamo che A sia monotono; V [ui;v1], [ug;v2] € A risulta
allora

(01 = a1 =1y = [ (0(9) = a(s)a(5) = () i > 0.

quindi A € monotono.

Reciprocamente, sia .4 monotono in H, e si fissi [£;n] € A, inoltre, si
scelga Sy € M con 0 < p(Sp) < 400, e si ponga x := xs,- Per i = 1,2,
fissati ad arbitrio [&;n;] € A, si ha che, posto u; := &§x + (1 — x);v; =
nix+n(1—x)], le funzioni a scala u;, v; € ‘H, ed inoltre [u;;v;] € A, dunque
(v1 — Vg, u; — ug)y > 0. poiché pero

(01 — v, Uy — Uy = /5(771 —n2,&1 — &) X(8) dp = p(So)(m — 12,61 — )

ne viene che anche A ¢ monotono.

it): fissato ad arbitrio v € H, poniamo u(s) := (I + A)"'v(s) e ug =
(I+ A)710; poiché |u(s)] < |u(s) —ug|+ |uo| = [(I+A)tv(s) — (I + A)~10] +
luo| < |v(s)| + |uo|, se ne deduce che u € H, quindi che v € u + Au, dunque
che A & massimale, almeno se ¢ verificata una delle condizioni seguenti:

wu(S) < 400, oppure 0€ A0. u

3.1.2 Continuita. Derivabilita puntuale.

Ci limitiamo, in questo e nei successivi due Sottoparagrafi, al caso in cui
S = [0,7] (oppure S = [0,+00[), M & la famiglia degli insiemi misurabili
secondo LEBESGUE di S, e p ¢ la misura di LEBESGUE in S; per semplicita,
esamineremo soltanto il caso di funzioni da S in W, dove W & uno spazio di
HILBERT separabile, identificato al suo duale (anche se alcune delle proprieta
che verranno enunciate potrebbero essere estese al caso di opportun: spazi di
BANACH).

3 la definizione si puo adattare al caso di un operatore da E in (F'), ed a spazi di tipo
LP a valori vettoriali, con p non necessariamente uguale a 2.
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La definizione di continuita (forte) nel punto ¢ty € S (da cui anche quella
di continuita in ) si formula in perfetta analogia al caso scalare (ad esempio,
se ty & interno ad S, si richiede che limy s, f(t) = f(t))*; cido permette di
defire lo spazio (di BANACH) delle funzioni (fortemente) continue in [0, 7]
a valori in W, che si indica con C°([0,T];W) e viene munito della norma
| fllcoqo,mw) == maxo<s<r [u(t)|. Si dimostra (verifica immediata) che

Proposizione 3.2 Se Wy, Wy sono spazi di HILBERT tali che W1 C Wy con
immersione continua, si ha C°([0,T]; W) C C°([0,T]; W), con immer-
sione continua. m

Anche la nozione di derivata (forte) puntuale si estende senza problemi:
ad esempio, si dira che f e (fortemente) derivabile in tq € ]0,7T [ se esiste nel-
la topologia forte di W il limy, o [(f(to + h) — f(to))/h]?, indicato con f’(to).
Per induzione, si definiscono poi le derivate successive f”(t),..., f®), .. con
Ck([0,T7;W) si indica lo spazio di BANACH delle funzioni che sono conti-
nue su [0,7] assieme alle loro derivate fino all’ordine k, e lo si munisce della
norma

K
1 llexqomimy = > I1F N eogoyw) -
=0

Infine, indichiamo con C*°( [0,T]; W) lo spazio vettoriale
+oo
() Ck([0,71;W),
k=0

e con D(0,T; W) lo spazio vettoriale

{feC([0,T];W) | Fe=e(f)>0: f(t)=0Vte [0,e] U [T —¢,T] }.

Un risultato importante & contenuto nella seguente
Proposizione 3.3 Vp € [1,+oc[, D(0,T;W) ¢é denso in LP(0,T;W). n

Non ci sono poi difficolta ad estendere le definizioni precedenti agli spazi
vettoriali C*( [0, +o0 [; W), C([0,400[; W), D(0,+00; W).

3.1.3 Derivata generalizzata. Spazi di Sobolev a valori
vettoriali.

In molti problemi, serve una nozione pit generale di derivata. Premettiamo
il seguente risultato:

4 a volte pud essere utile considerare la continuita debole nel punto £y o nell’intervallo

[0, 7], (oppure [0, +oc[) definite in modo ovvio.
5 se tale limite esiste nella topologia debole, si dira che f ha derivata debole in tg.
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Proposizione 3.4 Se f,g € L'(0,T; W), le condizioni sequenti si equival-
gono:

i) 3foeW o f(t) fo—i-fo T)dr q.0.1in ]0,T[;
i) [ (g(t), p(t)) dt = —fo ), @' (1)) dt Yo € DO, T:W);

iii) fOT(g(t),z = — [T (f(&), 2)¢/(t)dt Yz € W, Y € D(0,T). m
Siamo ora in grado di dare la definizione di derivata generalizzata:

Definizione 3.6 Se f,g € L'(0,T; W) wverificano le condizioni della propo-
sizione precedente, diciamo che g ¢ la derivata di f in L*(0,T; W) (o deriva-
ta generalizzata, o derivata nel senso delle distribuzioni di f), ed usiamo la
notazione f':= g (il che ¢é lecito, grazie all’osservazione che seque).

OSSERVAZIONE 3.1 Se f € CY([0,T];W), f" coincide q.o. con la derivata
puntuale di f; la derivata di f in L'(0,T;W) ¢ quindi effettivamente una
generalizzazione della derivata usuale. =

Vale inoltre la seguente notevole

Proposizione 3.5 Se f € LY(0,T;W) ammette derivata generalizzata in
LY0,T; W), allora f € C°([0,T]; W), ed Jc = ¢(T) :

HfHCO(OTW) (Hf”Ll 0,1;w) T Hf HLl(OTW)) - u
Possiamo ora definire gli spazi di SOBOLEV a valori vettoriali:
Definizione 3.7 Si pone H°(0,T; W) := L*(0,T;W), e, se k € N,
HY0,T;W) == {f € L*(0,T;W) | f € L*(0,T;W), i=1,....k}.m

Si dimostra che, munito del prodotto scalare

k
(f g HE(0,T;W) Z f() LQ(O,T;W) )

=0

Proposizione 3.6 i) H*(0,T; W) ¢ uno spazio di HILBERT;
i) H*(0,T; W) C C**([0,T]; W) con immersione continua;
iii) C°°([0,T]; W) ¢& denso in H*(0,T;W). m
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3.1.4 Variazione totale; assoluta continuita.

Premettiamo la seguente

Definizione 3.8 Si pone
W0, T; W) := {f c LP(0,T; W) ‘ f' e LP(0,T; W)} ,
con norma
» i 1/p
I wssioany = {1 Wwozamy + 17 Enozary b - o

Nel caso scalare, si ha che f € W1P(0,T) se e solo se
i) f ¢ assolutamente continua, e f' € LP(0,T);
o0, equivalentemente,
it) f € continua, e la sua derivata nel senso delle distribuzioni ¢ in LP(0, 7).

E naturale chiedersi se risultati analoghi valgono nel caso vettoriale. Comin-
ciamo a porre la seguente definizione:

Definizione 3.9 La variazione totale di f: [0,7] — W ¢ definita da

=0

Si dice che f ¢ a variazione limitata su [0,7] se V(f;T) < 4o00; lo spazio
delle funzioni a variazione limitata si indica con BV (0,T;W). n

Vale il seguente risultato:

Proposizione 3.7 Se f € BV(0,T; W), allora:
i) f e L®0,T;W);
ZZ) \V/t() - [O, T [, El limt_)t0+ f(t), Vt() c ]0, T] ; El 1imt_,t0_ f(t),
iii) Yh € 10, T [, risulta

/0 R — FO]dt < hV(f:T). m

OSSERVAZIONE 3.2 E ben noto che se f € BV(0,T;R) allora, g.o. in
10, T[, esiste f’(t); un risultato analogo vale piu in generale per funzioni
in BV(0,T; W), ma solo nel caso in cui la derivata sia intesa in senso debole:

Proposizione 3.8 Se f € BV(0,T;W), allora esiste un’unica funzione
fl € L'(0,T; W) tale che, q.o.in ]10,T[,

ft+h) - f(t)
h

— fi(t) in H, per h — 0.

w

Inoltre,

| llde < vy 150 < SVRT) a0 in 071
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Anche la definizione di funzione assolutamente continua si estende al caso
vettoriale:

Definizione 3.10 f: [0,7] — W ¢ assolutamente continua se Ve > 0
36 > 0 : per ogni successione {] v, B, [} di intervalli disgiunti in [0,T] con

Yon(Bn — ) <6, risulta Y, | f(Bn) — flow)| < €. Lo spazio delle funzioni
assolutamente continue da [0,T] in W si indica con AC(0,T;W) . u

E evidente che AC(0,T; W) C BV (0,T;W); inoltre, se f € AC(0,T; W)
la funzione ¢t — V(f;t) ¢ in AC(0,T;R), e si ha

td
V(f;t)Z/O EV(f;T)dT

) - sl s [ Evina o<t <nsT

t1

Reciprocamente, se 3p € LY(0,T;R) : |f(t1) — f(ts | < ft t) dt quando

p(t)
O<t1<t2<T allora f € AC(0,T; W), edmoltre% (f;t) < p(t) go. in
10,T[.

Le relazioni tra derivabilita della funzione t — V (f;t) ed appartenenza di
faWh(0,T; W) sono piuttosto complesse; ci limitiamo a citare il seguente
risultato:

Proposizione 3.9 i) Vp € [1,4+00] si ha che se f € AC(O,T; W) allom,
q.0. in ]0,T[, esiste la derivata f'(t) di f(t), e f(t) = +f(f (T

i) se f € BV(0,T;W), si ha f € WHY(0,T;W) < fo |f(¢ |dt =
V(f;T). m

OSSERVAZIONE 3.3 La maggior parte delle definizioni e dei risultati richia-
mati in questo e nei due precedenti Sottoparagrafi si possono estendere al
caso in cui W sia uno spazio di BANACH, purché riflessivo, ma non nel
caso generale. Ad esempio, si consideri la funzione ¢ — f(t) cosi definita da
[0,1] in L'(0,1): f(t)(x) :=0se 0 <z <t f({)(z) =1set <z <1 E
evidente che f € BV(0,1;L'(0,1)). Tuttavia, in nessun punto t, € 10,1[
esiste la derivata debole f! (ty): altrimenti, si dovrebbe avere, in particolare,
che Vo € D(0,1)

ol filt) 9o = Jim & [ (£t 1)(@) = Flto) (@) (o) do =

h—0+

da cui f! (to) = —d,°, assurdo. =

6 §;, & la misura unitaria concentrata nel punto to.



3.2. IL METODO DI LIONS. Pag. 75

3.2 Il metodo di Lions.

Diamo ora qualche cenno alla formulazione variazionale del problema di
evoluzione che stiamo considerando.

3.2.1 Terna hilbertiana.

Ricordiamo anzitutto la definizione di terna hilbertiana (V, H, V') (si veda
[Br], Capitolo 5, OSSERVAZIONE 1).

Sia H uno spazio di HILBERT, con prodotto scalare (., .) e norma |.|,
che identifichiamo al suo duale. Sia V un sottospazio lineare denso in H,
e supponiamo che V' sia munito di un prodotto scalare ((., .)) e della cor-
rispondente norma || .|| che lo rendono uno spazio di HILBERT' separabile.
Supponiamo infine che I'iniezione di V' in H sia continua: 3¢ > 0: Yv € V
risulta |v] < ¢||v||. Sipuo allora immergere H nel duale V' di V', con immer-
stone continua e con immagine densa. In effetti, fissato h € H, consideriamo
I'applicazione definita su V' nel modo seguente: v +— (h,v). E lineare e con-
tinua, quindi individua un elemento di V’, che indichiamo (per il momento)
con Ih. Si ha dunque, per definizione,

vi{(Ih,v)y := (h,v) Yv eV, Vhe H,
|ITh||y: = sup v (Ih,v)y < sup |h| |v| < clh|;
veV veV

loll=1 loll=1
Ih=0= (h,v) =0 YveV = h=0;

inoltre, I(H) ¢ denso in V': se un funzionale lineare e continuo ® su V' ¢
nullo su I(H), si ha intanto che Jv € V' : ®(v') =y (v, v)y Yo' € V. Inoltre
deve essere 0 =y (Ih,v)y = (h,v) Vh € H, da cui v =0.

In definitiva, tramite I si puo immergere H in V', con immersione con-
tinua e densa; ¢ quindi possibile identificare H ad un sottospazio di V’,
ottenendo lo schema (terna hilbertiana)

VcCH=H cV';

scriveremo d’ora in poi, Vh € H, h anziché Ih, ed indicheremo la dualita
tra V' e V scrivendo (., .) anziché v/(., .)y; |||« e (,.)« indicheranno la
norma ed il prodotto scalare in V.

Fissato ora u € V| consideriamo ’applicazione definita su V' come segue:
v +— ((u,v)). E un funzionale lineare e continuo su V, quindi individua un
elemento Ju € V', caratterizzato dalla relazione

(Ju,v) = (u,v) Yu,veV.
E evidente che J ¢ lineare, continuo, iniettivo, suriettivo, ed inoltre || Jul|, =
supyy=1 (Ju,v) = supj = (u,v)) < [lull; poiché per u 7 0 risulta || Tull, >

u, ﬁ = ||u, si ha in definitiva che

J ¢ un isomorfismo isometrico di V su V' .

7 per semplicita: in realta, la definizione si puod estendere a casi ben pit1 generali.



Pag. 76 CAPITOLO 3. PROBLEMI DI EVOLUZIONE.

Ne viene quindi che (Ju, Jv)). = (u,v)) Yu,v € V. In particolare,
(Tu,u) =lull® Yue Vs Jwli= T w|* = ({w,J w) YweV"

Si noti che risulta J # Ijy: altrimenti si avrebbe, Vu,v € V, (Iu,v) =
(u,v) = (Ju,v) = ((u,v)), il che & possibile solo se V' ed H coincidono.

Fissata una terna hilbertiana (V, H, V'), valgono le seguenti proprieta (si
ricordino le Proposizioni 3.2 e 3.3):

Proposizione 3.10 i) Risulta
C°([0,77;V) C C°([0,T1; H) C C°([0,T]: V)

con immersioni continue;
ii) D(0,T;V) € denso in LP(0,T;H) ed in LP(0,T;V') Vp € [1,400[. n
Uno spazio importante nell’ambito delle equazioni di tipo parabolico ¢

lo spazio HY(0,T;V, V') := L*(0,T;V) N H'(0,T; V"), munito della norma

1/2
|| 10,1707 = (HUH%Q(O’T;V) + ”U/H%Q(O,T;V/)) che lo rende uno spazio di
HILBERT. Si dimostra che

Proposizione 3.11 1) C*([0,T];V) ¢ denso in H*(0,T;V,V");
i) HY(0,T;V,V') C C°([0,T]; H) con immersione continua;
iii) se f,g € HY(0,T;V,V') risulta, Vs,t € [0,T],

/ {{f'(7),9(r)) + (d'(7), F(7)) } d7 = (f(2), 9(t)) = (f(5), 9(5)). w

Poniamo inoltre la seguente
Definizione 3.11 Sia A € L(V;V'); poniamo
D(A;H) :== A™Y(H), con norma ||v|pa.m) = (||v||2 + |Av|2)l/2 :

HY(0,T;D(A;H),H) := L*(0,T; D(A; H)) N H*(0,T; H), con norma
/
”UHHl(O,T;D(A;H),H) = (”UH%Q(O,T;V) + ”AU”%Q(O,T;H) + ”UIH%%O,T;H)) - u
Vale allora la seguente

Proposizione 3.12 Se A € L(V; V') verifica le sequenti proprieta:

i) simmetria: (Au,v) = (Av,u) Yu,v € V;

i) coercivita debole: I(A > 0, > 0) : (Av,v) + A |v]? > afjv]|* Yv eV,
allora HY(0,T; D(A; H), H) C C°([0,T7;V) con immersione continua. Se
u,v € HY(0,T; D(A; H), H) si ha, Vs,t € [0,T],

/ {(Au(r),v'(7)) + (Av(7), /(7)) } dr = (Au(t), v(t)) = (Au(s), v(s)) ;

/ (Au(7),u' (7)) dr = 5 (Au(t), u(t)) — 5 (Au(s),u(s)) . m
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3.2.2 Teorema di esistenza, unicita e regolarita.

Premettiamo la seguente disuguaglianza:®

Lemma 3.2 (di GRONWALL) Se ¢ € L'(0,T) ed esistono a > 0,b > 0 tali
che, q.o. in ]0,T [, risulti

b ' d
pr) <ot [ o),
allora, q.o. in ]0,T[,

o(t) < aexp(bt).

Dim.: moltiplicando per exp(—b7) entrambi i membri della disuguaglianza
data per ipotesi, si vede che

o (ew-om) [ o016 < aesp(-om);

da cui, integrando tra 0 e ¢ e moltiplicando per (b exp(bt)), la tesi. m

Siamo ora in grado di enunciare il risultato principale di questo Paragrafo:

Teorema 3.4 Se A € L(V;V') ¢ debolmente coercivo, ¥f € L*(0,T; V")
e Yug € H esiste un'unica v € HY0,T;V,V') che risolve il problema di
CAucHY

(Pb) : {Z(((;) ;Lf;(t): f(t) qo. in]0,T],

Inoltre, u dipende con continuita dai dati, nel senso che
Je=c\ o, T, | Allcen) = ullmorviny < e (Juol + | Flle2omv) -

Vale inoltre il sequente risultato di regolarita: se A é simmetrico (nel senso
della Proposizione 3.12, i)), se f € L*(0,T; H) ed ug € V, allora risulta
ue HY0,T; D(A; H), H), e vale la maggiorazione

lullzr2 0,700,y < € (luoll + 1 fllz2o.rimm)
conc=c(\a,T,||Alcorvr)) -

Dim.: i): unicita. poiché il problema ¢ lineare, non si perde in generalita se
si suppone, come faremo, che f = ug = 0. Moltiplicando ’equazione per u,
integrando tra 0 e t e tenendo conto che u(0) = 0, si ottiene

0= [y + [ au)umyar = Sop+

[ Aut) e ar = P+ [ = [ P

8 in un caso molto particolare, che & stato oggetto di numerosissime generalizzazioni.
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ne viene che
t t
0 < Ju()P? (s o)+ 20 [ Hu<TH2dT> <o [ utr)par.
0 0

quindi, per il Lemma di GRONWALL (con o(t) = |u(t)]?, a = 0, b = 2)\),
u(t) =0q.0.in JO,T[. =

it): esistenza. Utilizzeremo il cosiddetto metodo di FAEDO-GALERKIN,
che (molto succintamente) si articola nei seguenti passi:

— fissata una successione {V,,} di spazi a dimensione finita che “invadono
V', si risolve in ciascuno dei V,, un “problema approssimato;

—si trovano maggiorazioni sulle “soluziont approssimate sufficienti a garan-
tire che una sottosuccessione delle soluzioni approssimate ¢ convergente ad
un limite wu;

— si dimostra che u ¢ soluzione del problema di CAucHY (Pb).

e Scelta degli spazi. poiché V' e separabile, possiamo scegliere una successione
{V,,} non decrescente di sottospazi di V, ciascuno a dimensione finita, tale
che UV, sia densa in V, quindi in H. Fissata una successione {ug,}
tale che ug, € V,, Vn e ug, — o in H?, consideriamo Vn € N il problema
approssimato

trovare u,, € HY(0,T;V,) tale che, Yv € V,,,
(Pba) : ¢ (up(t),v) + (Aun(t), v) = (f(t),v) q.o. in J0,T[,

<un(0)’v> = <u0n>v>'

Scelta in V,, una base {eV),e® ... ™1} (con m = m(n) = dimV,,) si
scriva u,(t) == > yi(t) e?; posto, per i = 1,2,...,m, gi(t) := (f(t),e?)
e yoi := (ugn, e?), il problema approssimato (Pb,,) diventa un problema di

CAucHY per il sistema differenziale lineare del primo ordine, di m equazioni

in m incognite,
{ Bny'(t) + Any(t) = g(t),
y(0) = %o,
dove i vettori y(t), g(t), yo sono dati da y(t) := (y1(t),...,ym(t)), g(t) =
(1), -, 9m(t)), Yo := (Yo1, - - - » Yom), mentre A,, B, sono le matrici m x m
di elementi a;; = (AeW) e®) e by := (e, el). poiché i vettori e sono
linearmente indipendenti, B,, € invertibile; inoltre, per z = 1,...,m si ha

(01 < 1O 1] < 17O (x 101)
e pertanto g;(t) € L?(0,T). Ne vengono esistenza ed unicita della soluzione,

con y; € HY(0,T). Quindi, il problema approssimato ha una ed una sola
soluzione u,, € H'(0,T;V,,).

9 evidentemente, non & limitativo supporre che risulti |ug,| < co|ug| per un’oppor-
tuna costante ¢y > 0. Nel resto del Paragrafo, c1,co, ... indicheranno costanti positive
indipendenti da n.
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OSSERVAZIONE 3.4 L’introduzione della successione {ug,} € fatta in vista
del risultato di regolarita enunciato, ma e inessenziale per quanto riguarda il
risultato di esistenza, per ottenere il quale si potrebbe sostituire la condizione
di CAaucHy in (Pb,,) con la seguente: (u,(0),v) = (ugp,v) Vo € V,,. m

e Maggioraziont delle soluzioni approssimate. Scegliendo, nel problema ap-
prossimato (Pb,,), v := w,(t), si ottiene, ¢.o. in J0,T'[,

(un (8), un(t)) + (Aun(t), ua(t)) = (f (1), un(t))
da cui

[+ [~ [

Osservato che:10

1

! ! 2 1
[ ey dr = S -

Slun ()

/Ot<Aun(T),un(T)> dr > Oz/t | (7|2 dT — /\/Ot lu (7)[2 d
/tw )y unlT d7</ 1f ()]s ()] dr <

—/||f J2dr+ & /||un ) dr
n2—n022tn2d—2>\tn2d_
1 (£)[2 — Jun (0)? + a/o it (72 dr /0|u ()2 dr <

1 t t
S r@Rd o [ @) .

Si osservi ora che, poiché u,(0),ug, € V,, la condizione iniziale in (Pb,)
implica che u,(0) = wug, (si scelga v = u,(0) — ug,), da cui segue che
|un(0)] = |uon| < colugl; 'ultima disuguaglianza scritta fornisce allora la
seguente maggiorazione:

se ne deduce che

pult) = [un(D)? + 0 / lun(7) |2 dr <

1 t t
(lon P + % [ 15 ar) 42 [ untrar <
0 0
2 2 1 2 !
(ol + 210w ) +22 [ ntryar.

9 nell'ultima disuguaglianza, si usa la maggiorazione AB < g A+ i B2, conseguenza
ovvia di 0 < 5=(ad — B)2.
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E quindi possibile applicare il Lemma di GRONWALL, ottenendo la maggio-
razione

¢Aw=mAM?+qAn%vm%hs

1
(Al + 21 B ) exp(2aT),
da cui si deduce che

ltnllZogocryn + Nunleoiry < €1 ([uol + 1f 13200 ) -

e Passaggio al limite. poiché, come si e visto, u,(0) = wug,, si ha intanto, per
definizione di {ug,}, che lim, u,(0) = uy in H. Osserviamo poi che, dalle
maggiorazioni ottenute nel passo precedente, si ricava in particolare che {u,, }
¢ limitata in L2(0,T; V), dunque ¢ possibile estrarne una sottosuccessione
{un, } debolmente convergente ad u in L*(0,7; V). Dato che A € L(V; V'),
ne viene altresi che Au,, tende debolmente ad Au in L?(0,T;V"). Fissati ad
arbitrio ¢ € H'(0,T) con p(T) =0, e w € V,,,, dall’equazione approssimante
verificata da u,,, siottiene (moltiplicando per w ¢(t) ed integrando per parti)

—A<%wmwwww:A<ﬂww%memmM+wmmwwwy

Anzi, (per la monotonia dei V,,), fissato k si ha, Vh > k,

14mwmww@ﬁzlum—mM®wmww+wawm@,

quindi, al limite per h — +o0,

—A<wmw¢wm=A<ﬂwn%www@ﬁ+wawm.

L’uguaglianza precedente ¢ stata dimostrata Vk € N e Vw € V,, ; ma ¢ facile
controllare che vale Vw € V. Si ha quindi, in particolare, che

—/0 (u(t),w)'(t) dt = /0 (f(t)—Au(t),w)yp(t)dt Yw eV, Vo € D(0,T).

Ne viene che f(t) — Au(t) e la derivata distribuzionale di u(t) (si ricordino
la Definizione 3.6 ¢ la Proposizione 3.4, e si osservi che, Vz € V’, posto
w = J7 1z, risulta (u(t),w) = (J(J tu(t),w) = (ut), Jw)). = (u(t),2)s,
e, analogamente, (f(t) — Au(t),w) = (f(t) — Au(t), 2)).); in particolare, ne
viene che

we HY0,T;V, V') e u/'(t)+ Au(t) = f(t) qo.in JO,T[.

Fissati ad arbitrio w € V e ¢ € HY(0,T) con ¢(0) = 1 e o(T) = 0, molti-
plichiamo ’equazione precedente per w ¢(t) ed integriamo per parti il primo
termine; otteniamo

- [Cwr g+ [ .l i -
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A<ﬂmwm@ﬁ+wmmw.

Confrontando con l’equazione ottenuta passando al limite per h — 400 e
grazie alla densita di V in H, si conclude infine che u(0) = ug. =

i11): regolarita. Terminiamo la dimostrazione del Teorema mostrando
che una maggiore regolarita dei dati permette di ottenere ulteriori infor-
mazioni sulla soluzione. Supponiamo dunque che A sia simmetrico, che
f € L*0,T;H), e che uy € V. Riprendiamo il problema (Pb,), ed os-
serviamo che in questo caso possiamo supporre che ug, € V,, ed inoltre
lim,, ugn, = up in V, e |Jugn|| < e2lluo||l. Ci servira un’ulteriore stima, che ora
deduciamo. In (Pb,,), scegliamo v := u! (t) ed integriamo; si ottiene

fWﬁWW+KM%WWW%M:KUWWme.

Osservato che (grazie anche alla simmetria di A) risulta

(Aun(T), up (7)) = 5 == (Aun(7), un(7)) ,

si ha che

/0 (Aup (7), 10, (7)) dr — %(Aun(t),un(t» _ %(AuOn,u0n> >

« A 1
§Hun(lf)|!2 — Slun(t)]* = Al e [uon|* >

2
a2 = 2fun(®) = ool
2 2

E poi evidente che

[ @i < [isorars g [ o

in definitiva, ne risulta facilmente che
L[ o A e
5 [ 1R+ Sl @I < S0P + el + 5 [ 170 Par.
0 0
poiché {u,} ¢ limitata in C°([0,T]; H), ne segue che
L[t 2 « 2
5 |ul, (7)1 dr + §||un(t)|| <e¢ Vte [0,T].
0

Ne viene, in particolare, che {u/} ¢ limitata in L?(0,T; H); ne possiamo
quindi estrarre una sottosuccessione {u;, } debolmente convergente ad uno
z € L?(0,T; H). poiché pero il limite di {u/} nel senso delle distribuzioni
a valori in V' & o/, ne consegue che v’ = z; quindi v’ € L*(0,T;H) e
/| 20,y < s {Ulwoll + [1f | 20,70 -

Infine, dall’equazione in (Pb) si ricava che Au = f —u' € L*(0,T; H), e
che | Aullr2rsm < 1f 2025 + 10| 2mimy < cs {lluoll + [[f |2y b - m



Pag. 82 CAPITOLO 3. PROBLEMI DI EVOLUZIONE.

3.2.3 Qualche complemento.

Una nozione strettamente collegata a quella di operatore debolmente coercivo
¢ la nozione di operatore V —ellittico:

Definizione 3.12 A € L(V;V') ¢ detto V—ellittico se 3o > 0 tale che
risulti (Av,v) > a|v||? Vo € V. u

Ovviamente, ogni risultato di esistenza ed unicita valido per operatori
debolmente coercivi vale anche, in particolare, per operatori V —ellittici. Re-
ciprocamente, se si ha un risultato di esistenza ed unicita per il problema
di CAaucHY (Pb) con dati f, up quando A ¢ V—ellittico, allora lo stesso
risultato vale anche se A ¢ soltanto debolmente coercivo. In effetti, se in
(PDb) si effettua il cambiamento di funzione incognita w(t) := exp(—At) u(t),
il problema, in termini di w, si scrive

{w’((t)) + Aw(t) +  w(t) = f1(t) := exp(=At) f(t),
w(0) = uy,

cioe, ancora come un problema di tipo (Pb), ma relativo all’operatore A+ \I
(I := immersione di V' in V"), che, se A ¢ debolmente coercivo (con costanti
A >0, a>0),e V—ellittico (con costante «).

Illustriamo ora brevemente alcune semplici estensioni!! del Teorema 3.4
al caso di operatori o dati piu generali.

Una prima estensione riguarda la possibilita di “perturbare l'operatore
debolmente coercivo A € L(V; V') con un operatore “di ordine inferiore; si
ha, ad esempio, la seguente

Proposizione 3.13 Siano: A € L(V; V') un operatore debolmente coercivo;
B un operatore in L(V; H); f,uy assegnate rispettivamente in L*(0,T; V")
ed in H. Allora esiste un'unica w € H*(0,T;V,V") che risolve il problema di
Caucny

(Pb(A,B)) : { W/(t) + Au(t) + Bu(t) = f(t) q.0. in]0,TT,

u(0) = up;

u dipende con continuita dai dati: ||ull oy < o7 {uol + | fl| 220797 } -
Se, inoltre: A ¢ simmetrico'?, f € L*(0,T; H) ed ug € V, allora la soluzione
é in H'(0,T;D(A; H),H), e vale la maggiorazione |ullgor;pasm),m <
cs {luoll + I f 220,75 } -

Dim.: la parte riguardante esistenza, unicita e dipendenza continua della
soluzione dai dati e conseguenza immediata del Teorema 3.4, pur di mostra-
re (come ora faremo) che, nelle ipotesi poste, anche A+ B ¢ un operatore de-
bolmente coercivo in L(V; V). In effetti, & evidente che (A+ B) € L(V; V'),
e che se risulta (Av,v) + A |v]*> > a|[v]|> Yo € V (con A > 0, a > 0), allora

I data I'importanza, anche in vista delle applicazioni, del Teorema 3.4, ne sono state
date numerose altre, in varie direzioni, che pero non & qui possibile esporre.
12 si noti che la richiesta di simmetria & fatta solo su A.
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A >0, a>0) : ((A+ Bu,v)+ |2 > @lv||2, sempre Vo € V. In-
fatti, si ha intanto che, Vy > 0, [(Bu,u)| = |(Bu,u)| < ||B|lzov.m) ||ull |u| <

B . <1 U 2—I—L u2>; osto v 1= T5r&——, si ottiene che
IBlecv.m (3 1l + g [uf)s posto 7 += e —

(A Blu,u) =  ul? - (A+ Pawm ) e,

cioe la disuguaglianza cercata, con

. a ~ IBZv,
ai=—, A=A+ TTTEWVH)
2 2c
Per cio che riguarda il risultato di regolarita, riprendiamo la dimostrazio-
ne del Teorema 3.4, punto i), di cui manteniamo le notazioni. Si osservi

intanto che

[{(Bun (), 1, (7)) = |(Bun(7), tp (P))] < 1Bl vl un (T up (7)] <

1
1Bl { 3 Va2 + - i)

Vv > 0. Scelto 7 := 2||B||z(v;m), ne risulta che

t t 1 t
[ B i) b = B [ P ar = [ R

Combinando questa disuguaglianza con le maggiorazioni trovate nella di-

mostrazione del Teorema 3.4, i) per gli integrali f0t<Aun(7') ul (1)) dr e

f(f(f(T), ul, (7)) dr, si ricava che

1 / 2 o o 1 r 2 2
3 P+ Sl < 5 [ 1RO b+ el
0 0

A
§||Un||00([O,T];H) + 1Bt Nunll 20.2:v)

poiché {u,} & limitata sia in C°([0, T|; H) sia in L*(0,T; V), il primo membro
della disuguaglianza precedente ¢ limitato; la conclusione segue come nel
Teorema 3.4, iii). m

Una seconda estensione e relativa ad un risultato di regolarita valido in
ipotesi meno restrittive su f:

Proposizione 3.14 Sia A € L(V; V') un operatore debolmente coercivo e
simmetrico; sia uy € V', e supponiamo che f si possa scrivere nel modo
sequente: f = fi + fa, con fi € L*(0,T;H) ed fo € H'(0,T;V"). Allora la
soluzione u del problema di CAUCHY (Pb) verifica inoltre uw € L>(0,T;V),
' € L2(0,T; H).
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Dim.: se in (Pb,,) si scegliec v := u], e si integra tra 0 e t, si ottiene

t )\ t
DR 4 Sl 01 < Sl OF + el + [ (7). (r)) dr <

A 1" 1 [ !

S +esllol+3 [ 1HOF e [ ars [, @) ar
2 2 Jo 2 Jo 0

Resta da valutare I'ultimo termine scritto. Per ogni v > 0, risulta

t
0

A<ﬁh%%ﬁ»wf#ﬁ@%%@»—Uﬂ@wd@%i/U%ﬂwdﬂwfé
Y 2 1 2 1 2 1 2
LIS + = lun I + 5152001 + 3l 0)1P+

I I
5 [ 105 [l lPar.
0 0

Scegliendo 7 := %, ed osservato che £ |u,(0)]|? < col|ug||?, si ottiene che

| >~

1 [t Q 1
Q/hMﬂFm+ZWM0WS [un(®)® + exolluol* + 5 llunll 20,0y +
0

1 1 1 1
§||f1||%2(0,T;H) + (a + 5) ||f2||200([o,T];V/) + §||f§||%2(o,T;V/)-

La limitatezza di {u,} in C°(0,T;H) ed in L*(0,7;V) permette ora di
concludere la dimostrazione. =

OSSERVAZIONE 3.5 La formulazione ora vista (in termini di operatori linea-
i) puod essere sostituita, in modo equivalente, con quella in termini di forme
bilineari. Dato A € L(V; V'), se si pone a(u,v) := (Au,v) Yu,v € V| si vede
che T'applicazione a : V x V — R & bilineare (cio¢, Yv € V, I"applicazione
u +— a(u,v) € lineare, e, Vu € V, l'applicazione v — a(u,v) ¢ lineare) e
continua (IM : a(u,v) < M |[u|| ||v|| Vu,v € V). Se A ¢ debolmente coercivo,
(FA>0,a>0): (Av,v)+A|v]?2 > a|[v||* Vv € V), lo & anche a con le stesse
costanti(Vo € V' a(v,v) + Av]?2 > al[v|?). Se A & simmetrico, lo ¢ anche
a (a(u,v) = a(v,u) Yu,v € V). Reciprocamente, se ¢ data un’applicazione
a:V xV — R che sia bilineare e continua, si verifica subito che per u fissata
in V l'applicazione v — a(u,v) ¢ un elemento di V’, che ¢ lecito indicare con
Au, dove A € L(V;V’). Se a e debolmente coerciva lo ¢ anche A, e se a ¢
simmetrica lo ¢ anche A.

La formulazione in termini di una forma bilineare puo ad esempio rendere
piu agevole I'estensione (sulla quale peraltro non ci soffermiamo) al caso di
forme piu generali, anche dipendenti dal tempo. m




3.3. IL METODO DI HILLE-YOSIDA. Pag. 85

3.3 Il metodo di Hille-Yosida.

Esponiamo ora, per il problema di evoluzione che stiamo considerando, il
cosiddetto metodo di HILLE-Y OSIDA, fondato, anziché sulla nozione di terna
hilbertiana, su quella di operatore monotono massimale (non necessariamente
lineare) in uno spazio di HILBERT.

3.3.1 1l caso lineare.

Questo caso ¢ sviluppato in [Br], Capitolo 7, al quale rinviamo per una
trattazione esauriente; ci limitiamo qui a ricordare i risultati principali.

Teorema 3.5 (di HILLE-YOSIDA lineare) Sia A un operatore lineare mono-
tono massimale in H. Per ogni fissato ug € D(A), esiste un’unica funzione'

u € C°([0,+oo[; D(A)) N C([0,+oo[; H)

che risolve il problema di CAUCHY

{u’(t) +Au(t)=0 Vt>0,
u(0) = ug .

La soluzione u verifica inoltre le maggiorazioni:
()] < luol; |/ ()] = [Au(t)] < [Aug|, VE >0 . m

Definizione 3.13 Nelle ipotesi e con le notazioni del Teorema 3.5, ponia-
mo, Vt > 0,

Sa(t)ug == u(t) .
poiché D(A) é denso in H e |Sa(t) uo| < |ug|, si puo prolungare la definizione

D(
di Sa(t) (in modo unico) a tutto H ; tale prolungamento verra indicato ancora
con Sx(t), e detto il semigruppo generato da —A. u

Si vede facilmente che

Proposizione 3.15 La famiglia {S4(t)}t>0 € un semigruppo continuo di
contrazioni lineari, cioe, verifica le proprieta sequenti:

Z) SA(O) = [,' th,tg 2 0 si ha SA(tl + tz) = SA(tl)SA(tQ),'
ZZ) limt_,0+ |SA(t)UQ — U0| =0 Yug € H,‘14

OSSERVAZIONE 3.6 Reciprocamente, si puo dimostrare che, dato un semi-
gruppo continuo di contrazioni lineari {S(¢)}:>0, esiste un unico operatore
lineare monotono massimale A tale che S(t) = Sa(t) V¢t > 0. m

'3 D(A) (pit in generale, D(A7) con j € N) & munito del prodotto scalare (u,v) p(asy :=
2 _o(AFu, A*v) (dove si & posto A% :=TI).

4 ne viene evidentemente che, Yug € H e Vtg > 0, limy_o |Sa(to+h)uo—Sa(to)uo| = 0.
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OSSERVAZIONE 3.7 Alcune estensioni del Teorema 3.5 al caso di un ope-
ratore definito su uno spazio di BANACH, nonché ad equazioni con secondo
membro non nullo, sono brevemente richiamate in [Br], Complementi al
Capitolo 7, assieme a qualche cenno su metodi iterativi per la soluzione del
problema di CAUCHY. =

Ulteriori proprieta (si veda [BRr], Teorema VII.5 e Teorema VII.7)
sono le seguenti:

Proposizione 3.16 Se uy € D(A*) con k > 1, la soluzione u data dal
Teorema 3.5 ¢ inoltre tale che

u€ CF ([0, +oo[; D(AY)) (j=0,1,...,k). u

Proposizione 3.17 Se A ¢é un operatore lineare monotono massimale ed
inoltre autoaggiunto, allora Yug € H esiste un’unica funzione

u € C°([0,+00[; H)NC°(J0, 400 [; D(A)) N C' (10, +oo [; H)

tale che
w(t)+ Au(t) =0 Vt >0,
u(0) = ug .

Inoltre, risulta

()] < fuol , [uw/(t)] = |Au(t)] <

1

u€ C*(J0,+00[; D(A?)) VEk,jEN . u

3.3.2 1l caso non lineare.

Esaminiamo ora la possibilita di estendere (alcuni) dei risultati precedenti
al caso non lineare. Se A € un operatore monotono massimale multivoco,
occorre intanto modificare la formulazione del corrispondente problema di
CAUCHY, che va scritto

{u’(t) + Au(t) 30,
u(0) = ug .

Da un’attenta rilettura della dimostrazione del Teorema VII.4 in [BRr],
appare evidente che molti passaggi richiedono solo la monotonia, non la li-
nearita, dell’operatore; d’altra parte, certamente non tutti i risultati validi
nel caso lineare possono essere estesi a quello non lineare. In particolare,
non si potranno ipotizzare gli stessi risultati sulla regolarita della soluzione,
neppure quando H = R; ad esempio, la funzione u(t) := (1 — ¢)*, che non é
in C*([0,+o0[), & soluzione del problema di CAUCHY

{u’(t) + Au(t) 30 qo. in ]0,+o0[,
u(0) =1,
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relativo all’operatore (monotono massimale) A di HEAVISIDE (ESEMPIO 2
del Paragrafo 2.6).

Occorre quindi riprendere in esame il problema, per precisare cio che si
puo estendere al caso non lineare.

Un primo risultato e la seguente versione non lineare del teorema di
HILLE- Y OSIDA:

Teorema 3.6 Sia A un operatore (multivoco) monotono massimale; Yuy €
D(A), esiste un’unica funzione u tale che:

i)u € CO[0,+00[;H) ; Vt >0, u(t)€ D(A) ; ' € L>(0,+o00; H);
i) u'(t) + Au(t) 50 q.o. in]0,+o0[;
iii) u(0) = ug.
Inoltre, valgono le sequenti proprieta:
w) |u'(t)] < |A%p|, q.0. in ]0,+oc [ (il che precisa l'ultima delle i));

v) Vt > 0, la funzione t — |A%(t)| & non crescente, e la funzione
t — A%(t) ¢ continua da destra;

vi) ¥t > 0, esiste la derivata destra DVu(t), e si ha DT u(t) + A%u(t) = 0;

vii) se uy, ug sono soluzioni di i), i), allora, ¥t > 0, |uy(t) — ua(t)| <

|u1(0) — uz(0)]-

Dim.: vii): poiché A ¢ monotono, si ha
(=i (8) + uy(t), ua (t) — ua(t)) 2 0, qo. in ]0,+oo[,
quindi
14
2dt
percio, la funzione ¢ — |uj(t) — us(t)| € non crescente, e, in particolare,
|ug () —ua(t)| < |u1(0)—ug(0)| per ognit > 0, da cui 'unicita della soluzione.

ur(t) = us(t)[* <0 ;

Per dimostrare 1’esistenza della soluzione, consideriamo intanto, VA > 0
fissato, la soluzione uy in C'( [0, +oo [; H) del problema

{u;(t) + Ayur(t) =0 YVt >0,
ux(0) = ug

(si veda il teorema di CAUCHY-LIPSCHITZ-PICARD — cfr. [Br|, Teorema
VIIL.3). Per la vii), Vh > 0 si ha |u(t+h) —ux(t)| < Jua(h) —ux(0)], da cui,
data la regolarita di uy,

[uh ()] = [Ayur(®)] < [uA(0)] = [Ayua(0)] = |Axuo| < [Auq| -

La proprieta fondamentale di {u,}, che ora proveremo, ¢ la seguente:

VT > 0 fissato, {ux(t)} converge uniformemente in H su [0,T7];
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detto u(€ C°([0,7]; H)) il suo limite, ne viene in particolare che u(0) = uy,
cioe la 1)
Dimostriamo che {uy} ¢ di CAUCHY in C°([0,7]; H) quando A — 0+.
In effetti, VA, > 0 si ha intanto che u) —u), + Ayuy — A u, =0, da cui
(u =y, un — wy) + (Anuy — Ay, uy —u,) =0,

cioe
1d
2dt
Osservato poi che

luy — | + (Ayuy — Ay, uy —uy,) = 0.

uy —uy, = (ux — Jhuy) + (Souy — Juu,) — (v, — Ju,) =
AMAuy, + (JAU)\ — JMUM) — ,U,AMUM,
dalla monotonia di A" si ottiene
(Axun — Ayuy, uy —uy) = (Ayuy — Ayuy, AMAyuy — pAyu,)+
(Axuy — Ay, Hhauy — Juu,) > (Auy — Aygug, Myuy — pA,u,) >
—[Ayux — Apuy| [NANuy — pAu, > —2(X + ,U)|A0UO‘27
quindi
d
£|UA — uy|? < 4N+ p)|A%uol?,

da cui, (integrando tra 0 e t <T),
ua(t) = wu ()] < 20/ (A + )t [A 0] < 2¢/ (A + )T |A%ug|.

Di conseguenza, per A — 0+ si ha che {u,} converge uniformemente su
[0,7] ad una funzione u € C°([0,7]; H), ed inoltre

lua(t) — u(t)| < 2Vt |A%ugl.
Si ha altresi che
| Taun(t) — u(@)] < [Lua(t) —ua(t)] + [ua(t) — u(®)] =

A Ay ()] F [ux(®) —u(t)] < N [A%g| +ur(t) —u(t)] < A+2VAT)|A%ul;
quindi, anche Jyuy converge uniformemente ad u su [0,77].
Dimostriamo che u é la soluzione cercata.

i): sia {\,} C Ry una successione infinitesima di numeri positivi; poiché,
Vt € [0,T], uy,(t) — u(t) e |Ax,up, (t)] < |A%y|, & possibile estrarre da
{uy, } una sottosuccessione {uy, } per la quale risulti Ay, wuy, (t) — v(t)
in H,; ovviamente, uy, (t) — u(t) e Jy, uy, (t) — u(t) in Hs. poiché

15 i ricordi (Proposizione 2.14, 7)) che Ayz € AJy.
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Ay, un,, (t) € Ay, uy, (t), la chiusura di A in Hy x H,, implica che u(t) ¢
in D(A) e v(t) in Au(t); inoltre, evidentemente

|A%(t)| < |u(t)] < limkinf ’A)\nku)\nk )] < limksup ’A)\nku,\nk )] < |A%q|.

iv): pill sopra, si ¢ visto che |u}(¢)] < |A%y|. Fissata una successione
infinitesima {\,} di numeri positivi tale che w) converga nella topologia
debole* di L>(0,T; H) ad un elemento w'’, si ha intanto che u) — w
in D'(]J0,T[; H); d’altra parte, poiché uy — w in L*(0,7; H), dunque in
D'(]0,T[; H), ne viene anche u) — u'in D'(]0,T[; H). Di conseguenza,
u =w e L>(0,T; H); ¢ facile inoltre controllare che I'intera famiglia {u)}
tende ad u' nella topologia debole* di L>(0,7; H), e cio implica anche

/(0] < mint [ (1) < [4%| qo. in 10, 7T,

da cui, per l'arbitrarieta di 7', in ] 0, 400 [, cioe la tesi.

ii): si consideri I'operatore (monotono massimale) A su H := L?(0,T; H)
definito, a partire da A, come nel’ESEMPIO v) del Paragrafo 2.2 (si ricordi
I'EsempIO i) del Paragrafo 2.4). Come si ¢ visto, per ogni successione
infinitesima {A,} di numeri positivi si ha Jy, uy, — win H, —u) € AJy, uy,
e —uy — —u' debolmente in H. Per la chiusura di A in H, x H,,, ne viene
che —u' € Au, cioe '+ Au > 0, quindi che u/(t)+ Au(t) 5 0 q.o. in J0, +o00 [
(data l'arbitrarieta di 7).

vi): per quanto riguarda la monotonia di ¢ — |A%(#)], si osservi che,
fissato to > 0, e posto v(t) := u(t + ty), la funzione t — v(t) verifica 1), i),
ed inoltre v(0) = u(ty). Di conseguenza, [v'(t)| = |u'(t + to)| < |A%0(0)] =
| A%(to)| per la ii); ma allora |A%u(t + to)] < |[u/(t +to)| < |A%(t)|. Res-
ta da dimostrare la continuita da destra di ¢ — A%u(t) nel generico punto
to > 0. Fissiamo una successione {¢,} infinitesima di numeri positivi; poiché
{|A%(to+¢€,)|} ¢ limitata da | A%ug|, possiamo estrarre una sottosuccessione
{en, } tale che A%u(ty+e,,) — v, da cui |v] < liminfy |A%u(to+en, )| poiché,
per la i), u(ty + en,) — u(ty), la chiusura di A in H, x H, implica che
v € Au(ty); per la monotonia di ¢ — |A%(t)|, limsup, |A%u(ty + €n,)] <
|A%(to)| < |v|, ciog, in definitiva, limg |[Au(ty + €,,)] = |A%u(to)]. Cid
permette di concludere che tutta la successione {A%u(ty + €,)} converge
fortemente in H ad u(ty).

v): posto [ :={t >0 | Fu/(t) e —u/(t) € Au(t)}, Ry \ I ha misura nulla.
Dalla 7v) si ha che, V7 > 0 e Vh > 0, risulta |u(7 + h) — u(7)| < h|A%u(7)|,

T+h
dato che u(7+h) —u(r) = / o/ (t) dt. Quindi, V7 € I, |u/(7)] < |A%(T)],

da cui v/(7) + A%(7) = 0; fissato ty > 0, ed integrando su [tg, %o+ h] (con
h > 0), si ottiene

u(to + h) — u(ty) - Au(ty)

_ 'E /t ") dr 4 Au(ty)| =

0

16 i ricordi il Corollario IT11.26 di [BR].
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1 to+h
—/ {A%(to) — Au(T)} d|.
h Ji,
Ne viene che ¢ +— u(t) & derivabile da destra in ty, e che DV u(tg)+A%(ty) = 0,
e cio conclude la dimostrazione. =

OSSERVAZIONE 3.8 i) Contrariamente al caso lineare, non si puo concludere,
in generale, che la funzione ¢t — |u(t)| sia non crescente, neppure quando
H = R ed A & univoco: la funzione u(t) := —log(t + 1) verifica u'(t) +
expu(t) = 0, u(0) = 0; l'operatore x — Ax := expx e evidentemente
monotono massimale; ma la funzione ¢ — |u(t)| & strettamente crescente su
[0, +oo [

it)Una condizione sufficiente a garantire (nel caso generale di un operatore
monotono massimale su uno spazio di Hilbert) la non crescenza di |u(t)| e,

ad esempio, che 0 € A0: in tal caso, si ha infatti %% lu(t)]> = (W' (t), u(t)) =
—(—u/(t) +0,u(t) —0) <O0.m

Fissati t > 0 ed ug € D(A), Papplicazione ug — u(t) €, per quanto si ¢
visto, una contrazione (in senso largo) su D(A), che possiamo prolungare,
per continuita, a D(A). Tale prolungamento verra indicato con Sa(t). E
immediato verificare che

Proposizione 3.18 {S4(t)}+>0 ¢ un semigruppo continuo di contrazio-
ni non lineari (il semigruppo generato da —A); valgono cioé le sequenti
proprieta:

Z) SA(O) =1 3 th,tg € [O,"‘OO[ st ha SA(tl + tz) = SA(tl)SA(tz);

ZZ) \V/U() € (A) 5 limt_>0+ |SA(t)U0 - U0| = 017,'

iii) Yuy, ug € D(A), VYt € [0,+00[, [Sa(t)ur — Sa(t)usz| < |u; —us|. m

E importante osservare che ci sono classi di operatori monotoni massimali
tali che il semigruppo da essi generato ha un effetto regolarizzante sul dato
iniziale, nel senso che, Yuy € D(A) e ¥Vt > 0, risulta Sy(t)ug € D(A). Nel
caso lineare, ci0 accade ad esempio se A & autoaggiunto (si ricordi la Propo-
sizione 3.17). Nel caso non lineare, un esempio significativo ¢ quello in cui
A e il sottodifferenziale di una funzione convessa, propria, s.c.i.:

Proposizione 3.19 Sia ¢ una funzione convessa, propria, s.c.i. su H; po-
niamo A = 0p, e sia {Sa(t) >0 il semigruppo generato da —A su D(A).
Allora, Yuy € D(A) eVt > 0 si ha Sa(t)ug € D(A); inoltre, Yv € D(A) e
Vt > 0 risulta |AYSA(t)ue| < |A%| + %\uo — .

Dim.: consideriamo il problema di CAUCHY per I'approssimante di YOSIDA
A,\ di A:
{ uj(t) + Axua(t) = 0in 0,400 [ ;
ux(0) = up .

17 ne viene altresi che, Yug € D(A) e Vtg > 0, limp_q |Sa(to + h)ug — Sa(te)uo| = 0.
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Cominciamo a dimostrare che
per ogni t > 0 fissato, la soluzione uy(t) tende a Sa(t)ug quando A — 0+.

In effetti, se uy € D(A) ed uy(t) € la soluzione del problema di CAUCHY per
A, con dato iniziale %o, si ha (grazie a: Teorema 3.6, vii) e Proposizione
3.18, iii)), che

[ux(t) = Sa(t)uo| < fua(t) —u(t)| + () — Sa(t)uo| +[Sa(t)uo — Sa(t)uo| <

< 2luy — Tio| + [T@n(t) — Sa(t)iio] .

Di conseguenza, fissato ad arbitrio € > 0, possiamo determinare ug € D(A)
tale che |ug — Up| < &; ma, nella dimostrazione del Teorema 3.6 (applicato,
come ¢ lecito, ad ), si e visto che per A sufficientemente piccolo anche
[ux(t) — Sa(t)uo| < e, da cui la tesi.

Fissiamo ora un elemento v € H; si ha, per definizione, py(u) — px(v) >
(Ayv,u — v); percio, la funzione u — @y (u) := px(u) — pr(v) — (Arv,u — v)
¢ convessa, non negativa, e differenziabile secondo FRECHET (quindi, an-
che secondo GATEAU) per ogni u € H; inoltre, @)(v) = 0 e Ipy(u) =
{Vor(u)} = {Ver(u) — Ayv} = {Ayu — Ayv}, cosicché 'equazione u) (t) +
A ux(t) = 0 si puo scrivere nella forma

() + Voa(ua(t) = —Ayv .
Stabiliamo ora una maggiorazione dell’energia. Moltiplicando ambo i membri
dell’equazione precedente per tu)(t) si ottiene

FG(O)F + ¢ -2 Fa(ua(t)) = — (Axv, wh(1)).

dt
da cui . .
[ stk as+ o) - [ B -
—/0 s (Ayv,u)\(s)) ds = —/0 s % (Ayv,ur(s) —v)ds =
—t (Ay\v, up(t) —v) +/0 (Ayv,ur(s) —v)ds,
quindi

/0 s [ul(s)[Pds < /0 Pa(un(s)) ds — t (Ayv, up(t) — v)+

/0 t(AAU,uA(s) —v)ds

(perché @x(ux(t)) = 0). poiché ox(v) = @x(urls)) = (VEr(ua(s)), v —ua(s)),
da cui anche ©y(ux(s)) < (uh(s) + Axv,v —up(s)) = —

(A\v,v —uy(s)), si ha che
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percio,
t 1 1
2
/0 s [uh(s)]? ds < 5luo — v]? — Flua(t) —o" =t (Ayv,un(t) —v) <

1 1
th‘A,\UP + §|U0 — ’U‘Q.

Ma poiché, Vs € [0,t], si ha |[u} ()] < |ui(s)], ne viene che %t2|u’/\(t)|2 <
%t2|A,\v|2 + %|u0 — |2, da cui |[u)(¢)|* < |Axv|* + %2|u0 — |2, e, in definitiva,
se v € D(A),

1 1
[Axun(B)] = Juh ()] < [Axe] + —fuo — o] < [A%0] + —Juo — o]

E ora facile concludere la dimostrazione. Dato che, per t > 0 fissato,
{A\ux(t)} e limitata e {uy(t)} converge ad S4(t)ug per A — 0+, procedendo
come nella dimostrazione del Teorema 3.6, i) (e cioe: osservando che anche
{J\ux(t)} tende ad Sa(t)ug, poiché |Jyux(t) — Sa(t)uo| < [Jyux(t) —ux(t)|+
lux(t) — Sa(t)ug| = A Anur(t)| + |ua(t) — Sa(t)ugl; che Ayux(t) € Adyun(t);
usando la chiusura di A in H, x H,,), si conclude infine che, Vt > 0, S4(t)ug €
D(A), e

1 1
| A°S A (#)uo| < li)\m(i)nf |[Axux(t)] < |Ayv| + ¥|u0 —v| < |A%| + ¥|u0 —v|. .
—0+
Il risultato ora visto puo essere riformulato nel modo seguente:

Proposizione 3.20 Data una funzione convessa, propria, s.c.i. @ su H,
poniamo A := 0y, e sia {Sa(t)}i>0 il semigruppo generato da —A su D(A).
Allora, Yuy € D(A) esiste un’unica u : [0,400[ — H tale che:

i) u € C°([0,+o0[; H) ; u(0) = uyg;

ii) Vt > 0, u(t) € D(A);

i11) Yo > 0, la deriwvata distribuzionale v’ di u é in L>®(5,+o0; H) e
verifica, Yv € D(A) e q.o. in 16, +oo [, |[u/(t)] < |A%|+ %|u0 —vl;

iv) Vt > 0, esiste la derivata destra DV u(t) di u, e DT u(t) + A%u(t) = 0,

Inoltre,

v) la funzione t — |A%u(t)] ¢ non crescente; la funzione t — A%u(t) ¢é
continua da destra;

vi) la funzione t — @(u(t)) € convessa, non crescente, e, per ogni 6 > 0,
lipschitziana su [8,+oo [; inoltre, Vt >0, DTo(u(t)) = —| D u(t)[*.
Dim.: esistenza. Detto {S4(t)}i>0 il semigruppo generato da —A su D(A),
e posto u(t) := Sa(t)ug, le proprieta di {Sa(¢)} implicano intanto che vale
la ). La 4i) e la 7ii) seguono dalla Proposizione 3.19, osservando che, q.o.
in 19,400 [, si ha u)(t) — u/(t) in H,, da cui |v/(t)] < liminf), |u}(t)] <
| A% + %\uo —v| < |A%]| + %|u0 — v|. Infine, fissato to > 0 si ponga v(t) :=
u(t+to) = Sa(t+to)ug = Sa(t) (Sa(to)ug) = Sa(t)u(ty). Allora, v & soluzione
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del problema di CAUCHY relativo ad A ed al dato iniziale v(0) := u(ty) €
D(A), e le iv), v) seguono dal Teorema 3.6, v), vi).

Unicita. Se w : [0,4o00[ — H verifica i)...4), la funzione t — v(t) =

w(t) — Sa(t)ug ¢ tale che v € C°([0,+c[;H), v(0) = 0, e, qo. in
d

10, +oo [, v'(t) = DTo(t) = —A%w(t)+ A°S4(t)uo; ne viene che %ﬁ\v(t)ﬁ =

—(A%w(t) — A°S4(t)ug, w(t) — Sa(t)up) < 0, il che implica v(t) =0 Vt > 0.

vi): fissati § > 0 ed h > 0, si ha ovviamente
put +h)) —e(u(t) = —(DTu(t), u(t + h) —u(t)),

p(u(t)) — p(u(t + h)) = =(DTult + h), u(t) — u(t +h)).
Per la monotonia di ¢ +— |D*(¢)|, risulta intanto che |Du(t + h)| <

|D*u(t)] < |DYu(d)]; daltra parte, [u(t + h) — u(t)] < [T |u/(s)|ds <
|DFu(d)|h, e quindi ¢ — @(u(t)) & lipschitziana. Ma le disuguaglianze

precedenti si possono anche scrivere

- (Dt MR = gl 1) —olu)

B (Dm(t), ult + h]z - u(t)) |

da cui, passando al limite per h — 0+, e grazie anche alla v), Dt p(t) =
—|DTu(t)|?, il che implica altresi la non crescenza e la convessita dell’appli-
cazione t — p(u(t)). m
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suriettivo, 52
operatore lineare, 22
aggiunto, 23-29
autoaggiunto, 26
chiuso, 22
dominio, 22
grafico di A, 22
hermitiano, 26
immagine di A, 22
limitato, 22
monotono, 31
massimale, 31-32
nucleo, 22
prechiuso, 23
simmetrico, 26
suriettivo, 29
operatore non espansivo, vedi ope-
ratore in H, di contrazione
ortogonale, vedi sottospazio, orto-
gonale

p-laplaciano, wved: laplaciano non
lineare
polare, vedi funzione (da F in RU
{+00}), coniugata
problema
di CAUCHY-DIRICHLET, 67
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di CAUCHY-NEUMANN, 67
di DIRICHLET, 27
duale, 18
problema di minimo
libero, 16
vincolato, 16

range di A, vedi operatore lineare,
immagine; vedi anche ope-
ratore (da E in‘B(F))), im-
magine

R(A), vedi operatore lineare, im-
magine; vedi anche opera-
tore (da E in P(F))), im-
magine

regolarizzata (di) YOSIDA, vedi ap-
prossimante di YOSIDA

relazione di reciprocita, 23

risolvente, 31, 36, 50

sequenza ciclica, 55
sottodifferenziale, 3847
sottogradiente, 38
sottospazio
ortogonale, 20-21
spazi di SOBOLEV a valori vettoria-
li, 71-73
spazi in dualita, 35
supplementare
topologico, 19, 22

teorema
di dualita di FENCHEL, 17
di BOCHNER, 69
di FENCHEL-MOREAU, 9, 13,
40
di HAuUN-BANACH, 17, 40
di HAHN-BANACH (forme geo-
metriche), 3
di LEBESGUE, 69
di PETTIS, 68
di Riesz, 2, 27
trasformata di YOUNG-FENCHEL,
vedi funzione (da E in RU
{+00}), coniugata
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