ANALISI FUNZIONALE

Scritto del 20/1/2015: cenni di soluzione

Esercizio 1.

(a) Distinguendo i casi s > 0 e s < 0 si vede facilmente che

Cad se s >0
30”‘(8)={2 —

+o00  se s <0.

b Che ® sia convessa e propria ¢ evidente. La semicontinuita inferiore segue dal
g
lemma di Fatou.

(¢) Sivede che ®*(v) = [, ¢* 1% ) dz. Per verificare cio, si pud procedere osservando
che, se esiste un insieme F C ] d1 misura strettamente positiva in cui v < 0, allora

®*(v) = +o00; in caso contrario ®*(v f[
(d) L’espressione di ®* & sempre data da CID* f ] ) dz. Si ha ora che

D(®*) = {ve L*I):v(z) >0 ae. in ]}.

In particolare, I'integrale che definisce ®* vale 400 anche nel caso in cui v € quasi
ovunque non negativa e v € L¥3(I)\ L%(I).

Esercizio 2.

(a) La chiusura di A segue dal fatto che se u,,, fu, tendono rispettivamente a u e v in
H, allora esiste una sottosuccessione ny, tale che w,, — u e fu,, — v quasi ovunque.
Dunque, per confronto v = fu quasi ovunque. Poiché f assume quasi ovunque valori
finiti, si ha che la successione x;, := x{f>n} tende a 1 quasi ovunque. Se v € H si
verifica allora facilmente che uy,, € D(A); inoltre ux,, — u in H (grazie per esempio
al teorema di Lebesgue). Dunque D(A) & denso.

(b) Non e difficile verificare che A ¢ autoaggiunto, ovvero D(A) = D(A*) e A = A*.

(¢) Si vede subito che se f € L*(0,1) allora A ¢ limitato. Vale anche il viceversa
(ovvero A ¢ limitato solo se f € L*(0,1)). Per verificare questo si pud procedere
direttamente, mostrando che se f non ¢ in L>(0, 1) allora si puo costruire u € H tale
che fu ¢ H (la costruzione ¢ un po’ tecnica, ma non difficile). Alternativamente si
puo osservare che, se f induce un operatore limitato, allora il funzionale

1
L'(0,1) — R, m»—>/ *m
0

¢ ben definito e limitato. Infatti, se m € L' allora |m|/? € L? da cui per ipotesi
flm|'/? € L. Dal teorema di rappresentazione di Riesz (caso L') segue allora facil-
mente che f? € L™, da cui f € L™.



Esercizio 3.

(@) Per p=1, s' = /(' Sep > 1, allora cyy C s*. Ne segue che per p € (1,00) la
chiusura di s? in /7 e tutto ¢P. Invece la chiusura di s* in ¢£*° coincide con cy.

(b) 11 funzionale S non ¢ limitato. Per vedere questo, si prenda una successione
a = (ay) tale che Y ai = 1e > af = > a, = +oo (per esempio (ay) potrebbe
essere la successione che genera la serie armonica a segni alterni, opportunamente
rinormalizzata). Allora per ogni n € N & possibile considerare un riordinamento a(™
di a tale che S(a™) = n.

(c) Sia a come al punto (b) e si supponga, inoltre, che S(a) sia finita e non nulla. Si
definisca una successione (a(™) come segue: i primi n termini di a™ coincidano coi
primi n termini di a. I successivi termini di (a™) siano ottenuti riordinando i termini
di a dal (n+1)-esimo in poi in modo tale che S(a™) = 0. E allora chiaro che a™ — a
in 2 e S(a™) =0+ S(a).

Esercizio 4.

(a) Si noti innanzitutto che K contiene solo successioni non negative. Che K sia
convesso e non vuoto ¢ evidente. La chiusura di K segue dal fatto che se ™ — a in
22, allora afgn) — ay, per ogni k € N.

(b1) Se b ¢ H, allora esiste n € N tale che >_,_, by > 0. Si scelga allora a™ come
la successione tale che a,(CN) = Nperk<n ang) =0 per k > n. Allora a™) € K e

dunque (a'™) = 0; inoltre,
0" (0) = (b,a™) =N "y
k=1

e il secondo membro tende a +o0o per N — +4o00.
(b2) Sia b e H. Allora per ogni a € K si ha

0> (b1 +by+ -+ +bp)ag = (by + b+ -+ + bp_1)ay + bray,
(b1 + bg + -+ bk_l)ak_l + bkak

= (bl + bg + -+ bk,g)ak,l + bkfl&kfl -+ bkak

>
>

k
Z (bl + bg + -+ bk,g)ak,g + bk,lak,l + bkCLk 2 cee Z Z bjaj.
j=1

Esercizio 5.

(a) Segue facilmente dalla Lipschitzianita di f (che a sua volta segue dalle ipotesi).
(b) T & sempre continuo tranne nel caso in cui p # oo e r = co. La continuita, quando
sussiste, puo essere mostrata usando il teorema della convergenza dominata (nel caso
p = r = oo ovviamente essa segue da (a)). Per quanto riguarda il caso p # oo e
r = 00, si prenda ad esempio u, = x" e f una funzione che soddisfi le ipotesi e tale
che f(r) =r almeno per r € [—1,1].



(c) Si osservi innanzitutto che, poiché f & Lipschitz, la derivata debole di f(u) &
f'(uw)u’ laddove u € WP, Data dunque u, — u in WP, grazie ad (a) ¢ sufficiente
mostrare che f'(u,,)u,, — f'(u)u’ (fortemente) in LP. Ora, per le immersioni di Sobolev,
abbiamo che u,, — u uniformemente; dunque dalla regolarita di f segue che f’(u,) —
f'(u) uniformemente (si noti che questo segue dalla continuita di f’ e dall'uniforme
limitatezza di {u,}; non serve che f’ sia Lipschitz). Un facile conto mostra allora che

1 (un ), = ()t llp < (S (un) = S ()t + 1 (u) (i, = ) ]lp = 0.

(d) Poiche H'(0,1) ¢ immerso con continuita in C°([0,1]) e f € C?, esiste M > 0
dipendente da B tale che |u(z)|+ [f'(u(x))] + |f"(u(z))] < M per ogni u € B e per
ogni z € [—1,1]. Di qui segue allora

1 (un) = 1) o+ (1L () (uy, = u)[l2 < MJup — ul|oollu/[l2 + M|y, — |2
< Clluy — ul| g1,

dove C' dipende solo da B.



