ANALISI FUNZIONALE Scritto del 13 gennaio 2012

Esercizio 1. Siano X e Y due spazi normati con norme || - ||x e || - ||y rispettivamente,
e si supponga che X C Y. Si dice che X ¢ immerso in modo compatto in Y se

(1) l'immersione di X in Y ¢ continua, cioe esiste una costante C' tale che ||z|ly < C||z||x
per ogni r € X;

(2) qualsiasi sottoinsieme limitato in X & precompatto in Y, cioé qualsiasi successione
a valori in tale insieme limitato possiede una sottosuccessione che ¢ di Cauchy nella
norma || - ||y.

Indicato con Y = ¢? I'usuale spazio di successioni complesse v = (vy, vs,...) tali che

o0
Z v > < 400,
n=1
a) si consideri lo spazio X := {v € ?: wv,=0 VY n>15}. Posto |[v]x := ma§<|vn|
ne
per ogni v € X, osservare che (X, || -|x) € uno spazio di Banach e dimostrare che

X € immerso in modo compatto in Y

b) se ora invece X := {v €l*: wv,=0 pern pari } con la norma indotta da Y,
provare che X non ¢ immerso in modo compatto in Y.

Esercizio 2. Siindichi con ¢ lo spazio delle successioni reali z = (1, x9, .. .) convergenti

munito della norma ||z||« = sup |z,|. Sia inoltre c3 il sottoinsieme di ¢ costituito da tutte
neN

le successioni x = (x1, s, ...) tali che lim x, = 3.
n—oo

a) Descrivere la struttura di c3 dal punto di vista vettoriale.

b) Costruire un esempio di funzionale lineare e continuo f : ¢ — R che assuma valore
costante su tutti gli elementi di ¢, cioe tale che esista o € R tale che (f, z) = « per
tutti gli = € cs.

c) Calcolare || f||« dove f & il funzionale trovato al punto b).
d) Dare un esempio di due sottoinsiemi convessi infiniti di ¢ che sono separati dall’in-

sieme cs.

Esercizio 3. Posto ) = RV si definisca la funzione ¢ : L?(2) — (—o0, +0o0] in questo
modo

4 = /Q|u(x)|dx se u € LY Q)

400 altrimenti

o

a) Provare che o ¢ propria, convessa e semicontinua inferiormente in L?((2).



b) Utilizzando l'identificazione di Riesz L*(Q2) = L*(Q)), individuare la funzione con-
vessa coniugata ¢* : L*(Q) — (—oo, +00].

Esercizio 4. Per 1 <p<oo,n>1, f € LP(R) sia

n(P) = [ Jal()e s
R
e si consideri 'applicazione A : f — (a1(f),az(f),...).
a) Dimostrare che A & un operatore lineare limitato da LP(R) in £°° per ogni p € [1, o).
b) Trovare il valore di || A|| nel caso p = .

c¢) Dare un esempio di h € L>®(R) per cui Ah ¢ ('. Fissata questa h (quella che avete
scelto), trovare tutti i g € (1, 00] tali che Ah € (9.

d) Dimostrare che se Af € (% e Ag € (2, allora

|2y (a24y?
(Af, Ag)ez I/RQf(fv)g(y)me ) de dy.

Esercizio 5. Per 1 < p < oo si consideri la successione di funzioni
falz) =n'Pe el 4 e R,
a) Dimostrare che f,, € LI(R) per ognin € Ne g € [1,00].
b

Studiare la convergenza q.o. di f, in R.

)
)
c) Provare che la successione { f,} ¢ limitata in LP(R).
d) Discutere la convergenza forte di {f,} in LP(R).

)

e) Discutere la convergenza debole di {f,} in LP(R), distinguendo i due casi p =1 e
1 <p<oo.

Domanda 1. Funzionale di Minkowski e sue proprieta per un convesso aperto che con-
tiene lo 0. Teorema di Hahn-Banach prima forma geometrica come applicazione. Ri-
portare almeno una dimostrazione.

Domanda 2. Esistenza del minimo per funzioni semicontinue inferiormente e/o con-
vesse. Riportare almeno una dimostrazione.

Domanda 3. Spazi riflessivi e spazi separabili, definizioni. Legami tra separabilita di
uno spazio e quella del suo duale. Riflessivita e separabilita (o meno) degli spazi LP(£2),
dove Q & un sottoinsieme aperto di RY. Riportare almeno una dimostrazione.

Domanda 4. Lemma di Baire e teorema di Banach-Steinhaus, con dimostrazioni.

Domanda 5. Teorema di Lions-Stampacchia e corollario di Lax-Milgram, con dimostra-
zioni.



