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Tutorato di Analisi II

1. Svolto Sia Ω ⊆ Rn un aperto, f : Ω→ R un campo scalare, e u,v : Ω→ R3 due campi
vettoriali.

(a) Nell’ipotesi in cui f,u,v siano almeno di classe C1 su Ω, dimostrare che valgono le
seguenti regole del prodotto:

div(fu) = ∇f · u + f div(u),

div(u× v) = v rot(u)− u rot(v).

(b) Nell’ipotesi in cui f,u siano almeno di classe C2 su Ω, dimostrare che rot(∇f) ≡ 0
e div(rot u) ≡ 0 identicamente su Ω.

2. Svolto Detto Ω lo spazio R3 privato dell’asse z, siano definiti i campi vettoriali R,F :
Ω→ R3 mediante le formule

R(x, y, z) :=
xêx + yêy + zêz√

x2 + y2 + z2
, F(x, y, z) :=

−yêx + xêy√
x2 + y2

, ∀(x, y, z) ∈ Ω.

(a) Calcolare divergenza e rotore di R ed F.

(b) Definito il nuovo campo T := F×R : Ω→ R3, calcolare div T.

3. Sia x′ ∈ R3 un punto fissato.

(a) Calcolare il laplaciano del campo scalare

g` : R3 \ {x′} → R : g`(x) := |x− x′|`

al variare di ` ∈ Z.

(b) Calcolare la divergenza del campo vettoriale

w : R3 → R3 : w(x) := x− x′.

4. Dimostrare che il campo vettoriale

B : R3 \ {0} → R3 : x = x1ê1 + x2ê2 + x3ê3 7→
3x3x

|x|5
− ê3

|x|3

è solenoidale (div B = 0) e irrotazionale (rot B = 0). Possiamo concludere che B è
conservativo (ovvero, esiste un campo scalare ψ : R3 \ {0} → R tale che B = −∇ψ)?



5. Sia Ω′ := (0,∞)×(0, π)×(−π, π), e si consideri la funzione Φ : Ω′ → R3 che implementa
le coordinate sferiche sulla sua immagine Ω := Φ[Ω′]:

Φ(ρ, θ, ϕ) = (ρ sin θ cosϕ, ρ sin θ sinϕ, ρ cos θ), ∀(ρ, θ, ϕ) ∈ Ω′.

(a) Svolto Fissato (ρ0, θ0, ϕ0) ∈ Ω′, disegnare le superfici di Ω individuate volta per
volta dalle seguenti equazioni in Ω′:

ρ = ρ0, θ = θ0, ϕ = ϕ0.

(b) Calcolare le funzioni costituenti hρ, hθ, hϕ : Ω′ → R definite mediante le formule

hρ(u) :=

∣∣∣∣∂Φ

∂ρ
(u)

∣∣∣∣, hθ(u) :=

∣∣∣∣∂Φ

∂θ
(u)

∣∣∣∣, hϕ(u) :=

∣∣∣∣∂Φ

∂ϕ
(u)

∣∣∣∣, ∀u ∈ Ω′.

(c) Scrivere, al variare di u = (ρ, θ, ϕ) ∈ Ω′, i cosiddetti versori delle coordinate sferiche
nel punto x := Φ(u) ∈ Ω:

ρ̂(x) :=
1

hρ(u)

∂Φ

∂ρ
(u), θ̂(x) :=

1

hθ(u)

∂Φ

∂θ
(u), ϕ̂(x) :=

1

hϕ(u)

∂Φ

∂ϕ
(u).

i. Anche aiutandosi con un disegno, esplicitare le componenti cartesiane dei campi
vettoriali ρ̂, θ̂, ϕ̂ : Ω→ R3 nelle variabili (x, y, z) ∈ Ω.

ii. Calcolare (div ρ̂)(x, y, z), (div θ̂)(x, y, z), (div ϕ̂)(x, y, z) al variare di (x, y, z) ∈
Ω, ed esprimere in ciascun caso il risultato nelle variabili (ρ, θ, ϕ) ∈ Ω′.

(d) Mostrare che la terna di vettori
(
ρ̂(x), θ̂(x), ϕ̂(x)

)
costituisce una base ortonormale

positivamente orientata di R3 qualunque sia x ∈ Ω.

(e) Siano g : Ω → R e w : Ω → R3 un campo scalare e un campo vettoriale su
Ω, rispettivamente, entrambi di classe C1. (Adottiamo per semplicità le notazioni

f̃ := f ◦ Φ e ũ := u ◦ Φ per ogni campo scalare f : Ω → R e per ogni campo
vettoriale u : Ω→ R3.)

i. Dimostrare

∇̃g =
∂g̃

∂ρ
ρ̂+

1

ρ

∂g̃

∂θ
θ̂ +

1

ρ sin θ

∂g̃

∂ϕ
ϕ̂.

ii. Decomposto w = wρ ρ̂+ wθ θ̂ + wϕ ϕ̂, dimostrare

d̃iv w =
∂w̃ρ
∂ρ

+
1

ρ

∂w̃θ
∂θ

+
1

ρ sin θ

∂w̃ϕ
∂ϕ

+
2w̃ρ
ρ

+
w̃θ

ρ tan θ
.

iii. Dimostrare che, se g è almeno di classe C2,

∆̃g =
∂2g̃

∂ρ2
+

1

ρ2
∂2g̃

∂θ2
+

1

ρ2 sin2 θ

∂2g̃

∂ϕ2
+

2

ρ

∂g̃

∂ρ
+

1

ρ2 tan θ

∂g̃

∂θ
.


