1 E. Vitali - AM2

Gli esercizi segnati Xl sono comuni a Matematici e Fisici.

1.  Calcolare

1 z
———dzdy, // dxdy
//Dlxz""yQ p, L+
Ty
xy dxdy , / / dxdy ,
//D3 p, 1+y!

Dy ={(z,y) eR*:0<y <=z 1<x<3}, Dy={(z,y) eR*:2° <y< a},
Dy ={(x,y) eR?: 2’ +y> <1,y >2%}, Dy={(z,y) eR*: x>0, 2 <y <1},

dove

2. Calcolare il volume di

S={(z,y,2) ER*:0<2<4—2? 2® <y <4},

‘ t
—
[

3. Determinare I’area racchiusa dalle seguenti curve:

a) p* = cosV; b) p? = 2a® cos 29.

4.  Attraverso una sfera di raggio 2 viene praticato, centralmente, un foro
cilindrico di raggio 1. Qual ¢ il volume rimosso?

5. Calcolare il volume del solido costituito dalla parte interna del para-
boloide di equazione 3z = 2% + y? che & anche interna alla superficie sferica
22 +y? 422 =4 (2]

[[16. Calcolare il volume di

T ={(z,y,2) €R¥: 2% +y* + 2% < a?, 2* +y* < ax}.

7. Calcolare il volume del solido limitato dalle superficie 2 + y? = a2,
2?4 2% = a’
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X18. Sia
T={(z,y,2) ER*: 0<2< (2®+y°) (1 — a2 +y?)}

Dimostrare che T' ¢ limitato e calcolare

/ ly|? dz dy dz.
T

[51]
[19. Calcolare / 22y? dz dy, dove
D
D= {(v,y) € R?*: 2? +y*> -2 <0, y* <%}
[ + 7]
[110. Calcolare
2,z
/ idzdydz,
pl+22
dove
D={(z,y,2) eR®: 2?2 + 9y <22 +1, |2|] <1}
[5(e—2)]
11.  Siano
A={(z,y) eR*: 2> > +y, y>a®—u}
B={(z,y) eR?: 2?4+ y> <1}
Calcolare
/ xydz dy.
ANB
[755]

12.  Calcolare il volume dell’insieme
T={(z,y,2) €R*: (z,y) €D, 0<]z| <y},

dove D ¢ il triangolo di vertici i punti (0,0), (2,0) e (1,1).
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13.  a) Siano

Do={(z,y) eR*: y>0, (z—1)*+y* <1},
Dy =Don{(e.y) €R?: y>a}.

// ydxdy // ydady.
Do D

D, = DoN{(z,y) €R?*: y > ax}.

Calcolare

b) Per ogni o > 0 sia

Calcolare «v in modo tale che

3
drdy ==
/Dayxy <

(L]
14.  Calcolare il volume dell’insieme
T ={(x,y,2) €R3: 2ly| <2®+y? 2> +y*+ 22 <4}
[45°]
(] 15. Sia T linsieme dei punti dello spazio R3 ottenuto eseguendo una

rotazione completa dell'insieme {(z,0,z) € R3 : 0 < z < e */4} attorno
all'asse x. Sia C = {(z,y,2) € R3: y? + 22 < e 2}. Posto D =T \ C (insieme
ottenuto togliendo C' da T'), calcolare

3
/ |;E|_|El| 5 dzdydz.
DY z

[53(1—4e™?)]

16.  Un’ampolla T, appoggiata sul piano xy, & individuata dalle disugua-
glianze 0 < z < f(x,y), dove f & la funzione non negativa la cui linea di livello
a (0 < a <1)e con lesclusione dell’origine, il bordo dell’insieme descritto in
coordinate polari da:

0<(1—a)d, 0<9<7(l—a).

Determinare il livello raggiunto da 73/48 unita di volume di liquido versate in
T.

17.  Calcolare il volume di T = {(z,y,2) € R®: |2] <2 —2? — ¢}
[76]
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] 18. Calcolare il volume dell’ellissoide di semiassi a,b,c (svolgerlo per
sezioni).
[4mabc]

(1 19. Dimostrare il seguente risultato:

(Teorema di Guldino) Sia D un insieme compatto misurabile nel
piano. Sia r una retta del piano che non interseca D e si consideri il
solido FE ottenuto per rotazione di D di un angolo « attorno all’asse
r. Allora il volume di E & pari al prodotto dell’area di D per la
lunghezza del cammino percorso dal baricentro di D.

[Si consideri D nel piano yz di un riferimento zyz e come retta r Passe z. 1l
baricentro di D (nel piano yz) ha coordinate

1 1
O AL AL

Come esempio si calcoli il volume del toro di raggi r, R.

(1 20. Sia f: [a,b] — R una funzione continua e non negativa. Sia F il solido
ottenuto facendo ruotare il sottografico di f di un giro completo attorno all’asse
x. Dimostrare che

b
volEzw/ f(z)? da.

[Si proceda per sezioni o utilizzando il Teorema di Guldino].



34:;&//)‘?@,2? o ysx /s«\’53}




2
D=l bupeR™ x%y fcv, Yf-xef 74

MJMAM ;,;b:&;i: /
%ZUK~£a€2kz&¢¢i7¢wﬂabwadéb N //;ia ¢ ’
7«:%,@3«{’@, (pvzscoeo )

EASALY 4, ¢
I o R
_y.::)(‘e3
YQ: ~1ty1tg \ \é;
L / X“&L({;hf)‘
Qe
| | % V18
0 ordndy = J*"‘f oy dy
D, < X2

—

%
- ! 2 \
=5 ~x { 1~x «;(4)»«()« = EJ Qf..xgxxg)w(k:
— jvg

—

X
\1[1 L xS_ 4 c‘] -
= [ dx L X7 - L\ < 0
2 -2 < 1 ¥

Méo%;
{l-x )= “/["V/">~



e
D,
Iécﬁ 41”/:"4 ded, Z ;4 N
b,
@S’fs'f/ osXxsy
1 2
>/ 4 -
Ls- i”(Yj; Te59 L ”é'fp 4{74 Ay =



) 7 3
2. _S:§cj’>,/;,z)cfe . osﬁfcisx‘/ >(257 5'4j

;gJ\/
- — T 2

2 q 2
g i3
o N R A I R D W

& x ¢ ©

 E , - 5 2

:\9_‘(0\/4_?,{3-;16\4}; ":@,Z,‘_ x!)- ﬁ/')i’ 7(,\”] -
& 5——

(@] <
=9 [ 32 _ 84 ;30\ = 22




¢ = Venrs

(%_V&?EO)

(b= oy )

CrA)

7 Ver 3
e b:E aw{lgg < X
_% =
T, eaw
= @S %[\7£_]O

A% s eagdf.(ung] ™,

-Trof 5 L8 < By ofw
Tk £ § 0 fo
2 R
&L-%/%'ﬁ’] WW%M
- _ J A
T T 3. "
L Z/ZJJ , Loy Z‘Sw] N K
o D& j ‘?ﬂ[&}jﬁ*»@«?@ | ‘
o ~ N/ e X
o/ b ‘
— 4 _2 < % 4 N 4 \
- &’-S wzx_o[d: P ” N
) ,




%MJW“/ W a\dwd/wwp

/u—,y(fw\W = 3 jJ '/4'—.&‘176&()(_‘{7
D)

dove D= ZKX'/;)E Rg : )(Z{r/és‘fj~ Qe

welionn = 8 S‘Z(&EJW P ‘{f =

W

(4 (e) ] 4~(3«”“ %)

sl

“)

w‘,m



Wnnlily T ilens o rsv, coni et

-
P— ' 3 P 2 n
;:26@7/2)&’03 X 323,¥2+7¢ X 1—;%‘-33:54}

().
/ 5 P
£ Mwmwww <
m32’:><"2+/y5 Xzf/ZCJ

4?'2:4’ =4

ngyé-r:?2:q'
o 2 = J)Clwvoéu, (c,0,7)

32:)(2{-72’

D
7/ V3
= 4 ‘fé=0% _ > Z ~
J 48 SO et ) gy
(3



. o, .
i Sx%;%@: =

a)(e-(—fz:ax X Ty/:‘,ax

Lo sBasaps & L V&VMW B e, /"‘oewh/a\w/t,we(é yeo

e

e 4 e :
X 2= — & ¢+
=
s
N

N,
i

e

el T g‘g /Az-(x%/ye) A[Xw(x/
N

.\ e s g
Aot D=fe)eR’ x 1/‘5‘,&&} -X€+/2:n,x

N 8
}/' Q SR cend
,,,,, — ST ecdd »
B ) = cad
/ h | > D < ~
\ \;/ ’/// { ¢ - (5{ fé-L







7 Y

L ten s Levie
M/? /L}yxw :
Ke*’/é:«wi
. 2
M—‘,vébﬁ._ 2 ety €
X2+22:uu_,l 7 o e 7*‘#)’.

vl T a%ji Voa® -5 4)(“7 b= ? o, e R E @

-

R y
e T 5 85 & S o x J !

fre-ey‘ siléf

| Jrmm— —t SVad
/&“ -x < ‘3(/ W/y
s} (]
_ R

& S j Z&»enxz‘)O(.}( =
= ¥ [4.,3_34-&3):&,&,3 .

=
)



§. fa
T = {(X,}/z)éEBf os <2< (XL%/ 9‘)6& - \/Xeé/‘?)}
Deimatbare o T & lioibils o cobotine ([ 10)7fidly Az
T

oo

Lufovrie
L Gey)= (x Pf/va) (4 — vxef/l)
&MMM
,&(x,y): y((/x?{.yd) L Con 2;/56):/6?({~4§) (/({20)
Z A
a
V)
4 . 5
7 /

\ e

Do ds il e A8 o o e rcbnisme oy e A
Fetes oy wblions a0l niie vertcal
Curtlhs derr crnens

Llx,7) 20
akle  poleE o4 T lailly
T_mewmwﬁéﬂwz‘w

/
LG.y)

T = jvr [7/3«<£>(;«(/ﬁ(’2: {En »é[xc(/ i 1;13,9(/2 =

e D ol VWW@ \\?w/éoruaé



L = Sg ;)’/3 ‘él‘(xd) ﬁ[k_/‘{y =
D

=< f y? Crtrt) (VT ) dndy
BDnfrzo y20]
72

{f j ‘ -
Ty g Ju?j 63@¢mo?>f&(/~§>)‘%{fv
& ©
7% ’ &
= 45 (}flcwa&)/%b?»o/& g (§?€- f‘z)q/(n
s
2 4 [Fewgetens | (£-1) -

4 VAT S
:4‘}?‘”(7 5 3.5¢ o7



8. (Colebon, S‘bxz/vex{;w(y love

N 2 g :
DzJomeR’: iy iigkco it

7/ 7 :)(
1= b

G

AAAAA

M,MM%L“W,@@, Wt/é{; Ve_/@/va/u,az/ M,@—M

—12 sy, }7{2/3 < k< 4.{_|/4v_72
e /va&/Wb,) |
4ey4 -y?

: Qj;fp(y g/% <

~)

RGN TS

‘ /
:%§7£C4+m)3 "Eég)’i{y

S o
. \ g 0 o
MW’ o Lo /mz/é/[s—: € A fris
20 e 43 by ey ®) ] Ay -
! 1
e 4 2 /s 8 2
:%£(47 37),0(7+5_£7(<7)\rf’7_047.



! 4/&»\<4Lf(uyﬁ,___,é—

&
(roil enboll s ((a2¢) @ordt ) 2ol

S/)_,.:wgg,ﬁ-.oéé:- %YQ—M4J€)%:EA £ -

:-@%34—)3‘““’93/6 € %f@wgff) 3/1«;»%,%9/6# =
S P cop A +f(c-o{,é A =

u‘ﬂ/f}

J
N A A (e R R G R
3
et A e b +%JMasz)Jé P\SAMZ% wz/{'@%/
3
:-QLQ/-—C'/\—-«:
2 j%éf@&gaéﬁ(é = ,____3'{_ AM'ﬂgbmsazé - Z{‘j&wae/(‘%_
Q2o
&j,‘iraa [( & 7 34 80)-/2{((7/2
J = 3 ) s £ ol *;("’ZP""‘ C""*‘]g +6;fi~:w3
P v Cobd 4~ Z Z 9
= A ~ _ O L £
12 .[D 18 4 48 i




Ao,
B 3
bfg(x,y,%)eﬁ , x£+)€< 2
. L A /zls’!}

%W P= (ry,2)  <on ()¢ W
e nCavtom, M
Ar L, 5
e K *‘7854 /Mk%WW»JW% h
C = {6«/ }é)é"ﬂz"? . xevye_{?»}

b7 Y T X{{'yé?{ ub%fw ﬂ(VlI’C/éjW
el > /<%, 7
(j/ e x %yt mie —
= %M J[»MW@&,M)

Z1 Dy 4*&-/2\2 dw% jﬁw;:ké“&(efxeh‘[}m?
be

b oo ffen o & iz tiplls N






11

T

ot

- g( Xy«o(k 47

Angd

x "‘7?'1:# ~ /K
//,\_T,/; ) AniB
// \: / //: ¥ {.X
[ h e Ll
A
\ -/
I
< (L
b b,

D,- And)nfyr0}

b?_: (Aﬂa)ﬂ é)’sog

e Y £y X
: ! 4 -y i/
b»“’l“(V: _g»*fy § sy dxs L j,v (4-y2 = (- 7y)? )y -
2 o \y€+7 o
4
. i . 5 - 4 { g
) i ErFHeymayiay) dy= { (L2 -4 A
{ o o ;
T : : a A
gb .X/ 7 ) L(X \S | X/V~1.(7 :?_"i v (.. £ é_)‘)\) ‘{X‘
s o K<—¥ L..f‘
= b [Ty extl S s L{-2s2-2)es Bl s
< ‘o
T- % 4 =43
6’0 42/-') /1{-2,0



12 g 53 _
T=lene)eR’, oo,7)ed | o<tels ye

dove D & Al brongole L venkice (0,0), (0,0) < (1,4).
P v
- N
! ; - D
O’l J \{f_‘ . >x

b
T Sl fcnn

{2 e R Goyed,

j}y (3(,7) T -2 A (?;}7)J A

Kf(:)(/y): —-y‘— K—KA/)’) _-:)/{,'
o]/
—?Qx()}/ )

vel T = Sg “{*-‘67 E / dz = 5{ [¢ ‘) - § é;r//g]ﬁ{)rﬂ[}
N ol D '
5’(3’/7)

-‘J/L/—z rflxtl;vmnc/{ﬂ ‘

dgl T= 2 jgb yé-c{x-‘&

W%«_\& Cinic Meitbnedt i il "f—-ﬂ/\"’éé “'Zg/""”““ /‘/ ¢ od Mu“?"‘é’).

! = YtE A
w7 s (7 iy e
7 ¥ o

=2 [-frtely' [ s n iy L) 2. L

>
- =



.l
43 Y R SR
L3

£ ) él’t »»ng.‘ 2 e Ay
})ﬂ‘ % ‘bc ﬂ;’“{},y) 6'}2},- 2 g,‘,l‘j .

o - .
[P o o, N__AM{;, c::»{i

{r
4 i
i+
Lt

iy E
yers

]‘ {‘/: ol ¥ ,; A_u\,w' E O
; :
oy T o ? P 52
§ola-ty d r Tay R A
$H e o Ton voroo 5
{rea) s me ] Yee aw 2 i)

Yran g
r o . piieerd Heat) e
R vy | foo_ 4 . : Ly At d)
| TEN Ay R (e fig et Jeles g [t m;:xj -
° atx o z 3 o

* ¢ o D )
,;__é.hj [ te L) 2 j; N S
3 H Ky f,f.;ﬁ{e‘}?

ST S N - S
JJ )" /V 3 . I3 f



14. T={¢,u) R ily/:sng/‘"- y )(217"'@’«:'254_{,

<

; T aiveel

L g
-é<2+7¢)5' 1y < .5('_9‘{-ye
NN TS

}xef;'&—iy z o

(

-2 B ! 5
B 4y 2o (}X£+6_*r4)<2/

b
¥

== . 3 S
v T= 4 3 - 4 S [ 4= iayt) ol

3
N

.
b: S(X//)e’izet xg-{'-(/_/)&'f_fj



< &
XTU‘() =¥

Y“_QVMLQ‘CO

(= ehng

; _'l?' ? o
S 4,_&3{7&)' ey - j L P & — =
b o [las

o

5y, 5 L6n &
e Heryt ] s,

o

O

- &~ _ % 7
. /e
= 3T 5y R § (ostd Jeadlf s

, 2]

- Ko 1% N P o~ \

o . R (i A B - L 2en & = T fc / .
3 3 [ 3 ],a 3 u 3 (‘{-\3_) =




45,

[ 3
. - N e “ 4
LG, : /( s SEEA f.—""")‘""‘{" L
7
» i ~ : Ey-aa
: { P c 3 oer E u i AR w_,%{ e, W]

. 3 7 v g
FSIE D Y N SemleET 1 yew T T g x(ﬂnc.a-{)ﬂi‘f{“f"’“
s :
re P
i!‘ z‘i f:{. » g.{.y»(fﬂ?ﬁ
'
b
E , 2, e Ly
Al‘s«.zjv T i} = T 5 ,@" -1 3,’;‘!;&»-,—..)“.-{-#’ v’%}‘.v"j"k sodtn L7 asiy ;f

i,
F
R
o
».
}
.
X
5
§
Ho

4

7

|

Kt

¢
5
4
I fz'zr.:{:

L

& ?:«:« W, e,
H L4

R 47 ;
tle Hebie eerdie e

i ; o
T SR (TR A N S

R






"f 6 s . j*“l’“"fﬁ“’é’gﬂm T P -mff‘ﬂgfg,‘cb‘éa Sk folansa x / . 2 Mwﬁféﬁ“\fﬁu‘m{h ,a(é,ﬂ(i ,,ali.izm.?;.ug.?d.e‘,mfzb

CE ’2..5#(3;;) ,
Aove £ Mo frrnbine s megrdioe B o inna dihiclle a & (v £ bichonsitns
-’!V:«c:!f s ’»'«‘ée-'-f’hft- ‘ J il ;t'f«--wtd; n ! it Jﬁ;ic-.d% o ~c«rycr"=x!{\$mmaé 7,(@4?:};,»-“: o :
o &K W r-w)

?’ ¢ ~at) & y
ﬁlyfm-«_m,w,& ¥ »g_:m*(»glg} &W"w«é v&:, “F?';,i;, 2 mm».fw'{{g - xﬂ{lﬁ%‘@fg« A.eo*t.w:ﬁu/él e T,

Y SUPRPCr ey ..?Nwtla,. relot]

e

..f\’g o ot ,ﬁ;,-fg,f:&- &\n.wgm«f{’% . i';(!? n»w'C‘;.vs_..,g_. w&-cg,»n.fﬂ-»(é_l.\

?D
ﬁmcwﬂ\m»
VRS RN S
T« [ o ' 9.
e 4 )o ( J; 91}5? )»{V?
L (¢~} )
- i 5 . E;?‘?'d&* £ v &ﬂfj—f‘-“w“}em Ji,.j (42 W&
O <d°?> # -‘-:‘ A.'e_’) Py oz = b
)
=, -«u:w,mdi' ,cL.,'u-( AARRST L
- Z, e i
27 e e X
¢ Y “<8

e (4 Pa) £ 3
<
(f‘—-.jfa ..!.-—
s
dotry s A
Ve
w, w4 1



17. T E ('x,/,z)g)RBA |2 s X~ x g—'/"’:j ‘

VR A W /‘cd?wdéﬂ “ 2
wlTs 2 ol (Trfezo])

Tﬁg/??‘?j?g{"’/)’/z)fﬁzg osé’gx‘i({/c‘j

f)(;r//) S~ X \i:y "

vﬂé@"’C M e ol /W&‘ C-Aétg /"’
D seeraptso o~
AN Lty [ X b s
(x j) rF 2 Y - " >
e Y =
\’C £ e d et i
of §= cet &
Ma’m
/e wd{

il @ 2.8 gg (X‘X‘"Ve)“[-’”’(j 2 2 ,( .o[A J'(F_ms,#_fc“h_aa[f:

D =/ ”
/s -
_ {= canl /2
=3 4 ol L s ) : ¢ !
g[J?” 4[] -4&**7-/(_;_0% ~jwﬂ‘«?)«'{b§)
_1:_ [=e —V‘-
< 2
1 N7Z ’ e
o R C IR AR GRS tr)-

(cnfdd 2l eccae3)d 8= 203 et T R
) 2 T

(¥4

S PRY PRV PO E é—g%‘eéf oA - 4”‘ z’-’[@~m<ﬁj L -

?’:"— (‘@_f.ukg,g) +.C.



i



1§, Cokeollonms cimnammsitle Llamia wlomo Ao deton i o o .

"

S
)xExg <¢

ff‘\

3
(7= #gang <3

‘ /el S - &GM(Q ‘ ]
M( . I el S) <pd ° N %ﬁg'f,%-gb? b
& tnen § £~f cerd

ﬂ‘w. . 2 V"Qé‘(

O
G

5 9 Z_j: 4l
& -—:_*4" <~ fm L
wl ga ol
& 2
X ~+ .Z.~n < 4

e oyl 204 gVJm@e
<t 7

Q_,QQ@%
“‘{ - O
veboes el o2, e <Tabfr-to o L <o,
. e 3



13 (G Aol 1

2N

:f-b. I vv(’ﬁdél!{ﬂ ...e’tﬁ«m.t[} e WMM W/-’dfé ﬁd b (fﬁc’é{'y\ﬁbw
_;L"/Z/Cacm_/io) W&{;JPL&/M—LZ

Yo comritlins ol Adfoina W comndr ok Coclen drnpl. ) ;

X;f’-()t:ﬂt?
):f.md?

2
\

LQ:?

Q/\N\" () -y X ‘if/y‘? A ‘-‘{(\14/&4/\;2& M iﬂ_lz&r/m.(. M //\_CM.\.W()K/): c‘,*)

l”f,vl%- ‘)?,\M-_w’_..m J'{\.E o f«/&.}./sﬁ-x w-«é:t,u/é //QA/L(.,V\/A‘ Az [/m o
.Ci:r{n,c.,L&/e».,e (Gv»\b) , i . cm(tﬁNWt (3)/ u?) fg) ,{/J%NMW E -
eI s

o 8s 2, (g’,‘ijéb

w"’t&/ -aé:(/r‘-z‘/l'\-ﬂéo- L:errv{:a P _Déx&%«ﬂwj —i&/&g-z. ’W&/&AEU‘J&C’G&@HQ
J{A/CZL -/ff?_a/).%)g‘*t./r e ‘.{-,\g? 4 C-L/C*fé J»{VCM& )/ be S

€ ddydes (13 [ o ol Ao
E © B

@J—\.,baw AR oﬂwé{; '4-24/ M/(’_ /‘-“6/11_9’ P 2, ,Zl C‘qu&iy iuf .Ewt"e_e:u/&ua



LAl

ey Y

"]

e, —‘.9_'77')/0 rcia D

36 /v‘vaf(‘_ il /‘, 4,\ //".,-7/‘1\5 -@. ./Ztm?fé/z,.z& ‘M LV&CC’B‘\&.%AW,‘Q)_ /\,&?(/ s
. lrieibro ol D

Cdes. ge D 2 tine uﬂwfmv&/um 4 appee = il insl vt im0
WM R>x M{w’w«@/ i b



7 A
Qo = / 7
7 /-‘»‘16/6(
/’/ 2 ) Z
LA
A lA |
. LV 'l
o | ! a4 %
/ \/
P

WMQE ﬁmfé San srefe o M ?m,%éo &/Jm%%k

| 4 ¢
well E = g 1 \"[*‘[}/‘(? = g s { Jfﬂ{é’ :5 e E By
B e ' -

X

q:ie'u*(« E‘TA, v‘e'\vﬁl Aoz one Jm—\f'o,._..(: ﬂww%/\’ 3
Ey oo o i e 6 : M

M _ 6- < wg“ 5

) g ar 7/6‘) -40/_( - /!}S !.//X)C«C[X,

AL
AL

Ny ) 4+ Mng/& = Correndne Al ,&me& T o

- 4 ( [ /&( { . A= ,_{;(XJ ‘
VoI ——— | ydxdy - v,
R c
- 4,_’ '91 R &) Ly
e | [ ¥
/ij-e L éierwhqw:o[c. ML&»@
-4
W’g k 33"/‘, aven. | = 2T s T / { 4(
e T
& C ‘__/Q'
= ﬁ”y .ﬁ[k}ﬁ(y‘



