
1 E. Vitali – AM2

Gli esercizi segnati × sono comuni a Matematici e Fisici.

× 1. Calcolare∫ ∫
D1

1

x2 + y2
dxdy ,

∫ ∫
D2

x

1 + y
dxdy∫ ∫

D3

xy dxdy ,

∫ ∫
D4

xy

1 + y4
dxdy ,

dove

D1 = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ x, 1 ≤ x ≤ 3} , D2 = {(x, y) ∈ R2 : x2 ≤ y ≤
√
x} ,

D3 = {(x, y) ∈ R2 : x2+y2 ≤ 1, y ≥ x2} , D4 = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, x ≤ y ≤ 1} ,

× 2. Calcolare il volume di

S = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ z ≤ 4− x2, x2 ≤ y ≤ 4}.

[ 51215 ]

× 3. Determinare l’area racchiusa dalle seguenti curve:

a) ρ2 = cosϑ ; b) ρ2 = 2a2 cos 2ϑ.

× 4. Attraverso una sfera di raggio 2 viene praticato, centralmente, un foro
cilindrico di raggio 1. Qual è il volume rimosso?

× 5. Calcolare il volume del solido costituito dalla parte interna del para-
boloide di equazione 3z = x2 + y2 che è anche interna alla superficie sferica
x2 + y2 + z2 = 4. [ 196 π]

6. Calcolare il volume di

T = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ a2, x2 + y2 ≤ ax}.

7. Calcolare il volume del solido limitato dalle superficie x2 + y2 = a2,
x2 + z2 = a2.

[ 163 a
3]
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× 8. Sia

T = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ z ≤ (x2 + y2)
(
1−

√
x2 + y2

)
}.

Dimostrare che T è limitato e calcolare∫
T

|y|3 dx dy dz.

[ 1
21 ]

9. Calcolare

∫
D

x2y2 dxdy, dove

D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 − 2x ≤ 0, y2 ≤ x3}.

[ 1645 + 7
48π]

10. Calcolare ∫
D

x2ez

1 + z2
dxdy dz,

dove

D = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ z2 + 1, |z| ≤ 1}.

[π2 (e− 3
e )]

× 11. Siano

A = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ −y2 + y, y ≥ x2 − x}
B = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}.

Calcolare ∫
A∩B

xy dxdy.

[ 13
120 ]

× 12. Calcolare il volume dell’insieme

T = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, 0 ≤ |z| ≤ y2},

dove D è il triangolo di vertici i punti (0, 0), (2, 0) e (1, 1).

[ 13 ]
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× 13. a) Siano

D0 = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ 0, (x− 1)2 + y2 ≤ 1},
D1 = D0 ∩ {(x, y) ∈ R2 : y ≥ x}.

Calcolare ∫ ∫
D0

y dx dy

∫ ∫
D1

y dxdy.

b) Per ogni α > 0 sia

Dα = D0 ∩ {(x, y) ∈ R2 : y ≥ αx}.

Calcolare α in modo tale che ∫
Dα

y dxdy =
3

8
.

[ 1√
3
]

× 14. Calcolare il volume dell’insieme

T = {(x, y, z) ∈ R3 : 2|y| ≤ x2 + y2, x2 + y2 + z2 ≤ 4}.

[ 1289 ]

15. Sia T l’insieme dei punti dello spazio R3 ottenuto eseguendo una
rotazione completa dell’insieme {(x, 0, z) ∈ R3 : 0 ≤ z ≤ e−x

2/4} attorno
all’asse x. Sia C = {(x, y, z) ∈ R3 : y2 + z2 ≤ e−2}. Posto D = T \ C (insieme
ottenuto togliendo C da T ), calcolare∫

D

|x||y|3

y2 + z2
dxdy dz.

[ 3227 (1− 4e−3)]

× 16. Un’ampolla T , appoggiata sul piano xy, è individuata dalle disugua-
glianze 0 ≤ z ≤ f(x, y), dove f è la funzione non negativa la cui linea di livello
α (0 ≤ α ≤ 1) è, con l’esclusione dell’origine, il bordo dell’insieme descritto in
coordinate polari da:

% ≤ (1− α)ϑ, 0 ≤ ϑ ≤ π(1− α).

Determinare il livello raggiunto da π3/48 unità di volume di liquido versate in
T .

[1− 1
3√2

]

× 17. Calcolare il volume di T = {(x, y, z) ∈ R3 : |z| ≤ x− x2 − y2}.
[ π16 ]
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18. Calcolare il volume dell’ellissoide di semiassi a, b, c (svolgerlo per
sezioni).

[ 43πabc]

19. Dimostrare il seguente risultato:

(Teorema di Guldino) Sia D un insieme compatto misurabile nel
piano. Sia r una retta del piano che non interseca D e si consideri il
solido E ottenuto per rotazione di D di un angolo α attorno all’asse
r. Allora il volume di E è pari al prodotto dell’area di D per la
lunghezza del cammino percorso dal baricentro di D.

[Si consideri D nel piano yz di un riferimento xyz e come retta r l’asse z. Il
baricentro di D (nel piano yz) ha coordinate

y0 =
1

mis (D)

∫
D

y dy dz z0 =
1

mis (D)

∫
D

z dy dz]

Come esempio si calcoli il volume del toro di raggi r,R.

20. Sia f : [a, b]→ R una funzione continua e non negativa. Sia E il solido
ottenuto facendo ruotare il sottografico di f di un giro completo attorno all’asse
x. Dimostrare che

volE = π

∫ b

a

f(x)2 dx.

[Si proceda per sezioni o utilizzando il Teorema di Guldino].






























































