1 E. Vitali - AM2

Gli esercizi segnati Xl sono comuni a Matematici e Fisici.

1. Calcolare il polinomio di Taylor di terzo grado delle seguenti funzioni
relativamente al punto indicato:

a) 3V, (0,0); b) log(z* +4%), (1,0);
] 2. Utilizzando lo sviluppo delle funzioni elementari, calcolare il polino-

mio di Taylor di secondo grado delle seguenti funzioni relativamente al punto
indicato:

a) log(2z* +y), (1,0); b) Va2 +y?, (1,2),

e il polinomio di terzo grado di

1
c) f;; i relativamente al punto (1,0).
[[13. Calcolare
sinfz —14+eY)—z—y
lim 5
(z,9)—(0,0) 2 + |y

[Puo essere utile uno sviluppo di Taylor].

4. Calcolare, relativamente al punto (0,0), i polinomi di Taylor di terzo
grado delle funzioni:
1

rett2y -
2z —y+1

@ty
(Si ricordi lo sviluppo della funzione 1/(1 —t)).

5. Si calcoli il polinomio di Taylor di grado 3 di ysinz — cos(y? — x — 1)
relativo al punto (0,—1).

Si calcoli il polinomio di Taylor di grado 1 e quello di grado 2 della funzione
—22 + 22y + 3y? — 62 — 2y — 4 centrati nel punto (—2,1).

6. Qual ¢ 'immagine della funzione f(z,y) = zy/(z* + y*) (al variare di

(z,y) € R*\ {(0,0)})?

7. Dimostrare che se f: A — R, con A C R" connesso, ¢ continua e
assume valori in Z allora f & costante.

18 SiaN=20N=3eSVN1={zeRN: |z|=1}. Sia f: SN"1 5 R
una funzione continua. Dimostrare che esiste zp € SN~! tale che f (xg) =

f(=wo).

[Si consideri la funzione x — f(x) — f(—x)].
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SOLUZIONI

1. 1l polinomio di Taylor puo essere calcolato a partire dall’espressione dei
coeflicienti, calcolando tutte le derivate necessarie. Per le funzioni proposte svol-
giamolo invece utilizzando, dove possibile, gli sviluppi di Taylor delle funzioni
elementari.
a) Ricordiamo che
. 2 t3
e=14+t4+—+ = +o(t),
+t+ 3 + 3l +o(t)

dove o & una funzione, nulla in 0, tale che

lim o(t)

—= =0.
t—0 t3

Allora

(22 + 3y)? N (2z + 3y)?

XY =1+ (22 + 3y) + 5 a0

+ o(2z + 3y).

Mostriamo che o (2z + 3y) = o(|(xz, y)|?), cioe

o(2z + 3y)
1m 73
l(z.y)=0  |(2,y)]

=0.
Infatti o puo essere scritta come
o(t) = t3e(t),
con £(t) infinitesimo; poiché |2z + 3y| < 5|(z,y)|, si ha
3
0(22 4 3y)| < (5l(a,9))) =20 + 3y) < Cl(wy)Pea+3y),  (C =57,

da cui
lo(2z + 3y)|
|(z,y)]3

Per I'unicita del polinomio di Taylor risulta

< Ce(2x +3y) = 0 per (z,y) — (0,0).

(22 + 3y)? N (2z + 3y)3

Piy(z,y) =1+ (22 + 3y) + 5 a0

b) La funzione x? + y? assume valore 1 nel punto (1,0); per utilizzare lo
sviluppo del logaritmo conviene mettere in evidenza gli incrementi: h =z — 1,
k =y — 0 =y. La funzione diventa quindi

log(1 + ), con t=2h+h*+ k>

Ricordiamo ora che

_ Lo 1gs .
10g(1+t)—t—§t +§t +o(t), con tlgr(l)t—g
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Pertanto

1
log(z? +*) = (2h + h? + k2)—§(2h + h? 4 k%)?
(1)
1 .
+3(2h+ h? 4+ k%)% + o (2h + h? + k?),

Mostriamo che risulta:

2, 3.2
lim o(2h + h* + k*) _o.

2 1
@) I(hk)—=0  |(hE)?

Come nel caso precedente, scriviamo o(t) = t3¢(t), con £(¢) infinitesimo. Per
|(h, k)| sufficientemente piccolo risulta

12h + h? + k% < C|(h, k)] (ad esempio C = 4);
quindi
lo(2h + h? + k%)| < (C|(x,y)|)3e(2h + h? + k?),
da cui (2).

Riprendiamo ora la (1), sviluppando le potenze; otteniamo:

log(ac2 + y2) =2h+ h% +y? — 2h% — 2R3 — 2hy% + §h3 + Q(h,y) + 7(h,y),
2
=2h—h*+y° + ghg —2hy” + Q(h,y) + 7(h,y),

dove Q(h,y) & un polinomio i cui termini hanno grado non inferiore a 4. Assieme
a (2) cid implica che 2h — h? +y* + Zh® — 2hy? & il polinomio di Taylor di grado
3 della funzione data relativa al punto (1,0):

Pyl = 1,y) =2z 1) = (2 = 1? +4 + 2 (x — 1)° = 2(z — Dy,

Si noti che il grado del polinomio & valutato rispetto alle variabili x — 1 e y.

2. a) Osserviamo che 212 + y assume valore 2 nel punto (1,0); per utilizzare
lo sviluppo del logaritmo attorno a 1 conviene porre la funzione nella forma

log(22* 4 y) = log 2 + log (2 + %)

Mettiamo poi in evidenza gli incrementi, ponendo h=z —1e k =y:

k
log(2z* 4+ y) = log2 +log((h 4+ 1)* + 5)

=log2 + log(1+2h + g + h?).

Sviluppiamo pertanto il secondo addendo in potenze di h e k. Risulta:

o(t)

t—0 t2 =0

1
log(l+t)=t— §t2 + o(t), con
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Sostituendo ¢ con 2h + g + h? siha

k k 1 k
(3)  log(l+2h+ 5+ h?) = 2h + 5+ h? — 32h+3+ h*)? + 7(h, k),
dove 7(h,y) = o(2h + & + h?). In modo analogo a quanto fatto nell’Esercizio 1
si dimostra che

lim =
((hy)l=0 [(h,y)[?
Allora il polinomio di Taylor di grado 2 della funzione iniziale relativa al

punto (1, 0) si ottiene considerando, in (3), i soli termini di grado non superiore
a 2. Pertanto:

1 1
Py(z—1,y) =log2+2(x —1)° + 5y — (x = 1)* = 2’ — (¢ = 1)y.

b) Vorremmo utilizzare lo sviluppo della funzione /1 4 ¢ relativamente a

to =0:
1, 1 o(t)
1/2 _ 1, 1 A
(1+41) 1+ 2t St + o(t), con }gr(l) 2 0
Teniamo conto che (2% + y3)‘ = 9, per cui conviene esprimere la funzione
(1,2)
come

2, ,3
- M
\V/ x2 + yd = 3(79 y )1/2.
Mettiamo ora in evidenza gli incrementi rispetto al punto (1,2), ponendo

h=x-1, k=y—2.

Possiamo allora scrivere:

JETF =3 {(h+1)2+(k+2)3r/2

9
2h + 12k + h? + 6k + K3\ '/
=3(1+
9
e applicare lo sviluppo di (1 4 t)!/? con

,_ 2h+ 12k 4 h% + GK? + &7

9
Otteniamo
1 1 /2h+ 12k + h% 4+ 6k% + K3
a2 3 =14 =
3 T4ty +2( 9
1 /2h+12k+ h2 +6k2 + E3\ 2
8< + +9+6 + >+7(h,k:),

dove 7(h,k) = o((2h + 12k + h? + 6k? + k*)/9). In modo analogo a quanto
svolto sopra, si verifica che

7(h, k)

lim —o .
|(h.k)|—0 | (R, k)[2
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Allora otteniamo il polinomio di Taylor di grado 2 limitandoci a considerare,
nello sviluppo precedente, i termini di grado non superiore a 2:

1 1. 2 1 1 1

“Py(h k) =14 ~h+ “k+ —h2+ k> — —

32(’) BRI T 162
4

1,2 1 2
=1+4+-h+ >k h* + —k* — —hk.
Tt TR Ty 27

2 1
h? — Zk* — ~hk
9 3

Quindi
4

1
Py(h, k) = —h+2k
2 (h, k) 3+3—|— +27

1 2
h® + Zk* — Zhk
T3 9

conh=zx—-1lek=y—2.

¢) Sviluppiamo la funzione 1/(x? + 1) relativamente al punto T = 1, ricor-
dando lo sviluppo della serie geometrica:

1
=14t 4
=t
Posto  — 1 = h otteniamo:

1 1 B 1

1
L+a2  2+42h+h? 2 1+h+ih?

1 (1 —(h+ 1h?) + (h + 1h?)z —(h+ 1h2)3> + o(h®)
2 2 2 2

1
2

1
(1=~ 5h%) +o(h?).
Moltiplichiamo ora per il polinomio y + 1:

y+1 1 1,
== 1)(1 - -
i1 = WD —ht k") +ohy),

dove a(h,y) = (y + 1)o(h?). Risulta

a(h,y)
(b, y)|?

o(h?)
n3

| [ <Ily+1) | =0 per|(h,y)] = 0.

Allora
a(h,y)

lim =0.
(h) =0 [(h, )3

Concludiamo che

1 1 1
Py(hy) =5 — sh+>

1 1 1
—h? — —hy + ~h%y.
5 Tt ¥ty Wt Y

3. Per lo sviluppo della funzione sin(z—1+4¢e¥) conviene svolgere direttamente
il calcolo delle derivate nel punto (0,0); si ottiene

1
sinfx —14+eY)y=a+y+ §y2 +n(z,y), con
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Allora

sin(z —1+e¥)—z—y sy +n@y) 1 o n(z,y)

z? + |y o224yl 222+ yl 22+ |yl

Il primo addendo nell’ultimo membro tende a zero, poiché

y? y?

<
2+ 1yl =yl

Quanto al secondo addendo, osserviamo che per |y| sufficientemente piccolo
(Jy| < 1) risulta 22 + |y| > 2% + y2, per cui

=y =0 per (z,y) — (0,0).

n@,y) o nley) o,y

< = — 0.
2+ lyl T 22+y? |(zy)

Allora anche questo termine tende a zero. Concludiamo che il limite proposto
vale zero.

Vediamo come si potrebbe ottenere lo sviluppo del numeratore utilizzando
gli sviluppi delle funzioni elementari.

Sviluppiamo la funzione & — 1 + e¥ relativamente al punto (0, 0):
lim W)

m —+- =0,

1
r—1+e'=a2+y+ -y +7(y), con 5

2 y—=0

e la funzione sint relativamente a ¢ = 0 (poiché (z — 1 +e¥)|, , = 0):

o(t)

—= =0.
t—0 t2

1
sint =¢— 6t3 +o(t?) =t +o(t), con
Osserviamo che possiamo esprimere 7 e o nella forma:

T(y) =vPeily)  o(t) = t2ex(t),

con €1 e &9 infinitesimi. Quindi

1
sin(z —1+¢e¥) =sin(z+y+ 592 +7(y))

1 1
=yt 7 tolzty+ 5y + 7).

Osserviamo ora che
1 2
v <@yl e Jety+ 5y +rw)] < Cl )

(la seconda disuguaglianza per |(z,y)| sufficientemente piccolo; per tali valori
possiamo supporre |7(y)| < y? < |y|). Abbiamo allora

1
(W) +o(@+y+ 557 +7W)] < [(z,9)e(@,v)
con &(z, y) infinitesima per (z,y) — (0,0) (risulta e(z,y) = e1(y) + Cez(z+y+
2y% + 7(y)). Pertanto

1
Sn(@—1+eh) =z +y+ s +n(@y), con lim LY _g

2 (@) =0 |(x, y)[?
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4. Tl punto rispetto a cui e centrato il polinomio di Taylor e I'origine, per cui
gli incrementi coincidono con x e y.
Ricordando lo sviluppo in serie della funzione esponenziale abbiamo

1 1
T =1+ (24 2) + 5 (4 2)° + @+ 20)° +ow+ 2),

con o(t) = o(t?). Scriviamo o nella forma o(t) = t3¢(t), con &(¢) infinitesimo.
Poiché |z + 2y| < 3|(x,y)|, risulta

lo(z + 2y)| < 27|(z,y)|2e(x + 2y).

Quindi o(z + 2y) = o(|(z,y)|?). 1l polinomio di Taylor di terzo grado & quindi
il polinomio 1+ (z + 2y) + 1 (z + 2y)? + 3 (= + 2y)>.

In modo analogo procediamo per la funzione 1/(2x — y + 1), sfruttando lo
sviluppo di (1 —¢)~%:

1

m:1+(y—2$)+(y_2$)2+(y—2x)3+o(y—2x)7

con o(t) = o(t*). Come sopra si dimostra che o(y — 2z) = o(|(z,y)|*), per cui
il polinomio di Taylor di grado 3 & 1 + (y — 2z) + (y — 22)% + (y — 2x)3.

Per quanto riguarda l'ultima funzione, lo sviluppo della funzione esponen-
ziale da:

1 1
=14 (@ 4 y) 5 )+ 5 1)’ o ),

dove o(t) = t3¢(t), con &(t) infinitesimo. Per |(z,y)| < 1 abbiamo 2? < |z| <
|(2,y)], quindi
|o(a? +y)| < 8(z,y)Pe(z® +y).

Allora o(z? + y) = o(|(z,y)|*) e il polinomio di Taylor di grado 3 si ottiene
dal polinomio che compare nello sviluppo precedente limitandosi a considerare
i termini di grado non superiore a 3; quindi

1 1
Py(z,y) =1+y+a2>+ §y2 + 2%y + gyg-

5.  Esplicitiamo gli incrementi (A, k) rispetto al punto (0, —1):
x =h, y=—-1+k.

Allora
f(z,y) = f(h,k—1) = (k—1)sinh — cos(k? — 2k — h).

Ricordiamo che

1
sint =t — étg + o1(t), con o1 (t) = o(t?),

1
cost=1-— 5252 + o9 (t), con oy(t) = o(t?).
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Quindi

@) fh -1+ k) = (k—1)(h— éh?’) - %(k? 2k — h)?] + r(h k),

con

r(h, k) = (k — 1oy (h) — o2(k* — 2k — h).

Scriviamo oy e o9 nella forma

o1(t) = t3e1(t), oo (t) = t3ey(t), con £12(t) = o(1).
Allora

P, k)| < |(k — D)her ()] + (2 — 2k — h)Pes (K2 — 2k — h)|

Pertanto, per |(h, k)| < 1, quindi in particolare |k| < 1, si ha [k—1| < 2, k? < |k|
e |(k? — 2k — h)| < 4|(h, k)|, per cui

[r(h, )] < Cl(h B (1 (B)] + [ea(K? — 26 — b))

con C > 0 costante opportuna. Ne segue che 7(h, k) = o(|(h, k)[?).

Concludiamo che il polinomio di Taylor di grado 3 si ottiene dal polinomio
che compare in (4). limitandosi a considerare i termini di grado non superiore
a 3, quindi

1 1
Psy(h,k) = —1 — h + 3hk + 5h2 +2Kk% + 6h3 — hk? — 2k3.

Consideriamo ora la funzione g(z,y) = —x2 + 2xy + 3y? — 62 — 2y — 4.
Ricordiamo che il grado di un polinomio di Taylor ¢ riferito agli incrementi
rispetto al punto fissato; in questo caso:

x=—-2+h, y=1+k.
Quindi la funzione g diventa
g(=2+h,1+k)=1—h%+4 2hk + 3k>.

Allora il polinomio di grado 1 ha in realtd grado zero (la costante 1), mentre il
polinomio di grado 2 ¢ il polinomio

Py(h,k) =1 — h* + 2hk + 3k

6. Il dominio della funzione & un insieme connesso, per cui 'immagine &

un sottoinsieme connesso di R, cioé un intervallo. Dalla disuguaglianza |zy| <
(2% + y?) segue che i valori f(z,y) si trovano nell’intervallo [—3, 2]. Si vede
facilmente che i valori estremi j:% sono assunti: si prenda y = £x. Allora
I'immagine di f & Uintervallo [—3, 3].
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Alternativamente, dato v € R, si studi la risolubilita dell’equazione:

Yy .
x2+y2 =7

Se v = 0 'equazione & chiaramente risolubile. Se v ## 0 allora non puo essere
x = 0, per cui ’equazione si scrive, equivalentemente, come:

y/r
T+ (y/o2 "

cioe, posto t = y/x,

t

m:% oanche ~t2 —t+~=0.

L’equazione & risolubile se e solo se il discriminante & non negativo, cioe |y| < %

7.  Sappiamo che 'immagine continua di un insieme connesso ¢ un insieme
connesso. In R, che ¢ il codominio della funzione, gli insiemi connessi sono solo
gli intervalli. Poiché la funzione assume solo valori in Z, puo assumere un solo
valore.

8. Siag(z) = f(x) — f(—=). La funzione g soddisfa la proprieta che g(—z) =
—g(x); pertanto, se g non & la funzione nulla (nel qual caso ogni punto zg € SV ~!
& tale che f(zg) = f(—xz¢)) allora assume sia valori positivi che valori negativi.
Dal momento che SV~! & un insieme connesso e g ¢ continua, 'immagine di g
€ un insieme connesso, cioe un intervallo: dovendo contenere sia valori positivi
che valori negativi, anche lo zero vi deve appartenere. Quindi esiste un punto
Zo in cul g(zg) = 0, cioe f(zo) = f(—=0)-



