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Capitolo 1

SPAZI DI HILBERT

In (quasi tutto) questo Capitolo, gli spazi vettoriali considerati saranno comples-
si. La scelta di utilizzare C (e non R) come campo degli scalari ¢ motivata anche
dal fatto che alcune tra le piti notevoli applicazioni della teoria degli spazi di
HILBERT (ad esempio, alla Meccanica Quantistica) richiedono necessariamente
Pambito complesso. La maggior parte di quanto esporremo vale tuttavia (con
le ovvie modifiche) anche nel caso di spazi reali; sono stati comunque messi in
evidenza i risultati che richiedono trattazioni diverse nei due casi (si veda ad
esempio la Proposizione 1.2.2).

1.1 Prodotto scalare. Esempi.

‘Deﬁnizione’ 1.1.1 Un prodotto scalare in H ¢ un’applicazione da
H x H in C, indicata con (z,y), che verifica le sequenti proprieta:

i)Ve,ye H, (y,x) = (z,y);

ii) Yo € H, (z,z)>0;' inoltre, (v,2) =0 <=z =0;

i) V(x,y,z € H, a, 8 € C), (ax+ Py, z)=alx,z)+ ((y, 2).
Uno spazio vettoriale munito di un prodotto scalare si dice spazio
prehilbertiano. =

E evidente che la 1i1) € equivalente alle due richieste

i)y Ve,y,z € H, (x+y,z) = (z,2) + (y, 2),

eiii)y V(z,y € H, a € C), (az,y) = a(z,y):
dalla #i7) discendono infatti sia la #ii); (scegliendo @ = ( = 1), sia la iii)y
(scegliendo 8 = 0); d’altra parte, #ii); e iii)2 implicano che, Vx,y,z € H e
Va,3 € C, (ax+fy,z) = (az,2) + (By, 2) = a(z,2) + B (y, 2).

Risulta inoltre

Y(z,y,2 € H, a, € C), (x,ay+ f2) =a(z,y) + Bz, 2);
si ha infatti, dalle 77) e ii7) della Definizione 1.1.1,
(z,ay + Bz) = (ay + Bz,2) =@ (y,2) + B (z,2) =@ (2,y) + B (2, 2).

! la richiesta (z,z) > 0 ha senso perché, per la i), (x,2) & un numero reale.
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In Meccanica Quantistica, nella quale gli spazi di HILBERT hanno un ruolo
fondamentale, il prodotto scalare di solito e definito in modo da essere lineare
nel secondo argomento, e spesso indicato, con le notazioni di DIRAC, con (z|y)
anziché con (z,y); si assumono cio¢ le proprieta seguenti:

i") Yo,y € H, (yle) = (zly);

iy Ve € H, (z|x) >0,e (z|x) =0<=z=0;

iii’) V(z,y,z € H, o, f € C), (x|ay + Bz) = alx|z) + Bly|z).

Naturalmente, questa scelta non comporta nessun cambiamento —se non
formale— nei risultati: basta utilizzare la corrispondenza (x|y) < (y, ).

Osserviamo esplicitamente che una notazione piu corretta per indicare uno
spazio prehilbertiano sarebbe (H; (., .)), e non semplicemente H (che ¢ il soste-
gno dello spazio): sullo stesso spazio vettoriale ¢ infatti possibile definire piu
prodotti scalari, che possono dar luogo a spazi prehilbertiani “sostanzialmente”
diversi (il significato di questa affermazione verra chiarito pit avanti; si veda
I’Osservazione 1.4.1). Per brevita, useremo tuttavia la pitt semplice notazione
H, quando il contesto e tale che non possano sorgere equivoci.

Esempi ben noti di spazi prehilbertiani sono, per ogni d € N, C? (oppure R?
nel caso di spazi reali), con I'usuale prodotto scalare di vettori. Qualche altro
esempio significativo:

1 e sia £. == [J e C% se si identifica il generico vettore {z1,...,zq} € C?
con la successione {z1,...,24,0,0,...}, {. viene identificato, di conseguenza,
allo spazio delle successioni a termini definitivamente nulli:

x={xp}neny €L <— In="n(x): x, =0 Vn>n.
Posto, V(z = {xn}, vy = {yn} € L),
+ _
(@,9) = 22,21 Tn Ty
si verifica facilmente che ¢2 := ({.;(.,.)) & uno spazio prehilbertiano. Si osservi

che la serie che compare nella definizione di (z,y) € in realta una somma finita,
perché z, y,, = 0 per tutti gli n tali che n > min{n(z);n(y)}.

2 o Sia 2 I'insieme delle successioni “di quadrato sommabile”:

d
= {x,} €’ &l 2 an)? < +oo.
Dall’ovvia disuguaglianza? 2ab < a?+b2, valida Va, b € R, discende che, VN € N,
si ha 27]:[:1 |70 + ynl? < 222;1 |z |2 + 227]:[:1 lyn]?. Se ne deduce che se
x,y € (7 allora anche = + y € ¢?; & poi immediato verificare che se x € 2 e
a € C allora ax € % in conclusione, ¢2 & uno spazio vettoriale.
In modo del tutto analogo, si verifica che se z = {z,}, v = {y,} € £2, allora
la serie di termine generale x, 7, ¢ assolutamente convergente; € quindi lecito
porre, Va,y € (2,
+ _
(Iay) = (Iay)2 = Zkiol Tk yk‘7

e si verifica senza difficoltd che (z,y) & un prodotto scalare in /2.

3 e Sia X l'insieme delle funzioni z : [0,1] — C che verificano le seguenti
proprieta:

i): posto D(z) :={t € [0,1] | x(t) # 0}, D(z) & (vuoto o) al pit. numerabile;

ii): Y, |z(t)]? < +o0.

2 si noti che risulta anzi, per ogni € > 0, 2ab < e a? + b2 /e.
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11 significato della i) & evidente, grazie alla proprieta ¢): la somma & estesa ai
soli ¢ per i quali x(t) # 0, quindi all’insieme D(x), che & al pilt numerabile. Si
tratta quindi di una somma finita, o di una serie (a termini positivi).3
Procedendo in modo analogo a quanto visto sopra per £2, si controlla facilmente
che X ¢ uno spazio vettoriale, e che ponendo

(z,y) =32 =(t) y(1)
si definisce un prodotto scalare in X (si osservi che la somma ¢ estesa in realta
a D(z) N D(y), che ¢ al pitt numerabile).
4 e Fissati a,b € R, con a < b, sia C°([a, b]) lo spazio vettoriale delle funzioni
continue da [a,b] in C. E immediata la verifica che ponendo, Vz,y € C°([a, b]),

(2,9 = J; 2(0)y() dt
si definisce un prodotto scalare in C°([a, b]).

5 e Sia Q un sottoinsieme misurabile secondo LEBESGUE di RY, e sia L%((2)
lo spazio vettoriale delle classi di equivalenza* di funzioni misurabili z da Q in C
tali che la funzione t — |z(t)|? sia integrabile secondo LEBESGUE (o sommabile)
in Q; ancora grazie alla disuguaglianza elementare 2ab < a? 4+ b*> Va,b € R, si
verifica che L?(Q) & uno spazio vettoriale, e che la posizione

(z,y) = [, x(t)y(t)dt (m= misura di LEBESGUE)
definisce un prodotto scalare in L2(£2).

Nell'ultimo esempio, & evidente la necessita di definire L?(£2) non come uno
spazio di funzioni (misurabili e con modulo di quadrato sommabile), bensi come
uno spazio di classi di equivalenza di funzioni di questo tipo. In caso contrario,
non sarebbe verificata la seconda proprieta della Definizione 1.1.1, ): sapere
che la funzione x & misurabile in Q e che [, |z(t)]> dt = 0 permette soltanto di
concludere che z(t) = 0 q.o. in €, ma non che = ¢ identicamente nulla.

La definizione ora data si puo evidentemente estendere al caso dello spazio
L?(A, &, u) costruito a partire da uno spazio di misura o—finito (4, &, u) (con
{4 misura non negativa). B ovvio che L%(9) & un caso (molto) particolare di
L?(A, &, 1u); ma lo stesso vale anche per ¢?: basta infatti scegliere® A := R,
E:=PR), p:=> ey O(r), dove Oz ¢ la misura associata alla massa unitaria
(misura di DIRAC) concentrata nel punto k. Lo spazio X dell’esempio 3 non
rientra invece nello schema precedente: ([0, 1],93([0,1]), 1), dove p & la misura
“che conta”, non ¢ o—finito.

Si ha il seguente risultato fondamentale:

1.1.1 In ogni spazio prehilbertiano H, vale la disuguaglian-
za di Schwarz®

Vo,y € H, |(z,y)* < (z,2) (y,y);

inoltre, il segno di uguaglianza vale se e solo se x,y sono linearmente
dipendenti.

3 le 1), ii) esprimono il fatto che {|z(t)|*};c(o,1] ¢ una famiglia sommabile.

4 due funzioni z,y sono equivalenti se I'insieme {t € Q | 2(t) # y(t)} & misurabile ed ha
misura nulla.

5 9B(A) & l'insieme delle parti dell’insieme A.

6 detta anche disuguaglianza di CAUCHY-SCHWARZ-BUNJAKOWSKY.
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Dim.: il risultato & ovvio se y = 0 (si osservi che (z,0) = (2,0 +0) = (2,0) +
(2,0), quindi (x,0) = 0). Se y # 0, posto z := (y,y)x — (x,y)y, grazie alle
proprieta i) — ¢ii) della Definizione 1.1.1 si ottiene che

0 < (22) = (W 9)r = (,9)y, (v, y)z — (2,9)y) =
( ) )2 (l‘,l‘) - (yay) (xay) (xay) - (xay) (yvy) (yax) + (xay) (xay) (yvy) =

Y,y
(yay) [( 71.) (yvy) - |(Zay)|2] )

da cui la disuguaglianza. Inoltre, 'uguaglianza (z, z) = 0 vale se e solo se risulta
z=(y,y)x — (z,y)y = 0; cid conclude la dimostrazione. m

1.2 Norma e distanza indotte.

Poniamo la seguente

‘Deﬁnizione‘ 1.2.1 Sia E uno spazio vettoriale; una norma su E é
un’applicazione da E in R, indicata con x +— ||z||, che verifica le
sequenti proprieta:

i):Vx e E, |x|| >0; inoltre, ||z|| =0 <=z =0;

it):V(r € E, a € C), |azx|=laf|z|;

ii): Ve,y € B, e +yll < |zl +|ly|| (disuguaglianza trian-
golare).

Uno spazio normato ¢ uno spazio vettoriale E munito di una
norma. m

Una semplice conseguenza della iii) ¢ la seguente disuguaglianza:

(1.1) Va,y € B, |llzll = llyll| < ll= = yll.

Valgono evidentemente considerazioni analoghe a quelle svolte in precedenza
a proposito degli spazi prehilbertiani: la notazione F che abbiamo utilizzato e
in realtd un’abbreviazione della notazione pitt completa (E; || .||).

E importante osservare che ogni spazio prehilbertiano puo essere considerato,
in modo naturale, anche uno spazio normato, come risulta dalla seguente

Proposizione’ 1.2.1 Dato lo spazio prehilbertiano (H;(.,.)), indichia-
mo con ||z|| la radice quadrata aritmetica del numero reale non ne-
gativo (z,x). Allora, ||z|| é una norma su H, detta norma indotta
dal prodotto scalare.

Dim.: la i) della Definizione 1.2.1 & conseguenza immediata della Defini-
zione 1.1.1, i4); per la ii), basta osservare che ||az||? = (ax, ax) = aa (z,z) =
|2 ||z]|?; 1a 444) & conseguenza della disuguaglianza di SCHWARZ:

lz+yl?* = (z +y,z+y) = |o|* + 2R(z, y) + |lyl|* <
<l + 2|2yl + lyll* = (2l + llyl])>. =
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Si osservi che, con questa definizione, la disuguaglianza di SCHWARZ si scrive

(1.2) Vo,y e H, |(z,y)| < =]l [yl

Nel caso di uno spazio prehilbertiano reale, la disuguaglianza di SCHWARZ
permette di estendere la definizione data in R? di coseno dell’angolo formato
dai due vettori non nulli x,y, mediante la relazione (z,y) = ||z ||y|| cos Ty; in
tal caso, si ha infatti che coszy € [—1,1] (proprieta che ovviamente non vale
se lo spazio & sul corpo complesso). Anche nel caso complesso, € perd possibile
introdurre la nozione di vettori ortogonali:

‘Deﬁnizione‘ 1.2.2 [ vettori x,y € H si dicono ortogonali’ se risulta
(z,y) = 0. Per indicare l'ortogonalita tra x ey, si scrive xly. w

La norma di un vettore ¢ stata definita in H a partire dal prodotto scalare;
a sua volta, quest’ultimo puo essere espresso in termini della normas:

‘Proposizione‘ 1.2.2 (identita di polarizzazione) Sia H uno spazio
prehilbertiano:

se H ¢ reale, si ha, Vx,y € H:

(13) (0.9) = 7 (el =l — o)

se H é complesso, si ha, Vx,y € H,

1 : : : :
(14) (z,y) = (e +yl* = lle = yl* + ille +ayl* — ille — ay]?) -

Dim.: basta osservare che, come si ¢ visto pilt sopra, ||z + y||*? = ||z[* +
2R(z, y) + [ly?, e che, analogamente, ||z — y[|* = [lz|* — 2R(z, y) + [[y[|* nel
caso di uno spazio reale, cio fornisce direttamente I'uguaglianza voluta. Nel caso
complesso, si ha poi ||z +iy||? = (v + iy, z +iy) = ||2||* —i(z,y) +i(y, z) + ||y]|?,
ellz—iy||? = (x —iy,x —iy) = ||=||* +i(z,y) —i(y, ) + ||y||*; se ne ricava subito
la formula cercata. m

Vediamo alcune altre proprieta di natura “geometrica”:

‘Proposizione‘ 1.2.3 Sia H uno spazio prehilbertiano; allora:

i) Se x ed y sono ortogonali, vale il Teorema di Pitagora:

(1.5) lz+ylI* = lll* + llyll*

i1) Yx,y € H, vale I’identita del parallelogrammo:

(1.6) Iz +yl* + lle — y1* = 2|21 + 2[ly]*

7 per la proprieta i) del prodotto scalare, la relazione di ortogonalita & simmetrica: x &
ortogonale ad y se e solo se y & ortogonale ad .
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Dim.: i): evidente: se (z,y) = 0siha ||z +y|? = ||z]|*+ (z,y) + (v, 2) + ||y||* =
llz||? + |ly||*>. Si noti anzi che la (1.5) vale se e solo se risulta R(z,y) = 0
(condizione che nel caso complesso & pilt generale dell’ortogonalita).

ii): sommando le due uguaglianze ||z +y[|? = ||z|*> + (z,y) + (y,z) + ||y||* e
lz —y||* = ||z||* = (z,y) — (y,x) + ||y||? si ottiene il risultato voluto.

Si osservi che le identita (1.5) e (1.6) fanno intervenire in modo esplicito
solo la norma, non il prodotto scalare; tuttavia, esse dipendono in modo es-
senziale dal fatto che si tratti della norma indotta da un prodotto scalare. Per
quanto riguarda la prima uguaglianza, cio € ovvio, dato che I'ipotesi richiede
Dortogonalita dei vettori x,y; per la seconda, osserviamo che la (1.6) non é
conseguenza delle sole proprieta i) — iii) della Definizione 1.2.1, come mostra
I'esempio seguente. Sia E := C°([0, 1]) lo spazio vettoriale delle funzioni (a valo-
ri reali o complessi) continue nell’intervallo [0, 1], e si definisca, Vf € E, || f] :=
maxo<i<1 |f(t)]. B immediato controllare che (E;|.]||) & uno spazio normato;
tuttavia, scelte ad esempio f(t) := t, g(t) := 1 — ¢, si ha che || f|| = |lgl| =
If =gl =IIf+ gl =1, cosicché la (1.6) non é verificata.

Diciamo che lo spazio normato (E;| .||) ¢ hilbertizzabile se & possibile
definire in E un prodotto scalare (.,.) che induce la norma di E, cioe tale che
lz|| = (z,2)/? Va € E. L’esempio precedente mostra che non ogni spazio
normato € hilbertizzabile. Una condizione necessaria € evidentemente che la
norma verifichi la (1.6); mostriamo che la condizione & anche sufficiente:

‘Proposizione‘ 1.2.4 Sia (E;||.||) uno spazio normato; é possibile de-

finire in E un prodotto scalare (.,.) che induce la norma || .|| se e
solo se quest’ultima verifica 'identita del parallelogrammo.

Dim.: supponiamo che || .|| verifichi la (1.6), e costruiamo un prodotto scalare
su F che induce la norma di partenza.

Supponiamo dapprima E reale; il prodotto scalare cercato —se esiste— deve
necessariamente essere dato dalla (1.3). E ovvio che l'applicazione da H x H
in R definita dalla (1.3) verifica la ) (che in questo caso si scrive (y,z) =
(z,y) Yo,y € F) e la ii) della Definizione 1.1.1. Per verificare anche la iii),
osserviamo intanto che si ha, Vx,y,z € F,

(z,2) + (,2) = 7 [l + 20>+ lly + 21%) = (lz = 21> + ly = 2[1*)] =

| = OO = x|

[l +y+ 2217 + [lz = yll* = o +y - 22]* — |2 — y|’] =

2] _9 (%(m+y),z>.

In particolare (per y = 0) si ottiene (x,z) = 2 (%:L’, z), da cui anche (z, z) +

2

2 It
H§(ﬂf+y)z

U’%(ery)Jrz

(y,2) = (x+y, z), cloe laiii);. Se ne deduce facilmente che, Vh, k € N, (%x, z) =
%(ac,z); inoltre, da 0 = (0, z2) = (%x - %x,z) = %(Jc,z) + (—%x,z) si ottiene

che (ax,z) = a(x,z) Va € Q; per dimostrare che la stessa uguaglianza vale
Va € R fissato, sia {a,} una successione di numeri razionali tale che a, — a.
Per quanto visto sopra, si ha (a,z,y) = a, (2,y) — a(x,y). D’altra parte,
dalle relazioni | ||anx Fy|| — || az Fy||| < llanz — az|] < |a, — o ||z|| discende
che |[anz Fy||? — |Jaz Fy||?, da cui (a,2,y) — (az,y), quindi la 4ii)s.
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Supponiamo ora che E sia uno spazio normato complesso, definiamo (x,y)
tramite la (1.4), e poniamo ((x,y)) := R (x,y). Poiché ((x,y)) verifica la (1.3),
si & appena mostrato che allora ((x,y)) verifica per ogni z,y € E le i), ii) della
Definizione 1.1.1, nonché la iii)1, e la #ii)2 per ogni « reale; inoltre, si ha
(verifica immediata):

(iz,iy) = (=,y) Va,y€E.

Essendo poi (z,y) = (z,y)) + i («,iy)), ne viene che

(v,2) = (y, %) +i(y,iz) = (@, y) +i(iz,y) =
Analogamente, dato che
(iz,y) = (1z,y)) + i (iz,iy)) = —(«, iy) +i(z,y) = i(2,y),
si ottiene, Voo = oy + 7 con ag, an € R,

(ax,y) = (1 2,y) + (lagz,y) = aq (x,y) +ias (x,y) = a(z,y),

cioe la iii) per ogni a complesso, e cid conclude la dimostrazione. u

E ovvio che ogni spazio normato (in particolare, prehilbertiano) risulta essere
uno spazio metrico, se la distanza € definita da d(z,y) := ||z — y||. Dato uno
spazio vettoriale che sia anche uno spazio metrico, non & pero detto che la
distanza sia indotta da una norma (basta pensare alla metrica discreta). Il
seguente risultato caratterizza le distanze che provengono da una norma:

‘Proposizione‘ 1.2.5 Sia E uno spazio vettoriale, e sia d una distanza

definita su E. E possibile definire nello spazio metrico (E;d) una
norma che induce la distanza d se e solo se quest’ultima verifica le
sequenti proprieta:
i) V(z,y € E, a €C), dlax,ay):=|a|d(z,y);
)

ii) Ve, y,xg € E, d(x + x0,y + x9) = d(x, (invarianza
per traslazioni).
Dim.: supponiamo che esista in E una norma | .|| tale che d(z,y) = ||z — y||;
le ) e ii) sono conseguenze immediate delle proprieta della norma.
Inversamente, se d & una distanza che verifica i), i7), definiamo ||z|| := d(«,0).

La i) della Definizione 1.2.1 & soddisfatta da ogni distanza in E (senza ipotesi
aggiuntive su d): quanto alle altre proprieta della norma, & sufficiente osservare
che

Ve B, a€C), |azx| = dlaz,0)=d(ar,al)=|a|d(,0) = |af |z
Ve,y € E, |lz+y|| = dz+y,0) <dz+y,y)+dy,0) =
= d(x,0) +d(y,0) = [|=| + [|y[|- =

Agli spazi normati (in particolare, agli spazi prehilbertiani) si trasportano
quindi tutte le nozioni di natura topologica note negli spazi metrici: intorno
di un punto (si indichera spesso con X(zg, 0) := {x | ||z — x0]] < o} la sfera
aperta di centro z e raggio p); insieme aperto o chiuso; interno, esterno e
chiusura di un sottoinsieme, e cosi via. In particolare,
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| Definizione| 1.2.3 Se (E;||.||) ¢ uno spazio normato, si dice che la
successione {x,} tende fortemente,® o0 in norma, ad x, e si scrive
r, — x, o lim, z, =z, o s-lim, x, =z, se

Ve >0 dn.: Vn>n., |z—x,|<e;
si dice che {x,} ¢ di Caucny se

Ve>0 dn.: V(n>ne, reN), |[Tppr —xn] <e.m

Ricordiamo i seguenti risultati:

‘Proposizione‘ 1.2.6 In ogni spazio metrico M :

i) ogni successione di CAUCHY € limitata;

i1) ogni successione convergente ¢ di CAUCHY;

iii) se x, — x ey, — vy, allora d(z,,y,) — d(z,y).

iv) Se E ¢ uno spazio normato, da x, — x seque che ||z, | — ||z]|.
Dim.: i): se {x,} ¢ di CAaucHY, esiste n; tale che Y(n > ny, r € N) sia
d(xpyr,Tn) < 1. In particolare, si ha d(z, 4r,0) < d(@p, 4r, Tn, ) + d(zp,,0) <
1+ d(xn,,0) Vr € N; posto ¢ := max{d(z1,0),...,d(xn,-1,0),1 + d(xn,,0)},
risulta d(z,,0) <c¢ Vn e N.

ii): se x, — x, si ha d(@nir,2n) < d(Xpir,x) + d(x,2,); se ne deduce
facilmente che {z,} ¢ di CAUCHY.

iii): basta osservare che d(x,y) < d(z,zn) + d(Xn,Yn) + d(yn,y), e che
d(xn,yn) < d(xpn,x) + d(z,y) + d(y, yn), da cui si ricava che

|d(:c,y) - d(znvyn” < d(l‘,l‘n) + d(ynvy)

iv): & una conseguenza immediata della (1.1). m

Un ulteriore risultato, che illustra il comportamento del prodotto scalare
rispetto alla convergenza: °

Proposizione‘ 1.2.7 Siano {x,},{y,} due successioni nello spazio pre-
hilbertiano H; se x, — x € y, — vy, allora (x,,y,) — (z,y).

Dim.: basta osservare che

<
< lzall llyn — yll + llzn — 2| |yl

Grazie alla Proposizione 1.2.6, ii) e i), {x,} & limitata, da cui la tesi.

8 il motivo dell’avverbio sard chiaro pitt avanti.
9 un risultato pit generale verrd dato nella Proposizione 1.7.4.
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1.3 Esempi di spazi normati non hilbertizzabili.

1 e Spazi di successioni.
Osserviamo anzitutto che, fissato p € [1, +oo], per 'ovvia disuguaglianza
la+ b7 < 27 (max{Jal; [b[})? < 27 (lal? + b]?),
valida Va,b € C, se {z,} e {yn} sono due successioni tali che ) |z,[" e

> |yn|? sono convergenti, allora lo & anche > |z, + yn|P; ci0 permette di
porre la seguente

‘Deﬁnizione’ 1.3.1 Per ogni p con 1 < p < +o0, si indica con P lo
spazio vettoriale delle successioni x = {x,} “di potenza p-esima
sommabile”, cio¢ tali che % |z,[P < 400, e si pone |z, =
(2 leal?)”.

St indica poi con (™ lo spazio vettoriale delle successions limitate, e
si pone ||x||oo :=sup,, |z,|. =

Per mostrare che le quantita ||. ||, e || . ||« ora introdotte sono delle norme,
e sufficiente verificare la disuguaglianza triangolare (le altre proprietd sono im-
mediate), e per questo servono alcune altre notevoli disuguaglianze. Poniamo
intanto la

‘Deﬁnizione‘ 1.3.2 L’esponente coniugato di p € [1,+o0| ¢ dato da

400 sep=1;

g:=<p/p—1) sel<p<+oo;
1 sep=+400. .

La relazione ora definita ¢ simmetrica tra p e ¢; si ha sempre 1 < g < +o0,
eqg=pseesolosep=2 (Sel<p< oo, risulta L4 1 — 1. formulazioni
equivalenti sono date da p+ ¢ = pg e da (p — 1)(¢ — 1) = 1). Dimostriamo
intanto la seguente disuguaglianza:

1.3.1 (disuguaglianza di Young) Se 1 < p < 400 e q € il
coniugato di p, vale la relazione

(1.7) ab < lap + lbq Ya,b > 0;
p q

il segno di uguaglianza vale se e solo se a? = b1.
Dim.: fissato a €]0,1[, & immediato verificare che la funzione f, data da
fa(A) == A% —aX (A > 0) ha massimo per A = 1, cosicché \* —aX <1 —«
per ogni A > 0. Poiché la disuguaglianza cercata ¢ ovvia per b = 0, supponiamo
b> 0, e poniamo A :=a? b~ ? e o := 1/p; ne viene che

ab~¥p _Lgpp—a< L

P -’

da cui, moltiplicando per b9, la disuguaglianza. B poi evidente che I'uguaglianza
vale se e solo se A =1, cioe a? = b?. n

Ne discendono alcuni risultati fondamentali:
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‘Proposizione‘ 1.3.1 (disuguaglianza di Holder) Vp € [1,+0o0], sia
q il suo esponente coniugato. Fissati ad arbitrio x = {x,} € P, y =
{yn} € 09, si ha {x,y,} € (*; inoltre

(1.8) Hamyndh =D Jnynl < llzlp lyllq-

Dim.: se p = 1 0 p = +0o0, il risultato ¢ ovvio. Sia allora 1 < p < 4o0; il
risultato e immediato se ||z||, = |ly|ll; = 1, perché, per la disuguaglianza di
YOUNG, si ha

S lnynl < S (Sl + Lgnl?) = 2+ 5= 1= lally Il
Veniamo al caso generale. Se x = 0 o y = 0, non ¢’é nulla da dimostrare; se

2,y # 0, posto & = a/[[zllp, 1= 1y/|[ylly si ha che [|€], = [nll, = 1, quind,
per quanto appena dimostrato,

Zn |Zn Yn| = Hpr ||y||q Zn |€n 10| < ||$Hp Hqu u

‘Proposizione‘ 1.3.2 (disuguaglianza di Minkowski) Sia dato p con
1 <p<+oo; perogni x = {x,}, y={yn} in P, sihax+y e P, e

(1.9) Iz +yllp < llzllp + [lyllp-

Dim.: per p =1 e per p = 400 'enunciato & evidente. Sia allora 1 < p < 400,
e sia g ’esponente coniugato di p; non e limitativo supporre che z,y # 0. Si ha
allora, per ogni NV € N,

z

"y N
<D Jwallon +ynl? ™+ Y lyal ln + yal
n=1 n=1

Per la disuguaglianza di HOLDER (si osservi che |x, + y,|P~! € ¢%, dato che
(lzn +ynlP=1)7 = |25 + yn|?), si ha

+oo +00 1/p +oo l/q
D lwnl lan +yal"™" < (Z ml”) (Z 2 +yn|<””q> )

n=1 n=1 n=1

A

lllp Il + w5~

Una disuguaglianza analoga vale per > |yn||Zn +yn|P~1; pertanto, passando al
limite per N — +o0, si ha che x +y € /P, ed inoltre
Iz +yllZ < (lzllp + lyllp) llz+ ylz

da cui, dividendo per ||z 4 y|[5~, il risultato cercato. u

Abbiamo cosl dimostrato che:

Proposizione‘ 1.3.3 Per ogni p con 1 < p < o0, (%] .],) € uno
spazio normato. m
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In particolare, || .||, ¢ una norma anche sullo spazio ¢, introdotto nel Para-
grafo precedente: anche gli spazi €2 := ({.; || . ||,) sono, per 1 < p < +o0, spazi
normati.

Sinoti che per p # 2 gli spazi /7 ed (2 non sono hilbertizzabili: detto, Vk € N,
e®) il k-esimo versore, cio¢ la successione che ha tutti i termini nulli, tranne
il k-esimo che vale 1, si ha infatti che, posto z 1= e(!) + ), y := (1) — (2),
risulta:

Iz]13 = llyll5% = 1, mentre [z F y|3, = 4;
per 1 < p < +oo, [|z]|2 = [|y]|2 = 22/7, mentre ||z F y||2 = 4.

In nessun caso, tranne che per p = 2, ¢ quindi verificata 1’identita del parallelo-
grammo.

2 e Procedendo in analogia all’Esempio 3 del Paragrafo 1.1, si possono
definire gli spazi X,, sostituendo la ii) dell’esempio citato con la condizione:

S, a0 < 400 sep e [1,+oo],
sup, |z(t)] < 400 se p = +4oo.

Si controlla facilmente che, ponendo

1
ol o= { (5 O 301 <5 < o
’ sup, |z(t)] se p = 400,

gli (Xp:]-|lz,) sono spazi normati.

Anche gli X,, non sono hilbertizzabili per p # 2: se, VA € [0, 1], si definisce ey
ponendo ex(N) :=1, e ex(t) := 0 se t # A, si vede subito che per t1 # t2 1 vettori
T = ey + €4, €Y 1= ey — e, non verificano l'identita del parallelogrammo.

3 e Spazi di funzioni continue.

E immediato verificare che sullo spazio vettoriale C°([a,b]) delle funzioni
continue su [a,b] espressione max,<;<p |z(¢)| definisce una norma, che pero
non puo essere indotta da un prodotto scalare: infatti, le funzioni z, y date da
z(t) == (t—a)(b—a)~ ! e y(t) := 1 — z(t) sono in C°([a,b]) ma non verificano la
(1.6).

Pit in generale, se K € un sottoinsieme compatto di uno spazio topologico
di HAUSDORFF (2, si indica con C°(K) lo spazio vettoriale delle applicazioni z
continue da K in C, munito della norma del massimo

(1.10) I#llcoqr) = max [2(t)] = o).

Si indica poi con C2(2) lo spazio vettoriale delle funzioni = continue da
Q in C e tali che'® suppx sia un sottoinsieme compatto di Q. L’espressione
(1.10) & ancora una norma in C2(€2); anche gli spazi ora introdotti non sono
hilbertizzabili.

Ancora per a, b fissati in R con a < b, poniamo ora la seguente

10 supp x indica il supporto di , cio¢ la chiusura dell’insieme {t € Q | z(t) # 0}.
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| Definizione| 1.3.3 La funzione z : [a,b] — C si dice holderiana di
ordine « €]0, 1] se

(1.11) 3L >0: Viy,ty € [a,b], |o(t1) — x(tz)| < Lty — o]

lo spazio vettoriale delle funzioni che verificano la (1.11) si indica
con C%*(a,b), e per ogni v € C%“(a,b) si pone

(1.12)  lzlloa == [[z]lo +sup{la(t) — x(t2)] |t — L[},

il sup essendo calcolato per ty,ts € a,b], t; # ty. Se vale la (1.11)
con o = 1, la funzione si dice lipschitziana; lo spazio delle funzioni
lipschitziane su [a,b] si indica con Lip(a,b).

La definizione ha senso perché, evidentemente, se x ¢ in C%%(a,b) oppure
in Lip(a,b), allora x & continua su [a,b] (ma ¢ ovvio che una funzione continua
puo non essere neé holderiana ne lipschitziana).

E anche facile vedere che la quantity definita nella (1.12) & una norma su
C%?(a,b) per ogni o €]0,1[; 1a (1.12) con o = 1 fornisce una norma su Lip(a, b).
Si noti che

[#llon = lzlloc +nf{L >0 | [x(t1) — 2(t2)] < L |tx — t2| Vi1, b2 € [a,b]};
Iestremo inferiore che compare nell’'uguaglianza precedente & anche detto co-
stante di Lipschitz della funzione .

Anche gli spazi C%(a,b) e Lip(a, b) evidentemente non sono hilbertizzabili.

4 o Spazi di funzioni misurabili.

Sia Q un sottoinsieme misurabile (secondo LEBESGUE) di R?; sull'insieme
F(Q) delle funzioni misurabili in Q ¢ essenziale introdurre intanto una relazione
di equivalenza, ponendo

r=y LL m{te Q| a(t) #yt)}) =0.
Identificheremo due funzioni equivalenti, quindi, nel seguito, il termine “fun-
zione” verra usato (impropriamente, ma per brevitd) nel senso di “classe di
equivalenza di funzioni” (si ricordi I'analoga osservazione fatta nell’Esempio 5
del §1.1). Con questa convenzione, definiamo

(1.13)  LP(Q) :={x:Q — C | |z|P & sommabile in Q (1 <p < +00)},
(1.14) L>Q)={x:Q—C|3c>0: |z(t)| <c qo.in Q.}

Le “funzioni” di LP(Q) con 1 < p < +oo si dicono di potenza p-esima
sommabile; le funzioni di L>(£2) si dicono essenzialmente limitate in ).
Consideriamo le espressioni

) 2]l = (J;, [2()|? )"/ se 1< p< +oo,

|2]|oo :=inf{c >0 | |z(t)] <c¢ q.0.in Q} sep=+4oc0

che sono coerenti con la convenzione che abbiamo adottato, in quanto rimangono
immutate se si sostituisce z con una funzione ad essa equivalente; si noti altresi
che

|2]|coc = inf{c >0 | m({t € Q| |x(t)| > c}) = 0},
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e che se, ad esempio, {2 & compatto e z & continua in 2, la definizione di || . ||
ora data coincide con quella della (1.10).

Anche grazie alla convenzione che abbiamo adottato, ||z||, e [|#]/~ sono una
norma in LP(2) ed in L () rispettivamente; per mostrarlo, avremo bisogno
di estendere alcune disuguaglianze che nell’Esempio 1 sono state dimostrate
nell’ambito delle successioni.

‘Proposizione‘ 1.3.4 (disuguaglianza di Holder) Sia p € [1,+o0], e
sia q il suo esponente coniugato. Fissati ad arbitrio x in LP(Q), y
in LY(QY), si ha xzy € LY(Q), ed inoltre

(1.16) Hwa1==/QIxﬁﬁy(ﬂldtféHprHqu

Dim.: del tutto analoga a quella della Proposizione 1.3.1. »

Ne discende facilmente il seguente risultato (si veda la Proposizione 1.3.2):

‘Proposizione‘ 1.3.5 (disuguaglianza di Minkowski) Sia dato p con
1 < p < +o0; per ogni coppia di funzioni x,y in LP(Q), risulta
x+y e LP(N), ed inoltre

(1.17) Iz +yllp < llzlly + [yl =

Dato che se ||z]|, = 0 oppure ||z||oc = 0 si deduce che x & nulla quasi ovunque,
cioe, per la convenzione adottata, che = 0, possiamo concludere che

Proposizione‘ 1.3.6 Gli spazi (LP(Q2);].|lp), con 1 < p < 400, sono
spazi normati. m

Anche gli spazi LP(Q2), per p # 2, non sono hilbertizzabili. Se, ad esempio,
si scelgono' Q :=] — 1,1, 2 := x[0,1[, ¥ = X]—1,0], si ha che, per 1 < p < +o0,
Il = llyll; = L, = + 9l = llo —yll; = 2°/7, mentre ||z[3 = [yl =
|z F y||2, = 1; quindi, la (1.6) non & verificata , tranne che nel caso p = 2.

Si noti che in particolare (poiché C2(Q2) C LP(Q)), gli spazi (C2(Q);]|.]p)
sono anch’essi spazi normati.

Le definizioni ed i risultati visti per LP(£2) si estendono in modo ovvio a spazi
del tipo LP(A) costruiti a partire da uno spazio di misura o-finito (A4, &, i), con
p=0.

1 se A C B, la funzione caratteristica x4 di A in B ¢ definita ponendo x(t) := 1 se

te A, x(t):=0sete€ B\ A.
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1.4 Completezza.

Si ¢ visto (Proposizione 1.2.6, ii)) che in uno spazio prehilbertiano ogni suc-
cessione convergente & di CAUCHY. Il viceversa & vero, ad esempio, in C? (ed in
R?), ma non in ogni spazio prehilbertiano. Si pone allora la seguente

‘ Definizione ‘ 1.4.1 Lo spazio prehilbertiano H si dice spazio di Hilbert
se lo spazio metrico associato e completo, cioe se ogni successione
di Cavcny {z,} in H converge ad un elemento x € H.
Uno spazio normato tale che lo spazio metrico associato sia com-
pleto si dice spazio di Banach. =

Per 1 <p < +o0, gli spazi ¢£ introdotti nel Paragrafo precedente non sono
completi. Infatti, si definisca

M= {1,272,...,n72,0,0,...} (€ L. Vn € N);

se 1 < p < 400, poiché Vn,r € N risulta ||z(+") — :E(")Hg = Z;:_H k=2 e
la serie ZZ;'OI k=2P & convergente, ne viene facilmente che {z(™} & di CAucHY
in /7. Tuttavia, {:E(")} non e convergente in ¢2: se, per assurdo, esistesse x =

{x}} € 7 tale che lim,, (™) = x, si dovrebbe avere, Vk € N e Vn > k,
ok — k72" = o — o [ < S faw — 2 [P = o -

da cui, per n — 400, 2, = k=2 Vk € N, impossibile perché z = {k2} & (..
Se poi p = 400, si ha ||zt — 2| = (n +1)72, quindi {z™} & di

CAUCHY in £°°; se esistesse x = {x} € £2° tale che 2™ — g essendo, Vn > k,
2| _

|:ck —n- |:ck - :c,(:)‘ <z - (M ||, si dovrebbe avere ancora z = k=2 per
ogni k € N, assurdo.

Anche gli spazi CJ) := (C°([a, b]); ]| - ||p), questa volta perd per 1 < p < +oo0,
non sono completi, . Se ad esempio, a = 0, b = 2, e definiamo, Vn € N

on(l) = t" se 0 <t <1,
T osel <t <2,
si ha z,, € C%([a, b]). Poiché, Vn,r € N e Vp € [1,+o0], risulta
1
||1'n+r - ﬂfn”? = fo tnp( tr P dt < f P dt anrl )
la successione {z,} & di CAUCHY in Cg per 1 < p < +o0o. Se. Ma non puod

esistere una funzione z continua su [0, 2] tale che ||z,, — x||, — 0. Se cosi fosse,
si avrebbe intanto che

2
JE =@ dt = 7 |oa(t) = 2(0)F dt < ||z, — 2[5 — 0,
quindi z(¢t) = 1 q.o. in [1,2], da cui, per la continuita di x, z(t) = 1 per ogni
t € [1,2], ed in particolare (1) = 1. D’altra parte, analogamente,
Jo It =2 (@) dt < ||z — 2]lp — 0,

quindi, passando al limite sotto il segno di integrale (come ¢ lecito: in [0, 1] si
ha 0 < " < 1), si ottiene z(t) = 0 q.o. in [0,1], e, per continuita, (1) = 0,
assurdo.

Se K & un rettangolo (limitato) di R, in modo del tutto analogo si dimostra che,
quando 1 < p < +o00, anche gli spazi CJ) := (C°(K);|| . ||,) non sono completi.

Si ha invece che, quando K & un compatto di R,
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1.4.1 Lo spazio (C°(K); || . |le) ¢ completo.

Dim.: il risultato ¢ ben noto: si osservi soltanto che la convergenza nella norma
Il € la convergenza uniforme in K. m

Anche gli spazi (C2(Q);||.]|,) non sono completi, ma per 1 < p < +o0o: si
scelga ad esempio  :=] — 1,1[ e @, (t) := (1 — 2t |t|)+. Poiche, Vt € , la
successione {x,(t)} & non decrescente e tende a x(t) := 1 — |t|, & facile verificare
che 7, — x in LP(Q) (quindi & di CAucHY in (C2(Q);|.|l,)), e d’altra parte
x & C%Q).

Come ora mostriamo, sono invece completi gli spazi 7, X, ed LP(Q2) (con
1<p< +o0).

1.4.2 (P ¢ uno spazio di BANacH per ogni p con 1 < p < 400

(quindi di HILBERT per p = 2).
Dim.: sia {2(™},cy una successione di CAUCHY in /7 (1 < p < +00), dove
™ = {ac,(cn)}keN. La successione {x(™},cy ¢ limitata (si ricordi la Propo-
sizione 1.2.6, i)):

Je>0: VneN, |2, <ec

E evidente che per ogni k € N si ha |yx| < |lyll, Yy = {yx} € £#; in partico-

,(!HT) - :c,(:)| < Jlz+m) — (™|, quindi la successione numerica

lare, risulta |z
{m,gn)}neN ¢ di CaucHY Vk € N, dunque converge (per n — +00) ad un limite,
che indichiamo con x3. Resta da mostrare che x := {x} € ¢7, e che (™) — x
in (P,

La prima proprieta ¢ ovvia se p = +oo: da |:c§€n)| < |20 < ¢ si ricava
infatti che |zx| < ¢ Vk € N, cioe z € £*. Se 1l < p < 400, fissato N € N
risulta Zgzl |:c,(€n)|p < ||:E(")||§ < P, da cui Zszl |zk|P < ¢P: ne viene che
SO JaglP < P, cioe x € €7

Mostriamo che z(™ — z in ¢P. Fissato ¢ > 0, sia n. € N tale che

”m(nJrT) _ :c(n)Hp <e, Y(n>n. reN),

da cui, in particolare, |ac,(€n+r) — x,(:)| < e. Se p = +00, se ne ricava (al limite
per r — +00) che |z, — :c,(:)| < e Vk €N, quindi che ||z — 2|, < e Vn > n.,
dunque che (™ — z in ¢*°. Se 1 < p < +o0, si ha, ancora YN € N, che
SN |x](€n+7‘) _ x](:)|1’ <zt — 2P < &P, da cui, al limite per r — +oo,
Z%:l |z, — xgcn)|p < &P VN € N; allora si ha ||z —2™|, <& Vn > n., cioe
T n

1.4.1 Indichiamo con V linsieme definito come segue:
V= {z = {m} | T} K2|aal? < +oo);
quindi, {zx} € V <= {kxy} € £2. Ne viene facilmente che V & uno spazio vetto-
riale, contenuto in £2; di conseguenza, (V;(.,.)2), dove (.,.)2 indica il prodotto
scalare in ¢, & uno spazio prehilbertiano, che indichiamo con V,. Poniamo,
Vo,y € V, (z,y) == 0% By = ({kxy}, {kyr})2; ¢ evidente che anche
(V;(.,.)) € uno spazio prehilbertiano, che indichiamo con V;. Tuttavia, tra i due
spazi ¢’e una differenza strutturale: Vo non é completo, mentre V; & di HILBERT.

— xin /2. u
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Per verificare che V non ¢ completo, ¢ sufficiente osservare che la suc-
cessione {z(™}, dove 2™ := {1, %,...,%,0,0,...} converge ad {%} in ¢2; &
evidentemente in V', quindi & di CAUCHY, ma non convergente, in Vj.

Invece, Vi € completo: se {:E(")} € una successione di CAucHY in Vi, la
successione {£(™},,cy, dove £ = {flin)}keN, con flin) = kz,gn), ¢ di CAUCHY
in ¢, quindi converge in £ ad un vettore £ := {£;}, cosicché, posto x := {&/k},
si ha # € V. In particolare,'? &, = lim,, 512") Vk € N, quindi lim,, x,(cn) =& /k
Vk € N. Inoltre, (z — 2™,z — (™) = ||¢ — ™2 — 0 per n — +o0, cioe
2™ =z in V. u

1.4.1 X, ¢ uno spazio di Banacu Vp € [1,+o00| (quindi di
HILBERT per p = 2).

Dim.: sia {z,} una successione di CAUCHY in X,. Posto D := J!> D(x,), si

osservi che D & al pilt numerabile; sia allora D = {t1,ta,...,tp,...}. Associamo
ad ogni x, della successione la successione complessa 2™ = {x, (tx)}ren; @
immediato verificare che

2z err e 2w = |z |x,-
In particolare, [|z2(™ — 2P = ||z, — Ty %, , quindi {z(™} & di Cauchy in

e, dunque 3z = {z,} € ¢ : 2" — 2 in (P; allora, Vk € N, lim, z,g") =
lim,, @, (tx) — 2. Posto

0 setgD,
si ha subito che z € X, e x,, 2 in X). u

sy = {5 EL g

Prima di dimostrare la completezza di LP(2), stabiliamo il seguente

Lemma | 1.4.1 Sia {x,} una successione di Cavcuy nello spazio me-

trico M, e sia {c,} una successione di numeri strettamente posi-
tivi; é possibile estrarre da {x,} una sottosuccessione {x,, } tale che
d(xnkﬂvxmc) < k.

Dim.: la sottosuccessione richiesta puo ad esempio essere costruita, per in-
duzione, nel modo seguente: per definizione di successione di CAUCHY, esiste
ny € N tale che Vn,m > ny risulti d(xy,,z,) < c1; scegliamo x,, come pri-
mo elemento della sottosuccessione. Esiste poi ny € N : Vn,m > nsy sia
d(xp,xm) < c2; evidentemente, & possibile imporre che no > nq: sceglien-
do x,, come secondo elemento della sottosuccessione, si ha d(zy,,2n,) < c1.
Supponendo di aver costruito i primi k elementi x,,,...,x,, della sottosucces-
sione, quindi tali che d(xp,,,,2n,) < ¢ per r = 1,...,k — 1, osserviamo che
Ing+1 € N con ngyq1 > ny tale che Vn,m > ngyq si abbia d(z,, ) < cgt1,
e scegliamo x,,,, come (k + 1)-esimo vettore, cosicché d(zy,,,,Tn,) < cx. La
sottosuccessione {z,, } cosl costruita verifica la condizione richiesta.

Possiamo ora mostrare la completezza di LP(S2).

12 ge e(F) & il k-esimo versore di £2, da £(") — ¢ discende, per la Proposizione 1.2.7, che

limy, £ = limy, (€0, e(®)) = (¢, e®) = g.
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1.4.3 LP(Q)) € uno spazio di Banacu Vp € [1, +00]; perp = 2,
€ uno spazio di HILBERT.

Dim.: fissato p con 1 < p < 400, sia {x,} una successione di CAUCHY in
LP(Q)). Supponiamo dapprima che sia p = +oo. Poiché Vk € N In;, € N :
|Znir — Tnlloo < k=1 per ogni (n > ng, r € N), si deduce facilmente che
|Tpir(t) — 20 (t)] < k71 qo. in ©; quindi, sempre q.o. in €, la successione
{z,(t)} & di CAUCHY, dunque converge ad un numero z(t). Passando al limite
per r — +oo nella disuguaglianza precedente, si ottiene che |z(t) —z, ()] < k!
q.o. in €, ed ¢ facile concludere che z € L>(Q) e che x,, — = in L>®(Q).

Sia ora 1 < p < 400, e supponiamo dapprima che le funzioni x, assumano
valori reali e non negativi (q.o. in §2); per il Lemma precedente, & possibile
estrarne una sottosuccessione {x,, := yi} tale che, per ogni k in N, risulti
s = Bellp = [y — o llp < 27*. Poniamo

(1.18) on(t) = lyrsr(t) =y (D)];
k=1

¢ evidente che ¢, € LP(f2), che, q.o. in €, la successione {¢y(t)} ¢ non de-
crescente, e che |||, < Y h_; 27% < 1; quindi anche {¢?} & non decrescente
e tale che [pullh = [,¢hdm < 1. Per il Teorema di BEPPO LEVI, esiste
una funzione ¢ sommabile in Q tale che P (¢t) — ¥(t) q.0. in Q; poniamo
©(t) := (¥(t))*/P. Allora si ha che @, (t) — @(t) q.0., ed inoltre (¢, (t)—(t))? <
2P [(0n (£))P + (p(t))P] < 2PFLa)(t); si noti che & anche ¢, (t) < p(t). Grazie al
Teorema di LEBESGUE, si conclude che lim, fQ lon(t) — @(t)|P dm = 0, cioe che
lim, [[¢n — ¢l = 0.

D’altra parte, q.o. in €2 si ha

< NYntr(t) = Yntr—1 ()| + [Yntr—1() = Yntr—2(t)| +
+oot |yn+1(t) - yn(t)| - SDnJrrfl(t) - Sanfl(t) <
< o(t) = pn-1(t),

[Yntr(t) — yn(t)]

quindi {y,(t)} &, q.o. in Q, di CAUCHY, e tende ad z(t) (con x misurabile).
Si ha poi, al limite per r — +o00, che |z(t) — yn ()| < @P(t) = 9(t). Dato
che aP(t) < 2P (¢(t) + (yn(t))P), si ha che x € LP(f); ancora per il Teorema di
LEBESGUE, si ha lim,, [, [(t) — yn(t)|[? dm = 0, cioe lim, ||z — yn |, = 0.

Abbiamo cosi dimostrato che la sottosuccessione {z,, = yr} di {z,} con-
verge in LP(Q)) ad x; ma in realtid ’intera successione {x,} converge ad x, come
si vede facilmente dato che ||@ — zn ||, < ||z — 2n, ||p + |0, — Znllp-

Infine, il caso generale (z a valori complessi) si ottiene subito dall’usuale
decomposizione x = (Rz)* — (Rz)~ +i((Jz)™ — (Jz)7). =

Si pone in modo naturale il problema di sapere se un assegnato spazio pre-
hilbertiano non completo possa essere “completato”, cioe immerso in un op-
portuno spazio di HILBERT (o, pilt in generale, se si possa “completare” ogni
spazio normato non completo). Naturalmente, la formulazione del problema
deve essere precisata; per questo, cominciamo a porre alcune definizioni.
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| Definizione | 1.4.2 i) Due spazi metrici (My; dy), (My: ds) si dicono iso-

metrici se esiste un’applicazione f di My su M, che conserva le

distanze:'

Yo,y € My, do(f(2), f(y)) = di(2,y);

i1) due spazi normati (Ey; | . ||1), (Eo; | - |l2), entrambi complessi
(o entrambi reali) si dicono isometricamente isomorfi se esiste

un’applicazione lineare f di Ey su E, che conserva le norme:'*

Ve € By, |[f(@)lle = ]
i11) due spazi prehilbertiani (Hy; (., )1), (Ha; (-, .)2), entrambi com-
plessi (o entrambi reali) si dicono isometricamente isomorfi se

esiste un’applicazione lineare f di Hy su Hy che conserva i prodotti
scalari:

Vo,y € Hy, (f(2),f(y))2=(z,y):. u

E evidente che nella i), per la Proposizione 1.2.5, & equivalente richie-
dere che la biiezione lineare f conservi le distanze indotte; nella iii), per la
Proposizione 1.2.4, che f conservi le norme (o le distanze) indotte. E poi
chiaro che

ogni spazio isometricamente isomorfo
ad uno spazio completo e completo.
Cominciamo con un risultato relativo agli spazi metrici; ricordiamo che un

sottoinsieme M dello spazio metrico (M;d) si dice denso in M, od anche
ovunque denso, se My = M.

| Definizione | 1.4.3 Un completamento dello spazio metrico (M;d) ¢

uno spazio metrico completo (M;d) che contiene un sottoinsieme
My ovunque denso, isometrico a (M;d).

1.4.4 Ogni spazio metrico (M;d) (non completo) ammette un

completamento, che é unico a meno di isometrie.

Dim.: sia X l'insieme di tutte le successioni {x,, } di CAUCHY in M. Osserviamo
intanto che se {z,}, {yn} € X, allora esiste il lim,, d(zy, y,): si ha infatti

d(Tpn, Yn) < d(@n, Tm) + d(@Tm, Ym) + d(Ym, Yn),

e, scambiando tra loro m ed n,

d(Ima ym) < d(wma wn) + d(xm Yn) + d(ynv Ym)s

cosicché |d(xn, yn) — AT, Ym)| < d(Tn, Tm) + d(Ym, yn); percid, la successione
{d(zn,yn)} & di CAUCHY in R, quindi converge.
In X, introduciamo la relazione binaria

{2} R{z" } £ limy, d(2n, ) = 0.

13
1

ne viene che f & una biiezione.
4 in particolare, f & un isomorfismo tra spazi vettoriali.
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E ovvio che R ¢ una relazione di equivalenza in X'; poniamo M:=X /R. Dati
#,j € M, siano {zn},{yn} € X tali che {z,} € Z,{yn} € ¥; come si & visto,
esiste il lim,, d(x,,yn), ed & facile verificare che tale limite é indipendente dai
particolari rappresentanti scelti in z,y (infatti, se {2},} € &, {y,,} € 7, si ha,
procedendo come sopra, che |d(2,,y.) — d(zn, yn)| < d(2,, 20) + d(yn, ). B
quindi lecito indicare tale limite con d(Z, §):

(1.19) d(z,7) = lim d(zn,yn)  V{za} €7, Y{ya} €7.

La verifica che d & una distanza su M & banale. Si osservi inoltre che se,
per ogni & € M, si definisce f(z) come la classe d’equivalenza che contiene la
successione costante {x,x,...}, Papplicazione f & evidentemente un’isometria
di M in M: si ha infatti

d(f(z), f(y)) = limy, d(z,y) = d(z,y) Yo,y € M.
Inoltre, fissati & ejT/[/ ed una successione di CAUCHY {x,} € &, si ha, per
ogni k fissato, che d(i f(zg)) = lim, d(z,,xk), e se ne deduce facilmente che
f(zr) — Z, cioé che MO = f(M) & denso in M.

Mostriamo che (M;d) & completo. Sla {#(M} una successione di CAUCHY
in M, e, per ogni k € N, fissiamo {xn bnen € #%); poiché {x )}neN e di
CaucHy, dng : Vn,m > ny si ha d(xgn),x%k)) k~!, dunque, in particolare,
d(xgn),xg?) < k7! per ogni m > ny. Vogliamo dimostrare che, posto per

semplicita yy = mﬁ{f), la successione {yi} ¢ di CAUCHY in M. Si ha infatti,
Vk € N,

4 (@0, f(ge)) =limm d (2,50 ) < 77,
quindi

Ay ym) = A(F ). Fm) ) <
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k4 d (a}““),:z(m)) +m?
Di conseguenza, {yi} ¢ di CAUCHY in M: Ve > 0, In. : Vk,m > n. risul-
ta d(yk,ym) < €. Indichiamo con Z l'elemento di M individuato da {yx}, e
mostriamo che z ¢ il limite di k), Si ha infatti, V& > n., d(Z, f(y)) =
limp, d(ym,yx) < e, quindi d (&,2) < d(F, f(ye)) +d (f(yr), EP) <e+ k1
Per larbitrarieta di €, si deduce che limy d~(:73, :%(k)) =0.

Resta da mostrare 'unicita, a meno di isometrie, di (]Tj, J) Siano (Mi;dy)
uno spazio metrico completo ed f; un’applicazione di M in M; tale che Dy :=
f1(M) sia isometrico a M e denso in M;. L’applicazione ¢ := f1 o0 f~1 & evi-

dentemente un’isometria di Mo (denso in M ) su Dg (denso in My); verifichiamo

che si puo estendere ad un’isometria ¢ di M su M;. Fissato & € M, sia {Zp}

tale che Z,, € My e Z,, — &; in particolare, sono allora di CAUCHY le successioni
{Zn} (in M); - {p(Zn)} (in M).

Dunque esiste in M il lim,, ¢(Z,), ed & facile vedere che tale limite dipende

solo da Z, e non dalla particolare successione {Z,} scelta in M. B percio lecito
definire

®(7) == lim, (i), V&€ M, V{i,} C My tale che lim, i, = %,
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(il primo limite ¢ in M, il secondo in M), ed ¢ evidente che, VI € Mo, si ha
(2) = ¢().
E immediato verificare che ® & un’isometria: se #,5 € M ed {&n}, {fn} sono
successioni in Mg tali che z,, — Z e y, — ¥, si ha

di(®(%), ®(y)) = limy, di(o(Zn), ©(Fn)) = limy d(Zn, §n) = d(Z, 7).

Per concludere, rimane solo da verificare che ® ¢ suriettiva. Fissato & € M,
sia {&, } una successione in Dy tale che &, — £ in Mj; allora {&, } & di CAUCHY in
Mj, quindi, posto Z,, := ¢ (&), {In} C My & di CAUCHY in M, dunque con-
verge ad un elemento # € M. Ne viene che, per definizione, ®(z) = lim,, ©(Z,,)
in My; poiché ¢(Z,) = & — & in Mi, ne segue che ®(z) = &, da cui la
suriettivita di @, che conclude la dimostrazione. m

Come ora mostreremo, risultati analoghi valgono anche nel caso degli spazi
normati e degli spazi prehilbertiani. Ricordiamo che una varieta lineare di
uno spazio vettoriale E & un sottoinsieme non vuoto V che risulta esso stesso
uno spazio vettoriale (sullo stesso campo, rispetto alle operazioni indotte da
quelle in E): Vo,y € VeVa,€C (0R), ar+pyecV.

| Definizione| 1.4.4 Un completamento dello spazio normato (E; || |)
¢ uno spazio di Banacu (E;||.|lo) che contiene una varieta lineare
Ey ovunque densa, isometricamente isomorfa ad (E; || .||).

1.4.5 Ogni spazio normato (E;||.||) ammette un completa-

mento, che é unico a meno di isomorfismi isometrici.

Dim.: supponiamo —solo per fissare le idee— che E sia complesso. Sia d la
distanza indotta su E dalla norma; procedendo come nella dimostrazione del
Teorema 1.4.4, immergiamo (E; d), tramite U'isometria f, nello spazio metrico
completo (E',d~), sappiamo che f(E) ¢ denso in E. Fissati Z,7 € E, a,p e C,
siano {zy}, {yn} due successioni di CAUCHY in F tali {z,} € Z, {yn} € §. Se
{2, YR{xn} e {yl,} R{yn}, si ha evidentemente che {ax], + Sy, }R{ax, + Byn};
¢ quindi lecito definire aZ + 87 come la classe d’equivalenza che contiene la
successione (ovviamente di CAUCHY) {ax,, + By, }. In questo modo, F risulta
uno spazio vettoriale complesso; si noti altresi che, chiaramente, I'isometria f ¢
lineare. Data o € C, si ha

J(ai,agj) = lim,, d(ax,,ayy,) = |a| im,, d(z,,yn) = || J(i,gj),

e, dato Zy € E, e fissata una successione {£,} di CAUCHY in E tale che {&,}
sia in Zg, risulta

CZ(j + Zo,y + QO) = lim,, d(xn + & Yn + gn) = lim,, d(In, yn) = &(j,g)
Dunque, per la Proposizione 1.2.5, esiste su E una norma || . [[o che induce la
distanza d; in particolare, per ogni « € E si ha || f(x)]|o = d(f(x),0) = d(z,0) =
|z||; ed & gia noto che f(E) & denso in E.

Infine, 'unicita del prolungamento a meno di isomorfismi isometrici € con-

seguenza dell’unicita dimostrata nel caso degli spazi metrici: € immediato veri-
ficare che Iisometria ® che prolunga fi o f~1 & lineare. w
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‘Deﬁnizione’ 1.4.5 Si dice completamento dello spazio prehilbertiano

(H;(.,.)) ogni spazio di HiLBerr (H; (.,.)o) che contiene una varieta

lineare Hy ovunque densa, isometricamente isomorfa ad (H; (. ,.)).

1.4.6 Ogni spazio prehilbertiano (H;(.,.)) ammette un com-

pletamento, che € unico a meno di isomorfismi isometrici.

Dim.: in particolare, H ¢ uno spazio normato; grazie al Teorema precedente,
puo essere immerso, mediante una biiezione lineare che conserva le norme, e con
immagine densa, in uno spazio di BANACH (H; || . ||p). Mostriamo che H & hilber-
tizzabile: in effetti, VI, € ﬁ, scelte due successioni di CAUCHY {z,}, {yn} in
H tali che {z,} € Z, {yn} €7, si ha

12 + 315 + 12 = g5 = tim [|lzn + yn®

1 [fz, — o ? =
= 21im [l ||* + 2l Jya]* = 202113 + 2]

ne viene, per la Proposizione 1.2.4, che su H ¢ possibile definire un prodotto
scalare che induce la norma ||.||p. L’unicita del completamento —a meno di
isomorfismi isometrici— ¢ immediata. m

1.5 Proiezioni. Sottospazi. Ortogonalita.

‘Deﬁnizione’ 1.5.1 Sia E uno spazio di BANACH.

Dato un sottoinsieme S # () di E, si indica con span S la varieta
lineare generata da S (intersezione di tutte le varieta lineari che
contengono S).

Un sottospazio (chiuso) di E ¢ una varieta lineare che sia
anche chiusa (rispetto alla metrica indotta). Il sottospazio chiuso
generato da S si indica con Span.S. m

Si osservi che in molti testi il termine “sottospazio”, o “sottospazio vetto-
riale”, viene usato nel senso qui dato a “varieta lineare”; in altri testi, invece,
“sottospazio” significa “varieta lineare chiusa”. Con la terminologia adottata
non dovrebbero esserci possibilita di equivoci.

E evidente che la chiusura di una varieta lineare é ancora una varieta lineare,
quindi € un sottospazio chiuso; anzi, risulta span.S = span S.

La distinzione tra wvarieta lineare e sottospazio chiuso ¢ essenziale perché,
contrariamente a quanto accade quando E = C? o £ = R?, una varieta lineare
di un generico spazio di BANACH non ¢ necessariamente chiusa: un esempio
¢ contenuto nell’Osservazione 1.4.1. Un altro esempio e fornito da ¢2, con-
siderato come varieta lineare di ¢P; in generale, & evidente che se (E;|.]) &
uno spazio di BANACH e V' & una sua varieta lineare, la restrizione della norma
a V rende (V;||.]]) uno spazio normato, che ¢ di BANACH se e solo se V' ¢ un
sottospazio chiuso. Le stesse considerazioni valgono, in particolare, per lo spazio

prehilbertiano (V;(.,.)), dove V & una varieta lineare dello spazio di HILBERT

(H; (-5)-
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| Definizione | 1.5.2 Sia (M, d) uno spazio metrico; dati il punto xg € M
ed il sottoinsieme non vuoto K di M, la distanza di xo da K ¢
definita da

d(zo, K) := infreg d(zo, k). m

E ovvio che, senza opportune ipotesi su K, I’estremo inferiore che compare
nella definizione di d(zo, K) non ¢, in generale, un minimo: non & detto cioe
che esista kg € K tale che d(xg, ko) = d(zo, K) (esempi banali sono immediati
gia per M = R). Ad esempio, una condizione necessaria & che K sia chiuso: in
caso contrario, se x € K \ K si ha d(z, K) =0, ma d(x,k) >0 Vk € K.

Come vedremo, negli spazi di HILBERT e sufficiente richiedere che K sia non
vuoto, chiuso e convesso. (Ricordiamo che K & convesso se ogni combinazione
convessa di due qualsiasi elementi di K & ancora in K: V(z,y € K, t € [0, 1)),
si ha che tz + (1 — t)y € K). Prima di dimostrare un teorema di esistenza (ed
unicita), premettiamo pero un risultato che lega il problema dell’esistenza in
K di un punto di minima distanza da xq ed il problema di risolvere in K una
disequazione con “dato” xq:

‘Proposizione’ 1.5.1 Sia K # 0 un sottoinsieme convesso dello spazio
prehilbertiano H, e sia xo un elemento fissato in H; i due problemi:

Pb.1: trovare ky € K tale che

(1.20) lzo — Kol = mmin ||z — K}

Pb.2: trovare ky € K tale che
(121) \V/k'GK, %(IL‘Q—I{?Q,I{?—I{?Q)SO

sono equivalenti: ko ¢ soluzione di Pb.1 se e solo se é soluzione di
Pb.2.
Inoltre, la soluzione comune (se esiste) é unica.

Dim.: se ko e soluzione del problema Pb.1, per ogni fissato k € K ed ogni
t €]0,1], posto z; := tk + (1 — t)ko, risulta

xo — koll* < [lwo — 21> = [[(wo — ko) — t(k — ko)||* =
= ||zo — ko||* — 2tR(zo — ko, k — ko) + ||k — kol|?,

da cui 2R(zg — ko, k — ko) < t||k — kol|; passando al limite per ¢ — 0+ si ottiene
che ko verifica la (1.21). Se poi kg € soluzione del problema Pb.2; si ha che,
Vk € K,

lzo — kII* = [I(z0 — ko) — (k — ko)[|* =
= [lzo — kol[* = 2R(z0 — ko, k — ko) + |k — kol|* > [|lz0 — kol%,
quindi kg risolve il problema Pb.1.

Supponiamo ora che k1,ke € K siano tali che ||k; — zo| = ||k2 — x| =
d(xg, K); per I'identita del parallelogrammo, si ha
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I = all2 = 2y — ol + 2l — kall? — 4 [[3 (ks + k) — || <0,
(perché (ki + k2) € K dato che K & convesso), cioé ky = k. m

Si noti che se, in particolare, K ¢ una varieta lineare V', la disequazione
(1.21) & equivalente all’equazione

basta scegliere k := ko F z (e k := ko F iz se H & complesso) nella (1.21).

Dimostriamo ora un risultato di esistenza (ed unicita): il Teorema di pro-
iezione su un convesso chiuso, che quindi fornisce anche un risultato di
esistenza ed unicita per la soluzione di una disequazione su un convesso:

1.5.1 Sia K # 0 un sottoinsieme convesso e chiuso dello

spazio di HiLBert H ; per ogni xo € H, i problemi (equivalenti) Pb.1
e Pb.2 hanno una (ed una sola) soluzione.

Dim.: sia {k,} C K una successione minimizzante la distanza di xzy da K,
ciot tale che d = d(zo,K) < [lzg — kn|| < dy := d+ . Per I'identita del
parallelogrammo, si ha che

1kn = Emll* = [|(kn — 20) = (ki — z0)||* =
= 2|lky — @0|* + 2[[km — oll® — |kn + kn — 2x0|* <
< 22 4+ 242, — 4 ||((kn + ki) /2) — zo|)* < 2d2 + 2d2, — 4d2,

(perché (kn + k) /2 € nel convesso K). Se ne deduce che {k,} ¢ una successione
di CAUCHY, dunque tende ad un limite kg, che ¢ in K dato che quest’ultimo &
chiuso. Inoltre, siha d < ||zo—ko|| < [|zo—kn||+ |lkn—kol| < dn+]|kn—Fkol| — O,
cioe ||xg — ko|| = d. m

‘Deﬁnizione‘ 1.5.3 La soluzione del problema Pb.1, che indicheremo
con la notazione Pxxy, si chiama proiezione di x, sul convesso
K. »

1.5.1 Siano K # ) un convesso chiuso dello spazio di HivL-

BERT H, x1, 29 due elementi qualsiasi di H: si ha

(1.23) | Pk x1 — P xo|| < |21 — 22|
Dim.: per definizione, si ha, Vk € K,
R (x1 — Pk x1,k — Px 1) <0,
R (2 — Pk 22,k — Px 22) < 0.

Scegliendo k = Pk x2 nella prima e k = Px x1 nella seconda disequazione e
sommando, si ottiene

| Pr xa — Pr 21]|> < R (22 — 21, Pk 22 — Px 21) < |2 — 21]| || P 22 — Pr 1],

da cui la tesi. m
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1.5.1 In uno spazio di BANACH generico (si veda perd la successiva

Proposizione 2.9.3), il problema Pb.1 puo non essere risolubile, anche quando
K & un sottospazio chiuso. Sia E lo spazio di BANACH (C°([0,1]);]| - |lec), € sia

K = {:c cE ‘ 2(0) :O,fol:c(t)dt:O}
(& un sottospazio chiuso di E). Fissato un elemento z¢ in F'\ K, ma con z((0) =
0, mostriamo intanto che d(zg, K) = ‘fol xo(t) dt‘. Infatti, da un lato si ha,

Va € K, che \fol 2o(t) dt‘ - ‘fol{:co(t) — ()} dt‘ < |l — xol|, da cui d(zo, K) >

xo(t) dt|; noltre, posto, Va > 0, wy () := 2o(t) — (1 + @)t To(T)dT, S1
o wo(t) dt[; inol Ya > 0 1+ a)e [ dr, si
ha evidentemente che w, € K, quindi
1
/ Io(t) dt
0

da cui, per I'arbitrarieta di a, 'uguaglianza cercata. Mostriamo che in K non c’e
nessun punto che abbia distanza minima da xg. Infatti, se, per assurdo, 3kg € K
tale che ||ko — zo| = d(x0, K), allora maxg<i<1 |ko(t) — xo(t)] = d(zo, K) =
‘fol xo(t) dt‘ = “01 {ko(t) — zo(t)} dt}, il che & possibile solo se ko(t) — zo(t) &
costante. Poiché ko(0) — z¢(0) = 0, cid implica zo(t) = ko(t); ma questo ¢
contrario all’ipotesi che xo ¢ K. Quindi, non é possibile definire la proiezione
di xg su K. nm

(2o, K) < [lwa — o] = (1 + @)

)

Negli spazi di HILBERT, il Teorema 1.5.1 vale, in particolare, quando K &
un sottospazio chiuso. Per dedurne alcune importanti conseguenze, premettiamo
alcuni risultati sui sottospazi ortogonali.

‘Deﬁnizione‘ 1.5.4 Dato il sottoinsieme non vuoto S dello spazio di

HiLBerT H, si dice ortogonale di S [l'insieme
St={z|2lS}:={xeH|VyeS (r,y)=0}n

Alcune proprieta elementari:

‘Proposizione‘ 1.5.2 Per ogni sottoinsieme S # () di H,

i): SC S = St>oSE;

ii): S+ & un sottospazio chiuso; St = (S)t = (spanS)t =
(Span S)*;

iii): SN S+t c {0};

w): S C (SH)*.
Dim.: i): se z € S{-, si ha x 1y Vy € S;, dunque anche Yy € S;

i1): evidente, per le proprieta di linearita e di continuita del prodotto scalare;

iii): sia x € SNS*; dato che x € St si ha (y,2) =0 Vy € S, in particolare
(l‘, l‘) =0;

iv): sex € S, allorazly Vy € S+, quindi z € (SH)L. »

Dimostriamo ora seguente
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1.5.2 (di decomposizione) Sia V' un sottospazio chiuso del-

lo spazio di HiLBErRT H , e sia V* il suo sottospazio ortogonale. Ogni
xr € H ammette un’unica decomposizione x = v + w, dove v € V
ew € V*, il che si esprime dicendo che H ¢ somma diretta
(ortogonale) di V e V*:

H=VaVt
pit precisamente, risulta

(1.24) r=Pyro+ Py
Inoltre, V. = (V)1

Dim.: l'unicita della decomposizione & ovvia: siano v,v’ € V e w,w’ € V* tali
che v +w = v' +w'; si ha allora v — v = w' —w € VN VL, da cui, per la
Proposizione 1.5.2, iii), v' = v, w' = w.

Dato ora € H, poiché x = Py z + (x — Py x), e Py x € V, ¢ sufficiente
mostrare che z — Py x & in V4: ma questo & assicurato dalla (1.22).
Si e cosi mostrato che, fissato ad arbitrio un sottospazio chiuso V', per ogni
x € H risulta 2 = Py x + w, con w € V1, si ha allora anche = Py. z + z,
con z € (V). Quindi, x = w+ Pyax = Py. o+ 2, conw, Pyrx € V* e, per
la Proposizione 1.5.2, iv), Py 2,z € (V+)*; lunicita della decomposizione
permette di concludere che w = Py x e 2 = Py x = Fy1y. x, e ne viene che
V=(VHt a

1.5.2 i) Se S ¢ un sottoinsieme non vuoto dello spazio di
HiLBerr H, si ha
(S*)* =span S;
i1) in particolare, se V é un sottospazio chiuso di H, si ha
PV(ax+ﬁy):aPVx+ﬁPV:yv v(xvyeHv Oé,ﬁGC),
[Pzl <|z|,  VreH

Dim.: i): per il Teorema precedente, (S*+)+ = ((span S)1)+ = span S.

i1): Dalle relazioni © = Py x+w, y= Pyy+w', ar+py = Py(az+fy)+
w”, con w,w’,w” LV, e dall'unicita della decomposizione z = Py x + Py . x,
segue la linearita di Py . Infine, per il Corollario 1.5.1,

[Py x| = [Py — Py Of| < |z = 0] = [l]. =

1.5.3 Se S # (0 ¢ un sottoinsieme dello spazio di HILBERT

H, span S ¢ denso in H se e solo se S* = {0}. In particolare, una
varieta lineare V' e densa in H se e solo se ['unico vettore ortogonale
a 'V e il vettore nullo.
Dim.: sia y € S+ = (spanS)*; se span S & denso in H, esiste una successione
{x,} C span S che tende ad y. Quindi (y,z,) = 0 Vn € N, da cui [|y||? =
lim,, (y,x,) =0, cioe y = 0.

Supponiamo ora che S+ = {0}. Posto V := spanS = spanS, si ha
V+ = St = {0} (per la Proposizione 1.5.2, 7)), quindi, per il Teorema di
decomposizione, H =V @&V, =V =spanS.»
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1.6 Funzionali lineari e continui.

Sia X uno spazio vettoriale complesso (o reale).

‘Deﬁnizione‘ 1.6.1 Un funzionale f di dominio dom f :=V C X ¢
un’applicazione di V' in C (o0 in R); f si dice lineare se:
i) V' é una varieta lineare;

i) flax+Py) = af(x)+6f(y), Ve,yeV, Va,8€C (0 €R);

15

f si dice antilineare' se vale la i), ed inoltre
i) flaz+ By) =af(x)+Bf(y), Yr,y€eV, Va,feC.
St dice nucleo del funzionale lineare f definito sulla varieta lineare
V' l'insieme
ker f:={x eV | f(z) =0};
N C X si dice iperpiano (vettoriale) se esiste un funzionale
lineare f definito su tutto X e non identicamente nullo, tale che

N =kerf.nu

E evidente che ogni iperpiano & una varieta lineare; inoltre:

1.6.1 Sia N un iperpiano dello spazio vettoriale X ; fissato ad
arbitrio yo in X \ N (cioé con f(yo) # 0), ogni xz € X si decompone,
in modo unico, nella somma r = v+ Ayg, conv € N, X e C.

Dim.: I'unicitd della decomposizione ¢ evidente: se = v + Ayg = v/ + Ny,
con v,v' € N, \, N €C,sihav—v = (N — Ny €N, quindi f(v—v")=0=
(N = X)f(yo), il che & possibile solo se X = A, quindi v = v. L’identita

(1.25) VreX, z-= (x_%yo)Jr%yo

fornisce la decomposizione cercata. m

1.6.1 Una varieta lineare N dello spazio vettoriale X € un

iperpiano se e solo se e un elemento massimale nella famiglia V
delle varieta linear: proprie di X, ordinata per inclusione.

Dim.: sia N = ker f, con f funzionale lineare non identicamente nullo, e sia M
una varietd lineare che contiene strettamente N. Allora Jyo € M \ N, e, per il
Lemma precedente, ogni € X si scrive nella forma (1.25); quindi 2 € M, cioe
M = X, dunque N & massimale.

Inversamente, se N & un elemento massimale in V), fissato yo € X \ N si ha
che span {N;{yo}} & una varietd lineare che contiene strettamente N, quindi
coincide con X. Ogni ¢ € X si scrive allora in modo unico nella forma x =
v+ Ayo conv € N, A € C, ed il funzionale f definito da f(x) = f(v+ Ayo) := A
verifica f(yo) = 1 (quindi non & identicamente nullo), e N = ker f. n

15 o semilineare, oppure pseudolineare; & evidente peraltro che g & antilineare se e solo se f

dato da f(z) := g(x) & lineare. Naturalmente, se X & reale non c¢’¢ distinzione tra funzionali
lineari e antilineari.
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1.6.2 Se E ¢ uno spazio normato, ogni iperpiano vettoriale

N ¢ chiuso o denso in E.

Dim.: poiché anche N ¢ una varieta lineare, e N C N C E, se N ¢ massimale
deve essere N = N oppure N = FE. n

Nel caso degli spazi normati, hanno ovviamente interesse proprieta di conti-
nuita, che, come vedremo tra poco, si puo formulare in termini di limitatezza:

‘Deﬁnizione’ 1.6.2 [l funzionale lineare f, definito sulla varieta lineare
dom f dello spazio normato E, si dice limitato (nel suo dominio)
se esiste ¢ > 0 tale che, VYo € dom f, risulti |f(z)| < c||z]|.

Valgono le seguenti importanti proprieta:

‘Proposizione‘ 1.6.1 Siano E uno spazio normato, f un funzionale li-
neare di dominio V :=dom f C E; le sequenti proprieta si equival-
gono:

i) f é continuo in V' ;

i1) f ¢ continuo nell’origine;

iii) f é limitato in V.
Dim.: & evidente che i) = ii); per mostrare che ii) = i), osserviamo che,
in particolare, 3§ > 0 : |ly|| < § = |f(y)| < 1. Fissato un qualunque x
in E\ {0}, e posto y := dz/||z||, si ha allora |f(y)] = d|f(x)|/||z|| < 1, da
cui |f(z)| < (1/9)]|z||, disuguaglianza che vale ovviamente anche per z = 0.
Infine, & evidente che 4ii) = i): fissati ad arbitrio 2y in dom f, € > 0, e posto
d:=¢/c,se x € dom f ¢ tale che ||z — x¢]| < ¢ si ha infatti che |f(x) — f(z0)| =
[flx—z0)| <cllx —xo|| <cd=€.n

Un esempio di funzionale lineare ma non continuo: sia H = L?(—1,1), e
definiamo la varieta lineare V' di H nel modo seguente: x € V se e solo se in z
esiste un rappresentante continuo xo (necessariamente unico). Per ogni x € V|
poniamo f(z) := x¢(0), dove xq & il rappresentante continuo in z. E chiaro
che f e un funzionale lineare, di dominio V', ma che f mon é limitato in V:
basta osservare che, detta z, la classe d’equivalenza che contiene la funzione
&n(t) :== (1 —nlt])*, si ha z,, — 0 in H, mentre f(z,) =1Vn € N.

‘Deﬁnizione‘ 1.6.3 Sia f un funzionale lineare e continuo di dominio
V C E (E = spazio normato); la norma, o modulo, di f suV é
definita nel modo sequente:

|f(2)]

zeV\{0} ||95|| '

py (f) =

SeV =FE, si scrive u(f), oppure ||fll«, anziché pp(f). =

Si osservi che risulta (verifica immediata):

pv (f) = supf{[f (@) [z € VN X(0,1)} = sup{[f(2)[ [z €V, [laf| =1} =
=inf{c>0]|f(z)] <c|z| VxeV}
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1.6.1 Dalle proprieta del prodotto scalare, si ha che, per ogni y fis-

sato nello spazio prehilbertiano H, le applicazioni f,, g, definite da f,(z) =
(x,v), gy(z) := (y,z) sono due funzionali, rispettivamente lineare ed antilinea-
re, definiti su H. La disuguaglianza di SCHWARZ mostra che || fy|l. < [|y] e
lgull- < llyll. Anzi, si vede subito che [|fy . = llg,ll- = lyll: se y = 0, cio
¢ ovvio, perché fy,, g, sono identicamente nulli; se y # 0, basta osservare che

1fylle = fy()/llyll = lly]| (analogamente per g,). »

Una conseguenza immediata:

‘Proposizione‘ 1.6.2 Per ogni x dello spazio prehilbertiano H, risulta

@)
lll = mae Tz

il massimo essendo calcolato su tutti i funzionali f lineari e continui
su H (eccettuato quello identicamente nullo).

Dim.: se z = 0, 'uguaglianza ¢ ovvia. Se x # 0, per ogni funzionale lineare
e continuo f su H si ha |f(@)| < £ =], dunque sup; .o |f(@)I/[1 ] < l2];

d’altra parte, posto y := x/||z||, e considerato il funzionale f, definito da

fy(2) = (z,y) Vz€ H,siha x| = supsyg |F(@)|/[fll« = [y @)/ 1 fylls = [,
da cui 'uguaglianza ed il fatto che il sup e in realta un massimo. =

Premettiamo la seguente

‘Deﬁnizione‘ 1.6.4 Siano X uno spazio vettoriale, f un funzionale li-
neare con dom f # X. Un prolungamento (lineare) g di f ¢ un
funzionale lineare definito su dom g tale che:

i) dom f C domg;
it) Yo € dom f, si ha g(x) = f(x). n

Vale il seguente

1.6.1 (Hahn-Banach) Sia f un funzionale lineare e con-

tinuo definito sulla varieta lineare V' dello spazio prehilbertiano H ;
esiste ed ¢ unico il prolungamento lineare e continuo F di f, con
dom F' = H, che verifica la condizione ||F||. = py(f).

Dim.: supponiamo dapprima che H sia completo. Mostriamo intanto che f si
puo prolungare, in modo unico, ad un funzionale f lineare e continuo, definito
suV, e con ug(f) = py (f): in effetti, Vo € V, scelta una successione {z,} C V
tale che x,, — z, la successione { f(x,)} ¢ di CaucHY (perché |f(xzy,)— f(zm)| =
|f(@n — xm)| < pv(f)||zn — Tm]|), quindi converge ad un limite, che & lecito
indicare con f (z) perché dipende da x ma non dalla particolare scelta di {x,,}.
I1 funzionale f ¢ lineare, e verifica evidentemente le proprieta di prolungamento
richieste (I'unicita di f & ovvia). .

Per prolungare f a tutto H, & allora sufficiente porre F(z) := f(Pyx). Si
osservi intanto che se x € V, si ha P2 = x, quindi

F(z) = f(Pyx) = f(z) = f(z) Yz eV;
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inoltre, ricordando il Corollario 1.5.2, V(z,y € H, «,f € C) risulta

F(ax + fy) = f(Pylax + By)) = f(a Pya+ B Pyy) = oF (z) + BF(y),
dunque F' & lineare. Sempre per il Corollario 1.5.2,

|F(2)| = [f(Py )| < py(£) | Pyl < v (F) [|2]);
che da la limitatezza di F, nonché la maggiorazione || F||. < py (f); poiché perd
|1E||« > pyv (F) = py(f), ne viene 'uguaglianza richiesta.

Sia ora H nmon completo. Per il Teorema 1.4.6, possiamo identificare H ad
una varieta lineare densa nel suo completamento H; anche V' ¢ di conseguenza
identificata ad una varieta lineare di H. Se F' ¢ un prolungamento di f a tutto H
che verifica || F|| 7. = pv (f), la restrizione F' di F' ad H verifica evidentemente
le proprieta richieste.

L’unicita del prolungamento che verifica || F||. = py (f) verra mostrata pit
avanti (si veda il Corollario 1.6.4). n

Grazie al Teorema di HAHN-BANACH, non é limitativo supporre (come fare-
mo spesso nel seguito) che ogni funzionale lineare e continuo f sia definito
sull’intero spazio.

Come si ¢ visto, il prolungamento ora costruito (e che ¢ caratterizzato dal
fatto di annullarsi su (dom f)*) verifica la condizione ||F||. = py (f). Esistono
tuttavia altri prolungamenti lineari e continui di f a tutto H: se G € uno di
questi, detta g la restrizione di G a V+ (V := dom f), & evidente che g & un
funzionale lineare e continuo sul dominio V*, e

(1.26) G(z) = f(Pyx) + g(Pyr x).

Reciprocamente, se ¢ assegnato un qualunque funzionale lineare e continuo g di
dominio V+, la (1.26), assunta come definizione di G, fornisce un funzionale
lineare e continuo, definito su tutto H, che prolunga f.

Va osservato che, contrariamente a quanto accade nel caso di R? e di C?,
la limitatezza (o, equivalentemente, la continuita) di un funzionale non &, in
generale, conseguenza della sua linearita. Per precisare questa affermazione,
premettiamo alcune definizioni.

‘Deﬁnizione‘ 1.6.5 Sia V uno spazio vettoriale; si dice che
i) V ha dimensione n (dimV = n) se in V esistono n vet-
tori linearmente indipendenti, mentre, comunque si scelgano (n+ 1)
vettori, questi sono sempre linearmente dipendenti,
i1) V' ha dimensione infinita (dim V' = oo) se, per ognin € N,
esistono n vettory di V' linearmente indipendenti. m

‘Deﬁnizione‘ 1.6.6 Un sistema fondamentale nello spazio vettoriale
V' é un sottoinsieme costituito da vettor: linearmente indipendenti;
una base algebrica (o base di HameL) é un sistema fondamentale
S tale che si abbia spanS =V . n

Si ha il seguente risultato:
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‘Proposizione‘ 1.6.3 Ogni spazio vettoriale V' ammelte una base alge-
brica.

Dim.: consideriamo la famiglia F di tutti i sistemi fondamentali di V; in F,
definiamo 'inclusione (in senso largo) come relazione d’ordine parziale. E chiaro
che (F;C) & un insieme induttivo: se {Ax} & una catena di elementi di F,
I'unione |J A ¢ un maggiorante per {A,}. Per il Lemma di ZORN, F ha almeno
un elemento massimale A = {z,}uem, che & una base algebrica: infatti, se
esistesse in V un elemento = ¢ span A, linsieme {z} U A sarebbe un sistema
fondamentale, quindi un elemento di F, che seque strettamente A nella relazione
d’ordine su F, contraddicendo la massimalita di A.

1.6.3 Se E ¢ uno spazio normato di dimensione infinita,

esiste un funzionale lineare definito su tutto E e non continuo.

Dim.: sia A = {z,}uen una base algebrica per E; non e limitativo supporre
che, Vu € M, sia ||z,| = 1. Dato che dim E = oo, A contiene almeno una
successione di elementi distinti {z,,,...,%,,,...}. Definiamo un funzionale f
su A nel modo seguente:

n sedneN: z=uzx,,,
xTr) =
@) {0 se z & {x,, }

Dato che ogni = € F si scrive, in modo unico, come combinazione lineare finita
di elementi di A, & possibile estendere la definizione di f, per linearita, a tutto
FE; ed ¢ evidente che tale estensione ¢ lineare, ma non limitata. m

Nel caso degli spazi di HILBERT, si ha la seguente interessante caratteriz-
zazione della continuita di un funzionale lineare (si veda anche la successiva
Proposizione 2.2.4):

Proposizione‘ 1.6.4 Il funzionale lineare f sullo spazio di HiLBErr H
e continuo se e solo se N := ker f e chiuso; in questo caso, e se f
non ¢ identicamente nullo, fissato ad arbitrio yo € N+ \ {0} si ha

Nt ={\y | A€ C}; PNJ_I':M
[[yoll?

Dim.: poniamo N := ker f. Se f e continuo, N, come immagine inversa del
chiuso {0}, e chiuso. Viceversa, sia N chiuso; se N = H, f ¢ identicamente
nullo, quindi continuo. Se N # H, per il Corollario 1.5.3, N+ # {0}, e nella
(1.25) si pud scegliere 0 # yo € N=+: si ha infatti f(yo) # 0, altrimenti, per la
Proposizione 1.5.2, iii), si avrebbe yo € NN N+ = {0}. Per il Lemma 1.6.1,
ogni x € H si decompone nella forma x = v + Ayg, con v € N, )\ € C; grazie al
Teorema 1.5.2,si hav = Py x e \yg = Py z. Risulta allora (z,y0) = A [|yol|?,

(Za yO)

quindi Py1 x = W Yo- Si ha pertanto
0

Yo-

[Eal®
llyol|? llyoll

(1.27) [f(@)] = |f(Pye )| =

da cui la continuita di f. =
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Ne discende il fondamentale Teorema di RIESZ sulla rappresentazione dei
funzionali lineari e continui su uno spazio di HILBERT, che mostra come il
funzionale f,(x) = (x,y) dell’Osservazione 1.6.1 sia ben piu di un semplice
esempio: rappresenta infatti la forma pit generale di un funzionale lineare e
continuo su uno spazio di HILBERT.

1.6.2 (Riesz) Sia f un funzionale lineare e continuo definito

sullo spazio di HiLBERT H; esiste uno ed un solo y € H tale che
(1.28) Ve e H, f(z)=(z,y);

inoltre, risulta || fl.« = ||ly]|.

Dim.: l'unicita ¢ evidente, perché se y1,y2 € H sono tali che (z,y1) = (z,y2)
per ogni @ € H, si ha (z,y; — y2) = 0; per & = y1 — y2, ne viene che y; = yo.
Indichiamo con N il nucleo di f; se N = H, il funzionale ¢ identicamente
nullo, e nella (1.28) basta scegliere y = 0. Se N # H, fissiamo un vettore non
nullo yo € N+ (quindi con f(yo) # 0); per la Proposizione 1.6.4, Vo € H

risulta f(z) = f(Py1x) = (|T;’ y||02) f(yo), quindi, posto y := ﬁ;yﬁ% 90, De viene
0 0
che f(2) = (@.1).

Siamo ora in grado di completare la dimostrazione del Teorema di HAHN-
BANACH:

1.6.4 Ipotesi e notazioni del Teorema 1.6.1; ¢é unico il

prolungamento F' di f che verifica ||F||« = pv (f).

Dim.: cominciamo a supporre H completo; poiché il prolungamento di f a V
€ unico, non ¢ restrittivo assumere che V sia chiusa. Sia G un prolungamento
lineare e continuo di f a tutto H, tale che |G|« = pv(f), e sia y € H tale che
G(z) = (z,y) Vo € H; si ha [|G]l. = [|yl[, quindi

(v, 9)| (v, Pvy + Py y)|
Iyl = 11Gll« = pv(f) = sup = sup =
veV\{0} [[v]] veV\{0} [[v]]
(v, Pv )|
sup ————— < [|[Pyyll < [yl
veV\{0} [[v]l
Ne viene che ||y|| = ||Pv y||; dato che, per il Teorema di PITAGORA, |y||? =

| Pvyl|® + || Pvoy|?, si deve avere Py 1y = 0; quindi la restrizione di G a V* &
nulla, cioe G coincide con il prolungamento F' costruito nella dimostrazione del
Teorema di HAHN-BANACH.

Se H non ¢ completo, possiamo identificarlo ad una varieta lineare densa
nel suo completamento H; anche V' & di conseguenza identificata ad una varieta
lineare di H. Se ora G & un prolungamento di f a tutto H che verifica |G|/ g+ =
v (f), possiamo prolungare G per continuita, in modo unico, ad un funzionale
lineare G su H, che verifica HéH(ﬁ)* = |G|l = pv(f). Per quanto visto

nella prima parte della dimostrazione, G @ nullo sull’'ortogonale in H di V; in
particolare, la restrizione di G all’ortogonale V+ di V in H, che coincide con
la restrizione a V* di G, @ nulla, quindi G coincide con il prolungamento F
costruito nel Teorema 1.6.1. »
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Consideriamo ora l'insieme E* dei funzionali antilineari e continui sullo
spazio normato F; € possibile munire E* di una struttura di spazio normato:

‘Proposizione‘ 1.6.5 Sia E uno spazio normato complesso; fissati ad
arbitrio f,g € E*, \,u € C, il funzionale \f + ng definito su E da
(A4 pg) () == Af(z)+pg(x) e antilineare e continuo; sullo spazio
vettoriale complesso E* cosi definito, U'applicazione f — || f||« € una
norma.

Dim.: con la definizione posta, Af + pug € un funzionale antilineare:

(Af + pg)(az + By) = Mf(ax + By) + pglaz + By) =
= Naf(z) + 8f(y)] + plag(z) +
ANf + pg) (@) + BOS + pg)(y

9(y)] =
).

Inoltre, Af + pg & limitato, quindi continuo, dato che

(AS + ng) (@) < (AHS s + Tl gl 1
¢ facile verificare che [laf[l. = |al|[f]l, e che [[f + gl < [Ifll« + llglls; di

conseguenza, (E*;||..) & uno spazio normato.
| Definizione | 1.6.7 Lo spazio normato (E*:||.|.) ¢ detto l'antiduale
dello spazio normato (E; || .||). In modo analogo si definisce il duale

di E (spazio dei funzionali lineari e continui su E). m

Va messo in evidenza che 'antiduale di uno spazio normato ¢ sempre com-
pleto, come conseguenza della completezza di C (o di R se lo spazio & reale):

1.6.3 L’antiduale (E*;||.||«) dello spazio normato (E;||.||) é
sempre uno spazio di BANACH.

Dim.: per mostrare che E* ¢ completo, sia {f,} una successione di CAUCHY
in E*; ¢ immediato verificare che, Vo € E, la successione numerica { fn ()} € di
CAucHY (si ha infatti |f(2) — fi(2)] < || fro — fimll« ||2]]), quindi converge ad
un numero f(x). Il funzionale f cosi definito ¢ evidentemente antilineare, ed &
anche limitato: la successione { f,,} & limitata (perché di CAUCHY), e se ¢ & tale
che Vn € N, |[folls« < ¢, risulta anche |f(z)| < c|jz|| Vo € E. Dunque f € E*;
mostriamo che || f, — f||« — 0. Fissato € > 0, sia n. tale che V(n > n., r € N) sia
[ fotr — full« <& perognix € E con ||z|| < 1sihaallora |fr.(x)— fu(z)| <e,
da cui, al limite per r — +oo, |f(z) — fn(z)| < &; ne segue facilmente la
conclusione. m

Combinando il Teorema di RIESZ con il Teorema 1.6.3 si ottiene la seguente

‘Proposizione‘ 1.6.6 Sia H uno spazio di HiLBeRT; 7l suo antiduale H* ¢
uno spazio di HILBERT, e l’applicazione J data dal Teorema di Riesz,

e definita da

(Jf,z):= f(z) Yfe H, VYzeH,
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¢ un isomorfismo isometrico (isomorfismo di Riesz) di H* su H.
L’isomorfismo inverso da H su H* ¢ dato da

-1
(J7y)(z) = (y,2) Vz,y € H.

Dim.: per il Teorema 1.6.3, H* ¢ intanto uno spazio di BANACH. Mostriamo

che J e lineare: Vf,g € H* e YA, u € C si ha infatti

(J(Af + pg),x) = (Mf + pg)(z) = M (2) + pg(x) =
= AJfx) +ulJg,x) = (N f+pdg, x).
Inoltre, dato che J e un’isometria, si ha
1f+ gl +1f = gllZ = I7f + Jgll® +17f = Jgll* = 2| T fI|* + 2| Jg||* =
= 2|/ £1IZ + 2llg]12,

quindi la norma in H* ¢ indotta da un prodotto scalare, H* ¢ uno spazio di
HILBERT, e J & un isomorfismo di H* su H. =

1.6.2 Occorre porre attenzione al fatto che 'identificazione tra H ed

H* resa possibile dall’isomorfismo di RIESZ puo risultare incompatibile con altre
identificazioni, ad esempio quella collegata all’smmersione di uno spazio in un
altro. Ci limitiamo ad un esempio significativo di questa situazione. Sia (% =
(¢2;(.,.)2) lo spazio di HILBERT delle successioni di quadrato sommabile, e sia
Vi = (V;{.,.)) lo spazio di HILBERT introdotto nell’Osservazione 1.4.1. Si ha
V1 C £? anche topologicamente, dato che, detta I I'immersione di V in ¢2, risulta
| Iz|3 < (x,x) per ogni & € V1. Si osservi che per ogni f € (£2)* la restrizione
IfdifaV (datada (I*f)(z) := f(Ix)Vz € V) ein V}* := (V1)*, dato che Vz €
V si ha |(I*f)(@)| = |f(I2)] < If]l. (I, T2)Y* < | ]l (w,2)"/2. Lapplicazione
lineare I* cosi definita da (£?)* in V;* ¢ iniettiva, grazie alla densita di V in ¢2
(si noti che V' contiene tutte le successioni a termini definitivamente nulli), e,
Vf € (%)%, la norma di I*f in V;* & minore o uguale della norma || f||. di f in
()",

Se si indica con J lisomorfismo di RIESZ tra (¢2)* ed (2, e con J; I'isomorfismo
di Riesz tra V|* e V4, si ha lo schema

I
|41 02 Il diagramma a sinistra non ¢ commau-
tativo: Vapplicazione I; := I*oJ 1ol ¢
Jl—l J-1 infatti incompatibile con J;- ! dato che,
V:c,y € ‘/1;1 si ha (Il y)(l’) - (yvx)Qa
. . mentre (J; ~ y)(z) = (y, ). n
Vi () '

1.7 Convergenza debole.

Finora abbiamo munito ogni spazio prehilbertiano H (piu in generale, ogni
spazio normato E) della topologia forte, cioe quella determinata dalla metrica
indotta dalla norma. E pero possibile definire su E' anche un’altra topologia, la
topologia debole, sulla quale torneremo in seguito; per il momento, ci limitiamo
ad introdurre la nozione di convergenza debole per successioni:
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‘Deﬁnizione‘ 1.7.1 Sia {x,} una successione nello spazio normato E;
si dice che {x,} tende debolmente ad x € E, e si scrive x,, — x,
o wlimx, =z, se lim f(z,) = f(z), Vf € E*. n

Negli spazi prehilbertiani, grazie al Teorema di RIESZ si puo porre la defini-
zione equivalente

‘Deﬁnizione‘ 1.7.2 Sia {x,} una successione nello spazio prehilbertiano
H; si dice che {x,} tende debolmente ad © € H, e si scrive
T, = x, o wlimzx, =z, se lim, (z,,y) = (z,y), Yy€ H.n

Sono ovvie 'unicita dell’(eventuale) limite debole di una successione, nonché
la linearita del limite debole. B anche chiaro che esistono successioni che con-
vergono debolmente ma non fortemente: ad esempio, la successione {e(™} dei
versori di ¢? converge debolmente a 0, dato che Vy € % si ha Y |y,|? =
> €™ y)|? < +o0, quindi lim, (e™,y) — 0, mentre, essendo [|e(™) —e(™)|| =
V2 quando m # n, {e(™} (anzi, ogni sottosuccessione estratta da {e(™}) non
verifica la condizione di CAUCHY per la convergenza forte.

I collegamenti tra le due nozioni di convergenza sono illustrati dalla seguente

‘Proposizione‘ 1.7.1 Sia {z,} una successione nello spazio prehilber-
tiano H; si ha che s-lim, x, = x se e solo se valgono entrambe [e

proprieta.:
i) wlim, z, =z,
it) limy, [z, = [Jz]].

Dim.: se z, — =z, le i), ii) seguono dalle Proposizioni 1.2.7 e 1.2.6.
Viceversa, se x,, = x e ||z,] — ||z|, si ha che

o = 2al2 = [|2]2 — 2R(z, 2) + a2 — 0.

Non & detto che se x,, — x esista il limite di ||z, ]|: se, ad esempio, si considera
in ¢2 la successione di termine generale x,, := (1 + (=1)")e(™, si ha z,, — 0,
mentre ||z,|| =14 (—1)". Vale tuttavia la proprieta seguente:

‘Proposizione‘ 1.7.2 In uno spazio prehilbertiano H, se x, — x allora

|z|| < liminf, ||z,].

Dim.: se z = 0, il risultato & ovvio. Se invece x # 0, basta osservare che
|(zn, )] < |lzn] ||z]], da cui

l2]|* = lim | (2, 2)| = liminf |(zp, )| < ||/ liminf |2, -

Vale anche la seguente proprieta, che dimostreremo pit avanti, in un contesto
pil generale (si vedano i Corollari 1.9.1 e 2.3.2):

Proposizione’ 1.7.3 Sia H uno spazio prehilbertiano; ogni successione
debolmente convergente in H e limitata:

(xp = 2) = (Fe: ||z,]| <c neEN). n
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Ne discende il seguente risultato, che generalizza la Proposizione 1.2.7:

Proposizione‘ 1.7.4 Siano {z,}, {y,} due successioni nello spazio pre-
hilbertiano H; se x, — x € y, — y, allora (z,,y,) — (,7).

Dim.: per la Proposizione precedente, 3¢ : ||y,|| < ¢; dunque si ha

|(mnayn)7(xay)| < |(l’n,yn)7(x,yn)|+|(x,yn)7(x,y)| <
< cllzn =l +[(z,yn —y)[ = 0. m

A differenza di quanto accade in C? ed in R?, in uno spazio di HILBERT gli
insiemi limitati non sono, in generale, relativamente compatti nella topologia
forte; vale invece il seguente Teorema di compattezza debole:

1.7.1 Se{x,} éuna qualunque successione limitata nello spa-

zi0 di HiLBERT H , esistono un vettore x € H ed una sottosuccessione
di {x,} che converge debolmente ad x.

Dim.: sia ¢ tale che |z,| < ¢ ¥n € N. Consideriamo la successione nu-
merica {(z1,2,)}; & limitata (perche |(z1,2,)| < ||71]| [|2n]| < ¢?), quindi se ne
puo estrarre una sottosuccessione convergente {(x1,21,,)}. Analogamente, dalla
successione numerica limitata {(z2,21,,)} si puo estrarre una sottosuccessione
{(z2,2,n)} convergente; si noti che anche {(z1,x2,)} converge perché ¢ una
sottosuccessione di {(z1, z1,,)} Per induzione, si costruisce per ogni k fissato una
sottosuccessione {Zp41.n}neny di {@kn tnen tale che convergono le successioni

{(a1, $k+1,n)}neN, {(2, $k+1,n)}neN; v (@R, $k+1,n)}neN-
Consideriamo allora la successione {xy k}ren, € la corrispondente successione
{fr} di funzionali lineari e continui, dove fi(x) := (x, 7). Per costruzione,
Vn € N Jlimy fr(x,), dunque Ilimy, fr(x) Vo € V := span{z,}. Sia z € V;

per ogni £ > 0 fissato, esiste 7. € V' : ||z — x| < £; di conseguenza, risulta

[fn(@) = fm(@)] < |fo(@) = ful@e)| + | fu(xe) = fnlze)| + | fm(2e) — fn(2)] <
cllz = aell + [falze) = fm(ze)| + ¢ llze — 2| <
% + |fn(1’6) - fm(x€)|a

e poiché in V la successione {fj} converge si avra, per n,m maggiori di un
opportuno ne, | fn(r:) — fim(z:)| < 5. In definitiva, si ha

|fn(x) - fm(x)| <e Vn,m > Ne,

<
<

IN

cioe {f} converge in V. Infine, dato che per ogni » € H si ha

fe(x) = fe(Pyz) + fu(Pyrx) = fir.(Pya),

ne viene che {fi} converge in tutto H. Posto f(x) := limy fr(x), si vede
facilmente che f e un funzionale lineare e continuo; dunque esiste y € H tale
che f(x) = (x,y); per tale y si ha che

hmk (Zamk,k) = (Zay) VI S Ha

quindi la successione {zy  }, estratta da {z,}, converge debolmente ad y.
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1.8 Sistemi ortonormali. Basi hilbertiane.

Negli spazi normati, ancor piu della nozione di base algebrica e significativa
quella di base topologica (o, semplicemente, base):

| Definizione | 1.8.1 Una base (topologica) dello spazio normato E ¢
un sistema fondamentale S tale che span S = F.
Uno spazio metrico M si dice separabile se esiste un suo sot-
toinsieme numerabile My che sia ovunque denso. m

Una prima proprieta:

‘Proposizione’ 1.8.1 Ogni sottoinsieme My di uno spazio metrico sepa-

rabile M e separabile.

Dim.: siano {z,} un sottoinsieme ovunque denso di M, e {g,,} una successione
infinitesima di numeri positivi. Vn,m € N tali che risulti non vuoto l'insieme
X(zpn, 0m) N My, scegliamo y,, »,, in tale insieme. E chiaro che {Yn,m} € un
insieme (al pitl) numerabile; mostriamo che ¢ denso in M. In effetti, Vyo € My
eVo>03n: x, € X(yo,0/2), ed Im : o < 0/2; ne viene che d(yo, Yn,m) <
d(yO; In) + d(xnvyn,m) < o, cioe Yn,m € E(?JO, Q)- u

1.8.1 Ogni varieta lineare di uno spazio normato separabile

e separabile. w

E importante il collegamento tra la separabilita di uno spazio normato E e
Pesistenza in E di una base numerabile:

Proposizione | 1.8.2 Lo spazio normato E ¢ separabile se e solo se
ammette una base numerabile.

Dim.: supponiamo E separabile, e sia Fy = {z,,} un sottoinsieme numerabile
ovunque denso. Consideriamo la famiglia F di tutti i sistemi fondamentali di
elementi in FEp, munita della relazione d’ordine parziale data dall’inclusione.
Grazie al Lemma di ZORN, procedendo come nella dimostrazione della Propo-
sizione 1.6.3, si puo costruire un sistema fondamentale A C Ej tale che ogni
x € Ey ¢ combinazione lineare finita di elementi di A; poiché Ey C span A4, ne
viene che F = Ey = span 4, cioé A & una base numerabile per E.

Viceversa, sia Y := {y,} una base numerabile per F; non & limitativo
supporre che ||y, = 1 Vn € N. Consideriamo I'insieme Y di tutte le com-
binazioni lineari finite Y y_, (Pk + iqk)Yny, cON Yn, € Y € pi,qi razionali.
E evidente che Y & numerabile. Dato che, per ipotesi, spanY = F, fissati
ad arbitrio z € E ed ¢ > 0 esiste . € spanY : ||z — x| < €/2; se
e =Y (ks +iBe)yr (ak, Br € R), scegliamo &k, Br € Q in modo che sia
|, —au| < e/(4n), |Br— Bkl < &/(4n), e poniamo ye := 3¢ (G +ibk)ys € Y
risulta allora

= well < llo — el + 5y |low = Gal + 18 — Bil | <e,

quindi Y & un insieme numerabile ovunque denso. =
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Nel Capitolo 2 riprenderemo la nozione di separabilita nell’ambito piu gene-
rale degli spazi normati. Limitandoci per ora agli spazi prehilbertiani, un esem-
pio di spazio di HILBERT separabile ¢ dato dallo spazio £?: la successione {e(”)}
dei versori ¢ evidentemente una base in £2. La stessa proprieta di separabilita
vale per L2(€):

Proposizione‘ 1.8.3 Per ogni sottoinsieme misurabile Q di R, lo spazio

di HiLgerr L2(Q)) ¢ separabile.

Dim.: L?(f2) puo essere identificato al sottospazio di L2(R?) costituito dalla
funzioni di L2(R9) nulle fuori da €. Grazie alla Proposizione 1.8.1, & quindi
sufficiente mostrare la separabilitd di L?(R?); possiamo anche evidentemente
limitarci al caso di uno spazio reale.

Sia F la famiglia (numerabile) dei parallelepipedi R in R¢ con vertici a
coordinate razionali e facce parallele ai piani coordinati:

F = {R = HZ:I ]ak,bk] | ak,bk (S Q, ap < bk}.
Indichiamo con x g la funzione caratteristica di R, e poniamo G := {xr | R € F}.

Non e difficile mostrare (ad esempio, utilizzando il Corollario 1.5.3) che span G
¢ denso in H; poiché G & numerabile, ne discende la separabilita di L?(R?). u

Per quanto riguarda lo spazio X2 = (X;(.,.)) introdotto nel § 1.1, si ha
invece che

‘Proposizione‘ 1.8.4 Lo spazio X5 non e separabile.

Dim.: per assurdo, si supponga che S = {z,} sia denso in X,. Allora,
VA € [0,1], si potrebbe scegliere ) € SN X(ey, 3). Dato che per A # p si
ha d(ex,e,) = V2, quindi X(ey, %) NX(eu, %) = (), Papplicazione A\ — ) cosl
costruita sarebbe iniettiva da [0,1] in S, assurdo. m

Hanno particolare rilevanza le successioni costituite da vettori di norma
uguale ad 1, e a due a due ortogonali:

‘Deﬁnizione’ 1.8.2 Un sistema ortogonale nello spazio di HiLBert H
¢ una successione {e,} di vettori non nulli tali che se n # m allora
(en, em) = 0; se, inoltre, si ha [le,|| =1 Vn € N, il sistema si dice
ortonormale. n

N

E ovvio che ogni sistema ortogonale {ex}reny ¢ un sistema fondamentale
. n . . . .
(numerabile): se >, ajer = 0, moltiplicando scalarmente per ej, si ottiene
infatti 0 = >, ax(er,en) = an|len]|? per h=1,...,n,dacuiog = ... = a, =
0. D’altra parte, dato un sistema fondamentale numerabile, ci si puo sempre
ricondurre ad un sistema ortonormale, ad esempio con il procedimento di
ortonormalizzazione di GRAM-SCHMIDT:

Proposizione‘ 1.8.5 Dato un sistema fondamentale numerabile {x,}, é
possibile costruire un sistema ortonormale {e,} tale che, per ognin,
span {xy,...,T,} =span{ey,...,e,}.
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Dim.: costruiamo intanto, per ricorrenza, un sistema ortogonale di vettori non

nulli {y,,} tale che, per ogni n, risulti y,, € span{x1,...,2,}. Scelto ad esempio
y1 = x1 (# 0 perché {z,,} & un sistema fondamentale), supponiamo di aver
costruito i primi n vettori y1, ..., y, del sistema cercato, e definiamo
(a1, k)
+1: Yk
Yn+1 = Tnt1 — Z n7;2 Yk-
2 el
Per l'ipotesi di induzione, per ogni k = 1,...,n, yx € combinazione lineare di
X1y..., Tk, quindi Y41 & in span{xi,..., zp41}. Inoltre, dalla definizione si ha

che (Yn41,yx) = 0 per k = 1,...,n, e che x, € span{y1,...,yn}. Si noti che,
poiché {z;} ¢ un sistema fondamentale, ogni yj ¢ # 0. Ponendo ex := yi/||yxl|
si ha il sistema ortonormale cercato. m

Anche nel caso di uno spazio di BANACH si puo dare la definizione di serie:

‘Deﬁnizione‘ 1.8.3 Data la successione {z,} nello spazio di Banacu E,
si dice che la serie .5 2, converge (fortemente) se converge
(fortemente) la successione {d 7 _, 2k} .y delle sue ridotte.

neN

Nel caso degli spazi di HILBERT, si ha la seguente proprieta:

‘Proposizione‘ 1.8.6 Siano H uno spazio di HiLsert, ed {e,} un sistema

ortonormale in H; la serie Z:ﬁ oy, e, € convergente se e solo se lo
¢ la serie numerica >, 25 |an|?.

Dim.: posto s, := >.;_, aper, la serie Y. aye, converge se e solo se la
successione {s,} verifica la condizione di CAUCHY:

(1.29) Ve>0 In.: V(n>ne, r€N), |Snpr — sull <e.
Per concludere, basta osservare che

2

n+r n+r
l|$ntr — 5n||2 = Z S | Z |O‘k|2 )
k=n-+1 k=n-+1

quindi la (1.29) coincide con la condizione di CAUCHY per la serie Y, |a,|%. =

Dato il sistema ortonormale {e,}, indichiamo con V,, il sottospazio gene-
rato dai primi n vettori del sistema. La proiezione su V,, del generico vettore
z € H hala forma Py, v = > ,_; ayer; poiché x — Py, o € V-, deve essere
ay = (z,ex) per k=1,...,n, quindi

n

Py, x= Z (z,ex)ek.

k=1

| Definizione | 1.8.4 Dato il sistema ortonormale {e,} nello spazio di
Hiwserr H, i numeri {(z,e,)} si dicono coefficienti di Fourier
del vettore x rispetto al sistema {e,}. m
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Poiché (Corollario 1.5.2) ||Py,z| < ||z, ne viene che > ;_; |(z,e)]* <
|z||%; pitt precisamente:

‘Proposizione‘ 1.8.7 Siano H uno spazio di HiLBERT, ed {e,} un sistema
ortonormale in H; per ogni vettore x € H,

i): la serie Y. |(x,e,)|? € convergente (in R) (ne viene, in par-
ticolare, che lim,, (x,e,) = 0), e vale la disuguaglianza di Bessel

+00
(1.30) > (@ en)]” <l
n=1

it): la serie Y (x,e,)e, € convergente in H; inoltre, la sua
somma z' ¢ tale che (x — 2') Le,, Vn € N.

Dim.: conseguenza immediata di quanto esposto piu sopra, e della Propo-
sizione 1.8.6. n

‘Deﬁnizione‘ 1.8.5 Dato il sistema ortonormale {e,} nello spazio di
HiBert H, la serie ) (x,e,)e, si chiama serie di Fourier del
vettore x rispetto al sistema {e,}. m

‘Deﬁnizione‘ 1.8.6 Il sistema ortonormale {e,} nello spazio di HiLBERT
H si dice completo se é una base per H, cioé se span{e,} = H.
Un sistema ortonormale completo si dice anche base hilbertiana
per H. m

I risultati precedenti permettono di caratterizzare la completezza di un si-
stema ortonormale nel modo seguente:

‘Proposizione‘ 1.8.8 Dati uno spazio di HiLBert H ed un sistema orto-

normale {e,}, le sequenti proposizioni sono equivalenti:
i) {en} € completo;
i1) lunico vettore ortogonale a tutti gli e, ¢é il vettore nullo;
i1i) ogni vettore x ¢ sviluppabile in serie di Fourier rispetto

ad {e,}:
Vo€ H, =32 (z,e,)en;
iv) vale I’identita di Parseval
oo
(1.31) Ve,y e H, (x,y) = Z (x,en) (€n,y)
n=1

v) vale I’identita di Bessel

+o0o
(1.32) Vo e H, [zl =) |(z,en)]*
n=1
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Dim.: grazie al Corollario 1.5.3, i) & anzi equivalente a ii);
i1) = iii): per la Proposizione 1.8.7, ii), si ha (v — >, (x,ex) ex)Le, per
ogni n € N; dunque se vale la i7) deve essere x — > (z,e,)e, =0 Vo € H;

1i1) = iv): per la Proposizione 1.2.7,

(xz,y) = liTILn (Z (x,ex) ek, Z (y,en) e;l> = Z (@, en)(y, en) =

k=1 h=1 n

= 3" (@ en) (ensy);

iv) = v): basta scegliere y = x;

v) = 1): se x & ortogonale a tutti gli e,, e vale 'identita di BESSEL, si ha
evidentemente z = 0, da cui la i7) (quindi la 7)). =

Si noti che 'unico sviluppo in serie di un vettore x rispetto ad un sistema
ortonormale {e, } ¢ la serie di FOURIER: se x = )« ey, si ha infatti, Vn € N,
(z,e) = lim, (34—, ek, en) = ay.

Ricordiamo ora il problema di FISCHER-RIESZ: assegnati un sistema fon-
damentale {y,} nello spazio di HILBERT H, ed una successione numerica {f3, },
studiare la risolubilita del sistema, nell’incognita x € H:

(1.33) (2, yn) = Pn Vn € N.

Indichiamo con {e,} un sistema ortonormale tale ogni e, appartenga a
span{yi,...,yn}, ed inoltre y, sia in span{ei,...,e,} Vn € N (ad esempio,
si puo utilizzare il procedimento di GRAM-SCHMIDT); risultera quindi

€n = Gn1Y1 + an2y2 + ... + Gnn¥Yn,

da cui, Vo € H, (z,e) = > p_; Gnk (x,yr). Pertanto, se z risolve la (1.33),
posto a,, := ZZ=1 Qnk O si ha che x € soluzione di

(x,en) = an, VYn € N;
quindi, per la disuguaglianza di BESSEL, si deve avere

o lanl? =32, (2, en)? < l2]|* < +o0,

cioe {a,} € £2; se questa condizione ¢ soddisfatta, il problema ammette la
soluzione particolare zg = Y (,ey) €y, € la soluzione generale ¢ data da = =
o+ ', dove 2’ & un qualunque vettore ortogonale a tutti gli e,,. In particolare,
se il sistema {y,} & una base, il sistema {e, } & completo, quindi il problema di
F1scHER-RIESZ ha una sola soluzione.

E notevole la proprieta che uno spazio di HILBERT separabile ¢ caratteriz-
zato, a meno di isomorfismi isometrici, dalla sua dimensione: ¢ si ha infatti il
seguente Teorema di isomorfismo:

1.8.1 Sia H uno spazio di HiLBerr separabile complesso (o

reale);
i) se dim H =n, H ¢é isometricamente isomorfo a C* (o a R");

i1) se dim H = oo, H ¢ isometricamente isomorfo a (*.

16 in realtd, questo vale per ogni spazio di HILBERT, definendone la dimensione come

cardinalitd di una sua base hilbertiana (si dimostra che la definizione ha senso).
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Dim.: per brevita, supponiamo H complesso e di dimensione infinita. Esiste
allora in H una base numerabile {e,}, che, per la Proposizione 1.8.5, pos-
siamo supporre ortonormale. Consideriamo 'applicazione A che ad z € H fa
corrispondere la successione dei coefficienti di FOURIER di « rispetto ad {e,}:
Az := {(z,e,)}. Per l'identita di BESSEL, Ax € (2, anzi A & un’isometria di
H in ¢%; inoltre, A & evidentemente lineare; per quanto ora visto a proposito
del problema di FISCHER-RIESZ, & anche suriettiva; quindi € un isomorfismo
isometrico tra gli spazi di HILBERT H ed ¢2. u

Sia ora assegnata una successione {(H,; (.,.),)} di spazi di HILBERT, tutti
complessi (o tutti reali):

‘Deﬁnizione ’ 1.8.7 Poniamo

—+o00
H:={{z,} |z, € H, Vn€N; Y ||zl < 400} .

n=1

Se (z,y) == >, (Tn,Yn)n, lo spazio (H;(.,.)) si dice somma diret-
ta (esterna) degli spazi H,, e si scrive H =€, H,,. »

Si dimostra che H & uno spazio vettoriale, che (.,.) & un prodotto scalare in
H, e che (H;(.,.)) & uno spazio di HILBERT; le dimostrazioni non differiscono
da quelle viste a suo tempo per £? (che & un caso particolare della definizione
ora data, con H, = C (o R) Vn € N).

Data ora una successione {S,} di sottospazi chiusi dello spazio di HILBERT
H, a due a due ortogonali ((x,, ) =0 V(n #m, x, € Sp, Tm € Sp)), €
tali che span{S, } = H, si pone la seguente

‘Deﬁnizione‘ 1.8.8 H si dice somma diretta (interna) dei sottospazi
Sn, € siscrive H=@D, S,. =

1.9 Operatori lineari.

Cercheremo ora di stabilire cosa sia possibile estendere, della teoria svolta nel
81.6, al caso di applicazioni lineari definite tra due spazi di HILBERT. Premet-
tiamo alcune considerazioni di natura piu generale.

Siano F, F' due spazi normati, entrambi complessi (o entrambi reali).

| Definizione| 1.9.1 i) Un operatore lineare da D(T) C E in F ¢

un’applicazione T della varieta lineare D(T) C E (detta dominio
di T) in F tale che

T(ax+ py) =aTx+ Ty Ve,y € D(T), Yo, in C (0 in R).
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i1) Nucleo N(T) (o ker T'), immagine (o range) R(T) e grafi-
co G(T) di' T sono le varieta lineari

N(T) = {z € D(T) | Tz = 0} C E;
R(T):={Tx|z€ D(T)} C F;
G(T):={{x;Tx} |z € D(T)} C E x F.

i1i) L’operatore si dice limitato in D(T) se
dc>0: Ve e D(T), |Tx||lr <c|z|g. n
Dati due operatori lineari
T : D(Tl) — F, Ty: D(Tg) — F (COD D(Tl),D(TQ) C E)7

si pone la seguente

‘Deﬁnizione‘ 1.9.2 i) I due operatori lineari si dicono uguali se hanno
lo stesso dominio (D(Ty) = D(Ty) := D), eVx € D si ha Thx = Tox;
se, pit in generale, D(Ty) C D(Ty), e Tox = Tyx Vo € D(Th), si
dice che Ty ¢ un prolungamento di 77.

it) L’operatore T := oTy + BTy ¢é definito da:
D(T):=D(T)ND(Ty); Tx:=dolx+ T Yee D(T). n

E evidente che anche T = oT; + 875 ¢ un operatore lineare, che ¢ anche
continuo se lo sono T} e Ts.

Molti dei risultati visti nel § 1.6 possono essere estesi, con modifiche solo
formali, al caso degli operatori lineari; ad esempio,

‘Proposizione’ 1.9.1 Sia T un operatore lineare da D(T) C E in F'; le
sequenti proprieta si equivalgono:
i) T ¢ continuo in D(T');
i1) T e continuo nell’origine;
iti) T e limitato in D(T).

Dim.: si veda la dimostrazione della Proposizione 1.6.1. =

Generalizzando la definizione data nel caso dei funzionali lineari e continui,
se T' & un operatore lineare e continuo da D(T') in F', il modulo u(7; D(T)) di
T in D(T) ¢ definito da

T
w(T; D(T)) = sup |7l
zeD(T)\{0} |l e

E immediato verificare che
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Proposizione‘ 1.9.2 SeT é un operatore lineare e continuo dalla varie-

ta lineare D(T) dello spazio normato E nello spazio di Banacu F,
¢ possibile prolungare (in modo unico) T ad un operatore T' lineare

e continuo da D(T) in F, tale che u (T, (T)) =u(T; D(T)).

Dim.: se © € D(T), sia {z,} C D(T) tale che z, — z in E; allora {Tz,}
e di CaucHy in F', dunque converge ad un vettore che dipende da z, ma non
da {z,}, e che ¢ quindi lecito indicare con T z; ¢ facile vedere che T verifica le
richieste; 'unicita del prolungamento € evidente. m

Quando E & uno spazio di HILBERT (ma non quando E & un generico spazio
di BANACH), ¢ possibile estendere (parzialmente) il Teorema di HAHN-BANACH
al caso di un operatore lineare e continuo:

‘Proposizione‘ 1.9.3 Siano H uno spazio di HiLBerr, F' uno spazio di
Banach, T : H — F wun operatore lineare e continuo, di dominio
D(T) C H; esiste almeno'™ un operatore lineare e continuo T da
tutto H in F che prolunga T ed ¢ tale che p(T; H) = u(T; D(T)).

Dim.: per la Proposizione 1.9.2, possiamo supporre che V := D(T) sia un

sottospazio chiuso. Basta allora definire T 2 := T(Pyx) per avere un prolunga-
mento con le proprieta richieste (la verifica & immediata). m

Si controlla facilmente che, nello spazio vettoriale degli operatori T lineari e
continui da tutto lo spazio normato E nello spazio normato F', il modulo u(7T'; E)
ha le proprieta di una norma; si pone allora la

‘Deﬁnizione’ 1.9.3 Lo spazio vettoriale degli operatori lineari e con-
tinui T da E in F, munito della norma data da p(T;E), si in-
dica con L(E,F), e si scrive |T|| == |T|zer) = u(T5E); si
pone poi L(E) := L(E,E). Se T, tende a T in L(E,F), cioé se
T, = T||ze,r) — 0, si dice che T, tende uniformemente o T (e
a volte si scrive T,, = T). m

Vale la seguente proprieta:

‘Proposizione‘ 1.9.4 Se F ¢ uno spazio di BanacH, anche lo spazio

normato L(E, F) é completo. '®

Dim.: si veda la dimostrazione del Teorema 1.6.3. =

Per le successioni {T},} C L(E, F) si possono introdurre due altri tipi di
convergenza:

17 in generale, tale prolungamento non & unico: se F = H, V # {0} & una varieta non

densa in H, e si pone Tz := x VYo € V, sia I'identitd su H sia l'operatore di proiezione su V'
sono prolungamenti di T a tutto H, con pu(I; H) = u(Py; H) = p(T; V) = 1.
18 i noti che non si richiede la completezza di E.
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| Definizione | 1.9.4 Si dice che la successione {T,} C L(E, F) tende
fortemente o T (1, — T) se s-lim, T,,x = Tx € F per ogni
r el
debolmente a T (T,, — T) se w-lim,, T,z = Tz € F per ogni
zel. m

E evidente che la convergenza uniforme implica la convergenza forte, e
quest’ultima implica la convergenza debole. Si osservi inoltre che, in ogni caso,
Poperatore limite T ¢ ovviamente lineare.

Quando F' ¢ uno spazio di HILBERT con dimensione infinita, esistono sem-
pre successioni di operatori in L(E,F) che convergono debolmente ma non
fortemente. Un esempio: dati uno spazio di BANACH qualsiasi E # {0}, un
funzionale lineare e continuo non identicamente nullo f su F ed un sistema
ortonormale {e}, }nen in F, si ponga T, x := f(z)e,: si ha allora che T,, — 0,
ma T, /4 0. Se poi E, F sono entrambi spazi di HILBERT con dimensione infini-
ta, fissati due sistemi ortonormali {e,,}, {e/,} in E, F rispettivamente, e posto
Tox =Y 1_, (x,ex) e}, si ha che la successione {T,} & in L(E, F), converge
fortemente (dato che, Vo € E, |Thirz — Toal|3 = Spir . |(z e)gl?, e la
serie > |(z,e,)p|? & convergente, grazie alla disuguaglianza di BESSEL), ma
non uniformemente: si ha infatti || (Thyr — Th) €ntillr =1 V(n,r € N).

Enunciamo ora, nell’ambito hilbertiano, alcuni teoremi fondamentali del-
I’analisi funzionale che dimostreremo nel Capitolo 2 nel contesto piu generale
degli spazi di BANACH.

Iniziamo dal Teorema di BANACH-STEINHAUS, o Teorema di limitatezza
uniforme:

1.9.1 (Banach-Steinhaus) Siano Hy, Hy spazi di HiLBERT,
e {Th}rean una famiglia® di operatori in L(Hy, Hy). Se {T)\} ¢
puntualmente limitata, cioe

Ve e Hy, Je(x) >0: Ve A, |[|Thz|u, < c(z),
allora ¢ uniformemente limitata:
Je>0: VAEA, Tz my) <com

Ne discendono le seguenti notevoli conseguenze:

1.9.1 Il sottoinsieme Y dello spazio di HiLBERT H € limitato

se e solo se, per ogni v € H, l'insieme {(x,y) | y € Y} & limitato
in C. In particolare, ogni successione debolmente convergente in H
e limitata.

Dim.: & evidente che se Y & limitato in H, anche {(z,y) | y € Y} & limitato
in C, Vx € H. L’implicazione reciproca € conseguenza immediata del Teorema
di BANACH-STEINHAUS, scegliendo Hy := H, H, =C, A =Y, T,z := (z,y)
per ogni y € Y. Per ipotesi, {T} },ey € puntualmente limitata: Vo € H, Jc(x) :
|Ty x| < c(x), Yy € Y. Per il Teorema precedente, 3c: Vy € Y, || Ty z(xm,c) < c
Poiché || Ty z(m,c)y = ||yl z, ne viene che Y & limitato in H.

19 non necessariamente numerabile
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In particolare, se {y,} € una successione debolmente convergente, allora per
ogni € H la successione {(x,y,)} & convergente, quindi limitata in C, e ne
viene che allora {y,} ¢ limitata in H. =

1.9.2 Siano Hy, Hy due spazi di HiLserr, {T,,} una succes-

sione in L(Hy, Hy). Se T,, converge debolmente a T, allora:
sup,, ||T,.|| < +oo; T € L(Hy, Hy); ||T| < liminf, ||T,]].

Dim.: Vz € Hy, la successione {T,,x} & limitata in Ha, per il Corollario prece-
dente; per il Teorema 1.9.1, 3¢ > 0 tale che, V(n € N, © € Hy), sia | 1), x| g, <
cllz||g,. Poiché |Tz| g, < liminf, |1, z||m, < [|zlg, iminf, |Thl 2w, )

ne viene che I'operatore lineare T ¢ limitato, quindi continuo, e ||TH£(H1,H2) =
hmlnfn HTn||C(H1,H2)' u

Un altro risultato fondamentale (si veda il Teorema 2.3.2) ¢ il Teorema
dell’applicazione aperta:

1.9.2 Siano (Hy; (., .)1), (Hs; (., .)2) due spazi di HILBERT;

loperatore T € L(Hy, Hy) é suriettivo se e solo se
(1.34) do>0: Xy, (0,0) CT(Xy,(0,1)). m

1.9.1 Se T' € L(Hy,Hs) ¢ un’applicazione (non necessariamente

suriettiva) che verifica la (1.34), allora T' & un’applicazione aperta (ciog, per
ogni aperto A C Hy I'immagine T'(A) & aperta in Hb), il che giustifica il nome
attribuito al Teorema 1.9.2. Infatti, sia yo € T'(A); allora esiste xy € A tale
che yo = Txo, e, dato che A & aperto, esiste go > 0 tale che Xy, (zo, 00) =
To + 00 Xm, (Oa 1) C A Quindi T (EHI (ZOa 90)) =yo+ooT (EHI (Oa 1)) - T(A)a
se vale la (1.34), si conclude che X, (Yo, 00 0) = Yo+ 0021, (0,0) C T(A), quindi
che T'(A) & aperto. u

In termini pit espliciti, la (1.34) si scrive
(1.35) Jo>0: YyeXy,(0,0), Jx €3y, (0,1): y=Tx.

(Nella (1.35), & equivalente prendere le chiusure di X, (0, 0) e di 3, (0,1)). Si
vede poi facilmente che un altro modo (equivalente) di scrivere la (1.35) & il
seguente:

(1.36) Je>0: YyeHyy e Hy: y=Tx e |z <c|Tz|2.

(Per y = 0, il risultato & ovvio (basta prendere x = 0). Se vale la (1.35) e
y € Hy \ {0}, definiamo y' := o' y/||yl|2; esiste allora 2’ € H;y con ||2/|; <1
ey = Tx'. Posto z = |yla'/¢ sihay = Tz e |zl = (lyll2 |='ll/¢) <
(lyll2/¢") = (|Tx||2/@"), cioe la (1.36) (con ¢ = 1/¢"). Infine, se vale la (1.36),
per ogni y € Hy con ||ylla < o := ¢ esiste z € Hy cony = Tz e ||z <
c|Tz||2 = cllyll2 = 1, cioe la (1.35)).

Ne discendono le seguenti notevoli conseguenze:
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1.9.3 Siano (Hy; (., )1), (H2 : (., .)2) spazi di HILBERT, e

stal € E(Hl,Hg);
i) se T ¢ biiettiva da Hy su tutto Hy, allora T~ € L(Hy, Hy);

i1) T' ¢ iniettivo e con immagine chiusa se e solo se

(1.37) da>0: Voxe Hy, |[Tx|z>alz|.

Dim.: i): ¢ intanto evidente che T~! & (ben definito e) lineare. Inoltre, dato
che in questo caso I'unica z tale che y = Tz ¢ data da @ = T~ 'y, dalla (1.36) si
ha che esiste ¢ > 0 tale che |T~'y||; < ¢|ly|2, da cui la continuita di 71,

ii): se R(T) & chiuso, Hy := (R(T), (., .)2) & uno spazio di HILBERT; posto
Zi:c = Tx Vz € Hy, si ha che T & una biiezione lineare e continua di H; su
Hoy; per la i), T~! & continuo, quindi limitato. Ne viene che per ogni x € Hy,
risulta |2y = [|[T-(Tx)|y < [T Y |Tx]l2 = | T || T2, cioe la (1.37) con
a=|IT1~"

Reciprocamente, se ¢ verificata la (1.37) ¢ evidente che T ¢ iniettivo. Se
poi {y,} C R(T) & tale che y, — y, esiste {z,} C H; tale che y,, = Tx,; la
successione {T'z,} ¢ di CAUCHY in Hj, quindi, per la (1.37), lo ¢ anche {z,}
in Hy. Percio, dv € H; : =z, — =z, e allora T'xz,, = y,, — Tx; per 'unicita del
limite, si ha dunque y =Tz € R(T). n

Un’altra conseguenza fondamentale del Teorema 1.9.2 ¢ il Teorema del
grafico chiuso:

1.9.3 Siano (Hy; (., .)1), (Hs: (., .)2) spazi di HILBERT, € sia

T un operatore lineare da tutto Hy in Hy; se il grafico G(T) di T ¢
chiuso in Hy x Hy, allora T éin L(Hy, Hy). n

Dim.: rispetto al prodotto scalare definito da

{zi b Azes v mixm, = (21, 22)1 + (41, 42)2,
Hy X Hs ¢ uno spazio di HILBERT, quindi lo € anche il suo sottospazio chiuso
G(T). L’applicazione Tz := {x;Ta} & una biiezione lineare da H; su G(T);
la sua applicazione inversa 7! & una biiezione lineare da G(T) su Hy, ed &
continua dato che, Vo € Hy, |7 Yax; T} = |zl < (=3 + |Tz|3)Y/? =

[{z; Tz} (r). Grazie al Corollario 1.9.3, 7 = (7 ~)~! & continuo, ed ¢ facile
concluderne che lo ¢ anche T"da Hy in Hy. =

Veniamo ora alla definizione di operatore aggiunto. Siano dati due spazi di
HILBERT (Hi;(.,.)1), (H2;(.,.)2) , ed un operatore in T' € L(Hy, H). Fissato
ad arbitrio y € Ha, lapplicazione © +— (Tz,y)2 ¢ un funzionale lineare su
Hy; @ anche continuo, perché |(T, y)a| < |ITallzllyll2 < (IT|llyll2)l2lls. Per it
Teorema di RI1ESZ, esiste y* € H; tale che (Tx,y)2 = (z,y*)1 Va € Hy. Inoltre,
il vettore y* & univocamente individuato da y € Ho, ed e quindi lecita la

‘Deﬁnizione‘ 1.9.5 Dato T € L(Hy, Hy), l’aggiunto T* di T ¢ l'opera-
tore da Hy in Hy che verifica la relazione di reciprocita:

(138) (T[L‘,y)g = (l’,T*y)l Vo € Hl, \V/y € HQ. [ |
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E immediato verificare che

‘Proposizione‘ 1.9.5 Siano Hy, Hy, H3 spazi di HiLBERT; per ogni T in

L(Hy, Hy),
i) T € L(Hy, Hy ); T = (T7)" = T [T | e(ttaay = 1T M| e ) s
i) N(T*) = RITYS N(T*)" = R(T);
iii) V(Ty € L(Hy, Hy), a, 3 € C), (T + BT))* = al™* + BTy;
i) VTy € L(Hy, H3), (TooT)*=T"oT;.

Dim.: i): per la relazione di reciprocita, T*(ay; + PBys2) € definito da
(,T*(ayr + By2))1 = (Tx, ayr + By2)2 = a(Tx, y1)2 + B(Tx,y2)2 =

= a(x, T*y1)1 + Bz, T ya2)1 = (v, aT*y; + BT y2)1,
da cui la linearita di 7*. Sempre dalla (1.38), si ha che

(@, Ty | = |(Tz,y)o| < TNzl llyllz ¥(z € Hy, y € Ha);
in particolare, se x := T*y, si ha [|[T*y||? < [|T||[|T* y|/1 ||ly||2- Di conseguenza,

T* &in L(Hs, Hy), e || T*|| < ||T||. Ancora per la (1.38), scritta per T, T**, si
ha poi che, per ogni x € Hy, y € Ho,

(va**x)Q = (T*yax)l = (xaT*y)l = (Txvy)Q = (y,T'I')Q,

da cul T**x = Tz Va € Hy, cioe T** = T. Ne viene altresi che | T|| = ||T**|| <
T, che, grazie alla disuguaglianza ||[T7*| < ||T|| gia verificata, mostra che
17 = IT1l-

i1): y € N(T*) se e solo se, per ogni © € Hy, si ha 0 = (z,T*y)1 = (Tz,y)2,
cioe se e solo se y € R(T)*; per il Corollario 1.5.2, i), ne segue che N (7*)*
(R(T)*)* = R(T).

ii1): per ogni x € Hy, y € Hs si ha per definizione

(, (T + BT1)"y)1 = (T + BT1)x,y)2 = (T, y)2 + (T2, y)2 =
oz, Ty + Bz, T'y)r = (z, @1 + BT1)y),

da cui la tesi.

iv): per ogni « € Hy, z € Hs si ha
(,(To0T)*2)1 = (Ta(Tx),2)s = (Tx, T52)2 = (x,(T*(T52))1,
quindi (Ty 0o T)* = T* o T} m

Indichiamo una notevole proprieta di invarianza rispetto alle basi, che verra
utilizzata pit avanti (si veda la Definizione 1.12.3):

‘Proposizione‘ 1.9.6 Siano: (Hy; (., )1), (Hy @ (., .)2) due spazi di
HiLBerT (separabili), T un operatore in L(Hy, Hy), {e,}, {€,} due
basi hilbertiane in Hy, Hy rispettivamente; si ha allora

+o0o +o0o
(1.39) D Tenls =) IT €I < +oo;
n=1 n=1

in particolare, le quantita Y, ||Te,l|3 e >, ||T*€,||3 sono indipen-
denti dalle basi scelte.
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Dim.: per l'identita di BESSEL, si ha che
—+oo
VneN,  |Tenll3 =Y [(Ten,e),)af.
m=1

. . . / 2 N .
Di conseguenza, la serie doppia Zm,n [(Ten,el,)2]? & convergente o divergente

a seconda che lo sia la serie > ||T'e,||3; ancora per lidentita di BESSEL e dalla
definizione di aggiunto, si ha in ogni caso che

+oo +oo [/ 4o
o= S Tt = 3 (z |<Teme;ﬂ>2|2) -

n=1 n=1 \m=1
—+oo —+o0 “+o0
-3 (S tewrant) - 3 i
m=1 \n=1 m=1

Dimostriamo ora il Teorema di BANACH sulle immagini chiuse:

1.9.4 Siano (Hy; (., .)1), (H2: (., .)2) due spazi di HILBERT,

e sia T € L(Hy, Hy); le proprieta sequenti si equivalgono:

i) R(T) é chiuso; it) R(T*) é chiuso;

iii) R(T) = N(T*)*; iv) R(T*) = N(T)*.
Dim.: per la Proposizione 1.9.5, si ha che: ¢) & equivalente a #ii); poiché
T* = T e R(T*) = N(T*)* = N(T)*, ii) & equivalente a iv). Resta da
mostrare l'equivalenza tra i) e ¢i). In realta, basta anzi verificare che (R(T)
chiuso) = (R(T*) chiuso); ne viene infatti che allora (R(T™) chiuso) =
(R(T**) chiuso), da cui discende I'implicazione inversa (R(T™*) chiuso) =
(R(T) chiuso).

Se R(T) ¢ chiuso, Hy := (R(T);(.,.)2) & uno spazio di HILBERT; per il
Teorema di decomposizione e la Proposizione 1.9.5, Hy = R(T) & N(T%).
L’operatore T: H, — ﬁg definito da T := Pr(ry o T & allora lineare, continuo
e suriettivo da Hy su Hy. Per la (1.36), esiste ¢ > 0 tale che

(1.40) Yy € Hy, v € Hy : y=Ta =Tz e ||z[l < c||Tx| z, = c||Tz]>.
L’aggiunto T* di T verifica
(141) (2, Tyh = (Tz,y) g, = (Tz,y)2 = (2, Ty Y(z € Hy, y € Hy),

quindi T* y=T*y, Vy € R(T): dunque T* coincide con la restrizione di T*
ad R(T). Poiché perd la restrizione di T* all’ortogonale di R(T') (che ¢ il nucleo

di 7*) ¢ nulla, ne viene che R(T*) = R(T*). Mostriamo che R(T*) & chiuso. Se
nella (1.41), fissato y € Ha, si sceglie € Hy dato dalla (1.40), si ottiene

yll3 = (Tz,9)2 = (&, Ty < ||zl 1T ylh < ellyll2 1Tyl

quindi [[T*y|ly > ¢ !|jylls Vy € Hy. Per il Corollario 1.9.3, ii), R(T*) ¢
chiuso. n
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1.9.2 Il Teorema precedente implica, in particolare, che per ogni

coppia di spazi di HILBERT Hy, Hs e per ogni T € L(H;, Hs) si ha

se T ¢é suriettivo, T* ¢& iniettivo.
Infatti, in questo caso R(T') = Hs ¢ chiuso, quindi, per la ii7) del Teorema sulle
immagini chiuse, N(T*) = R(T)* = H5- = {0}.

Tuttavia, se gli spazi Hq, Ho sono entrambi di dimensione infinita, per un
generico operatore T € L(Hy, Hy) le immagini R(T'), R(T*) possono non essere
chiuse, nel qual caso puo accadere che T sia iniettivo, mentre R(7T') # Hy. Ad
esempio, se Hy = Hy = (2, e T{x,} := {x,/n}, si ha T € L({?), T = T*, ma
R(T) ¢ la varietd lineare definita da V = {{z,,} € 2 | {nz,} € ¢} (si riveda
'Osservazione 1.4.1), densa ma non chiusa in £: in questo caso, T* = T ¢
iniettivo, mentre T non ¢é suriettivo.

Invece, se almeno uno degli spazi Hi, Hs ha dimensione finita, una delle
ipotesi i), i) della Proposizione precedente & sempre verificata, quindi lo sono
anche le restanti; in particolare, la #ii) implica che

T ¢ suriettivo se e solo se T ¢é iniettivo.
Inoltre, quando 7' € £(C4,CY) si ha altresi che
T ¢ iniettivo se e solo se e suriettivo:
in effetti, sia T iniettivo, e, detti e, (n =1,...,d) i versoridi C%, si ponga f, :=
Te,. I vettori f,, sono linearmente indipendenti, dato che se ZZZI an fn=20
si ha 0 = ZZZI a,Te, = T (2221 an en), da cui, per liniettivita di T,

22:1 ap e, =0, quindi o, = 0 per n = 1,...,d; ne viene che dim R(T) = d,
cioe che R(T) = C?. Reciprocamente, se T & suriettivo si ha che T* € £(C%, C?)
e iniettivo, dunque, per quanto ora visto, T & suriettivo; ma allora ne viene che
T =T*" & iniettivo.

Nell’esempio 3 del prossimo Paragrafo introdurremo un operatore lineare e
continuo da ¢? in se, iniettivo ma non suriettivo, il cui aggiunto & suriettivo ma
non iniettivo. m

Combinando i Teoremi dell’applicazione aperta e delle immagini chiuse si
deduce la seguente fondamentale caratterizzazione degli operatori suriettivi, su
cui si basa il metodo delle maggiorazioni a priori

1.9.4 Sia T € L(H, Hy);

i) T ¢ suriettivo se e solo se
(1.42) Jda>0: Yy € Hy, [Tyl > allyl2;

it) T ¢ iniettivo e suriettivo se e solo se wvalgono entrambe le
maggiorazioni (1.37) e (1.42).

Dim.: ¢): se T ¢ suriettivo, sappiamo intanto che 7 & iniettivo. Inoltre,
per il Teorema 1.9.4, R(T™*) ¢ chiuso (perché lo ¢ R(T)); grazie al Corollario
1.9.3, ii), (applicato a T*), vale allora la (1.42).

Se poi & verificata la (1.42), & ovvio che 7™ & iniettivo, e, sempre per il
Corollario 1.9.3, ii) applicato a T*, R(T*) & chiuso; per il Teorema 1.9.4, si
ha R(T) = N(T*)* = H,.

i1): evidente. m
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1.9.3 Nella Definizione 1.9.5, che ¢ quella abitualmente adottata

nel caso hilbertiano, si e fatto ricorso al Teorema di RIESZ. E tuttavia possibile
una definizione alternativa, che prescinde dall’isomorfismo di RIESZ, ed & quindi
applicabile a casi piu generali; questa formulazione consiste nel presentare I'ag-
giunto di T € L(Hy, H2) come un operatore lineare e continuo da Hj in HY,
per il quale useremo il simbolo 7. Fissato h} € HJ, si consideri 'applicazione
definita su H; nel modo seguente:

(1.43) hy — h3(Thy).
Si tratta evidentemente di un funzionale antilineare su Hj, continuo, dato che

|h3(Tha)| < ([R5 g

Thlln, < (IP3]la;

T\l (ay, 1)) Whallms

quindi, & un elemento di H;, che indichiamo con TTh%. Per definizione, si ha
dunque
(1.44) (TTh3)(hy) := h5(Thy),  V(hy € Hy, b} € H3),

e ne viene che T1 € L(Hj, H}); d’altronde, indicati con Ji, Jo gli isomorfismi
di RiEsz di Hy su H; e di H5 su Ha, si ha, per ogni hy € Hy, hy € H3,

((J1oTHh3, hi)m, = (TTh})(h1) = h3(Thi) = (J2hs, Thi) g, =
= (T o J2)h3, h1)m,,

da cui la relazione tra T* e T':

JyoTH =T*0 Jy. u

1.10 Operatori in H.

In questo Paragrafo, esamineremo alcune proprieta degli operatori lineari e con-
tinui 7" da uno spazio di HILBERT H in se, che chiameremo brevemente ope-
ratori in H. Si osservi che, dai risultati visti in precedenza, risulta che L£(H)
& un’algebra (non commutativa) con unita ('operatore identita I su H); use-
remo allora la notazione 11T per indicare T7 o Tp; T™ ¢ 'operatore definito
per ricorrenza da T° := I, T"*! := TT™ V¥n € N. Dato un polinomio p(z)
nella variabile complessa z, & quindi definito il corrispondente polinomio p(7T')
dell’operatore T' € L(H).

(L(H); |||l z¢ery) € un’algebra di BANACH (cioe, la norma verifica |17 T»|| <
(|71 |T%]], e lo spazio L(H) ¢ completo); anzi, ¢ una C*-algebra: Papplicazione
T — T* & un antiautomorfismo antilineare involutivo di £(H) in se¢, cioe

{ (aTy + B)* = alf + BTy (TiTe)* = T3 Ty
T =T; |TT*| = |T| T

si veda la Proposizione 1.10.3.

QUALCHE ESEMPIO.
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1. Se H = L*(), fissata una funzione ¢ € L>(Q2) Papplicazione T,, defini-
ta da (T, x)(t) = @(t)z(t) (q.0. in Q) e evidentemente un operatore in H
(operatore di moltiplicazione associato a ). Per ogni z,y € L*(Q), si ha

(TLP z,y) = (pz,y) = (z,9y),
quindi ((T,)*y)(t) = ¢(t)y(t) q.o. in Q, cioe 'aggiunto di T}, € I'operatore Tz

di moltiplicazione associato a p.

2. Sempre se H = L*(Q), fissiamo k € L?(Q x Q); mostriamo intanto che &
lecito porre, per ogni x € L?(Q),

(1.45) (Kz)(t) ::/Q k(t,7)x(r)dr

e che in questo modo si definisce una funzione Kx € L?(Q2). Infatti, per il
Teorema di FUBINT si ha che la funzione 7 +— k(t,7) & in L?(2) per quasi ogni
t in Q, quindi, Vo € L?(Q), la funzione 7 — k(t,7) z(7) & sommabile in  per
q.o. tin £, e, per la disuguaglianza di CAUCHY-SCHWARZ, si ha, sempre q.o.
in Q,
1/2

Jo 1kt )] |2(r)|dr < (fo [kt 7)[* dr) ™ ]
Di conseguenza, la funzione Kx definita nella (1.45) verifica

(Kz)()]* < ([, [k(t,7)]2d7) [|z]?, q.0.in Q,
quindi Kz € L?(Q); inoltre, per il Teorema di TONELLI,

Kzl < [|kllz2@xay l]-

L’ operatore integrale di nucleo k(t,7) € L?(Q x Q) definito dalla (1.45) ¢
quindi lineare e continuo da L*(Q) in s&, con ||K ||z < ||k r2(oxq)- Poiché

(Kz,7) /Q</Q k(t,T):E(T)dT> y(t)dt =

:/Q:c(t) (/Q k(r,t)ﬁdT) o,

ne viene che (K*y)(t) = [, k(7,t)y(r) dr; quindi 'aggiunto di K & I'operatore

integrale di nucleo k*(¢,7) = k(7,t).
3. In (2, definiamo T, (operatore di traslazione a sinistra, o operatore di
distruzione) nel modo seguente:
B R o e 2T 7 T i F
0, equivalentemente,
% (S5 ) = I g e,

dove x = {x,} =3, @, e™ & il generico vettore di ¢2; si osservi che

(Ts)pn = 2py1; TeeM =0; FT,eHD) =™ (vn € N).

E chiaro che T, € £(¢2) (e che || T4|| = 1); per determinarne I'aggiunto, si osservi
che, dato y = {y,,} in £2 e posto 1 := T* y, risulta

—+o0
(Tswy) = Y @1 Pn = (2,1) =
n=1
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+oo +oo
(1.46) = Z xnn_n::cln_lJrZ Tpi1 Ty, Vo € 02,
n=1 n=1

Ne viene (per x = e(!)) che n; = 0, quindi la (1.46) diventa >, T,117n =

Y n Tl Tntt, da cul 1 =y Vn € N Di conseguenza, T; ¢ l'operatore T4
di traslazione a destra, o operatore di creazione, dato da

Tafy, vy Uny - = {0,901, oy Yne1y - s
0, equivalentemente,

T, (Zn e (n)) = SRy D),
si noti che
(Tap)1=0;  (Taynt1 =yn; Tae =D (v eN).
E evidente che, detto V; il sottospazio generato da e(!)| si ha
N(%4) = {0}, mentre R(%4) = Vi; R(T,) = H, mentre N(T,) = V. n

Una proprieta interessante, che estende la Proposizione 1.2.2 (si veda
anche la successiva Proposizione 1.11.1):

‘Proposizione‘ 1.10.1 Siano H wuno spazio di HiLBert, 1,17 operatori

arbitrari in L(H).

i) Vale I’identita di polarizzazione
13
(1.47) Ve,ye H, (Tx,y) = 1 Z (T (x4 ™),z + i*y);

it) T=T << (Tz,z) = (Thx,x) Yo € H;

Dim.: per la i), basta svolgere il secondo membro dell’'uguaglianza da di-
mostrare. La i7) ¢ conseguenza immediata della 7).

Una prima osservazione riguardante il Corollario 1.9.3: se T € L(H)
¢ iniettivo e suriettivo, allora ammette in £L(H) l'operatore inverso 7!, che
evidentemente verifica 71T =TT 1 = 1. Reciprocamente, se T' € E( ) ¢ tale
che esista un operatore, a priori solo lineare, T tale che TT = TT = 1, allora
T ¢ invertibile, e T' = T L. Infatti, se 2 € N(T) si ha o = (ITT)z = T(T:C) =

T0 = 0, quindi 7" ¢ iniettivo; inoltre, per ogni y € H, posto x :7 Ty si ha
Tx = T(Ty) (TT)y =y, cioe T & suriettivo. Dunque esiste T-1 € L(H), e
T=T(TTY)=(TT)I*=T""1

Si ha anzi, piu in generale:

Proposizione‘ 1.10.2 L'operatore T € L(H) é invertibile se e solo se

esistono un inverso destro 717, ed un inverso sinistro 7, di T, cioé
due operatori lineari da H in sé tali rispettivamente che TT), =1 e
T!T = 1I; in tal caso, si ha T)=T! =T "
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Dim.: & ovvio che se T~! esiste, & inverso sia destro sia sinistro; se poi esi-
stono operatori lineari T, T} tali che T.T =TT}, =1I,si ha T, = T(TT)) =
(T!T) T} = T}; per quanto visto sopra, T ¢ invertibile, e T, =T)=T"'. u

Si ha inoltre che

‘Proposizione‘ 1.10.3 Perogni T € L(H), si ha [|[T*T|| = ||T||*>. Se T
¢ invertibile, lo ¢ anche T*, e risulta (T*)™' = (T~1)*.
Dim.: poiché, dalla Proposizione 1.9.5, si ha ||T*|| = ||T||, ne viene che
IT*T) < |7 ||l = |IT)% daltra parte, |Tz|? = (T, Tx) = (z,T" Tx) <
17> T) 2], da cui | T2 < |T° ).
Le relazioni T='T = TT~! = I danno T* (T~1)* = (T~')* T* = I, percio,
T* & invertibile, e (T*)~t = (T1)*. u

-

‘Proposizione‘ 1.10.4 Se T' ¢ un operatore invertibile, ed {e,} é una

base (topologica) in H, anche {e!, =T e,} € una base in H.

Dim.: mostriamo che {e/,} & un sistema fondamentale: se > ;_, ax e} = 0, si
ha T'(3, axer) = 0, quindi, per Uiniettivita di 7', >, ax e = 0, da cui, dato
che {e,} € una base, ax, =0 per k=1,...,n.

Mostriamo ora che span{e!,} ¢ denso in H. Fissati ad arbitrio z € H ed € > 0,
poniamo y := T~ !z; esiste una combinazione lineare finita 3. = Z,ivzl Qg e
degli {e,} tale che ||y — y:|| < ¢/||T|l; ma allora risulta ||z — Zgzl ai eyl =

N
1Ty = s anen)l| = 1T(y —ye)l| <e.m

Vediamo brevemente qualche risultato relativo agli inversi destri o sinistri,
definiti nella Proposizione 1.10.2.

‘Proposizione‘ 1.10.5 In L(H), esiste un inverso destro T} di T se e
solo seT ¢ suriettivo; gli altri inversi destri di T in L(H) sono allora

tutti e soli gli operatori della forma T = T} + Ty, con Ty € L(H)
tale che R(Ty) C N(T).

Dim.: se T ¢ un inverso destro di T', fissato ad arbitrio y € H e posto x := Ty,
sihay=T(T,y) =Tz, quindi y € R(T), dunque R(T) = H.

Sia ora T' € L(H) suriettivo: Yy € H, 3v € H: y = Tx. Se x’ ¢ tale che
Tz' =y, si ha 2’ —x € N(T), quindi la proiezione Py pyr z di @ su N(T)* &
individuata univocamente da y, ed ¢ lecito definire

Tyy := Pyn(ry+ , dove z ¢ tale che Tz =y,

cosicché TTyy = TPyryr v = Tax = y (mentre T;T = PygyL). E evidente
che T, ¢ lineare; mostriamo che G(T}) e chiuso. Verifichiamo che se y, — y e
T)yn — x, allora x = T)y. In effetti, da Ty, — « segue che y, = T'T)y,
tende a T'x, da cui, per 'unicita del limite, y = T'x; per definizione, e dato che
x € N(T)%, si ha allora T,y = . Per il Teorema del grafico chiuso, ne viene
che T, € L(H).

E chiaro che se R(Ty) C N(T), si ha T(T)+To)y =y Yy € H, quindi T+ T
e un inverso destro; se poi T ¢ tale che Tfy =y Yy € H, posto T := T— T,
si deve avere T'(Toy) =0 Vy € H, quindi R(Ty) C N(T). »
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‘Proposizione‘ 1.10.6 In L(H), esiste un inverso sinistro T, di T se e
solo se R(T') é chiuso e T' é iniettivo; gli altri inversi sinistri di T in
L(H) sono allora tutti e soli gli operatori della forma T = T, + Ty,
con Ty € L(H) tale che R(T) C N(Ty).

Dim.: per la Proposizione 1.9.5, ii), T & un inverso sinistro di T se e solo
se (T?)* & un inverso destro di T*. Per la Proposizione precedente, un inverso
sinistro di T esiste allora se e solo se T ¢ suriettivo; per il Teorema 1.9.4, cio
equivale a R(T") chiuso e N(T') = {0}.

E chiaro che se T' = T/ +Tp, con N (Ty) D R(T), si ha T(Tx) = x+Ty(Tz) =

x, quindi 77 4+ Tp ¢ un inverso sinistro. Se poi T’ ¢ un inverso sinistro di 7', posto
Ty :=T — T} si deve avere Ty(Tx) =0 Vo € H, quindi N(Tp) D R(T). u

Fissato un sottospazio chiuso V di H, la restrizione di T € L(H) a V non ¢,
almeno in generale, un operatore in V' (non ¢ detto che se v € V allora T'v sia
in V); si pone allora la seguente

‘Deﬁnizione‘ 1.10.1 Si dice che il sottospazio chiuso V di H
¢ invariante per l'operatore T se T(V) C V;
riduce T se T(V) CV eT(VY) CVE. »

‘Proposizione ‘ 1.10.7 V ¢ invariante per T se e solo se V* ¢ invariante
per T*; quindi, V riduce T se e solo se riduce T™.

Dim.: se V & invariante per T, si ha, Yo € V e Yw € V+, 0 = (Tv,w) =
(v, T* w), quindi T* w € V*, cioe V+ & invariante per 7. Se poi V* & invariante
per T*, allora (V1)+ =V & invariante per T7** = T. u

Per illustrare le nozioni fin qui introdotte, riprendiamo l’esempio 3 dato
all’inizio di questo Paragrafo. Si ha, dalle definizioni,

To(Taz) = F(3, wne™)) =3 2, Tyet) =3 2, () = o
Ta(Tsz) = Fa(X, Tar1e™) =3 2p1 Tae™ =3 2ppq e(MH) = Py oz,

dove V; & il sottospazio generato da V). Quindi, T4 = T & un inverso destro di
T5. Ne viene che, fissato y € ¢2, Poperatore T}, definito da T, z := Tgz + (z,y) €1
¢ pure un inverso destro di ¥,. Inversamente, se T' ¢ un inverso destro di ¥,
si deve avere, per ogni x € H, T,(T — Ty)x = 0, cioe Tx = Tgx + f(x)eD);
ne viene che (Tx,e) = (Tgz,eM) + f(z) = f(z) (perché TyxLe™M), quindi
Ter=%2+ (z,y) e con y fissato ad arbitrio in £2. Invece, T, non ammette
inversi sinistri.

Equivalentemente, T, = T} ¢ un inverso sinistro di T4, e gli inversi sinistri
di T4 sono tutti e soli gli operatori T della forma Tx = T; 2 + (x, eM)y, con y
scelto ad arbitrio in £2; T4 non ha invece inversi destri.

Determiniamo ora una famiglia di sottospazi chiusi invarianti per ¥4 o per
T4. Per ogni fissato k € N, sia Vj := span{e™),... e®}; se z € Vj, si ha
T = 2221 z, e quindi T,z = Zi; Tpy1e™ € Vi1 C Vi in particolare,

Vk e N, Vi é invariante per T.
Per la Proposizione 1.10.7, ne viene che
Vk € N, Vkl ¢ invariante per Tg;
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sinotiche Vi ={z € H |z =3, zpppetP}.

Mostriamo che invece non esiste alcun sottospazio non banale (cio¢ diverso
da {0} e da ¢?) che riduca T, (lo stesso vale quindi per T,); per questo, facciamo
vedere che se V # {0} riduce T4, allora V = ¢2. Infatti, fissiamo x € V' \ {0}, e
sia k il minimo intero positivo tale che z, # 0, cosicchéx = > Tpip—1 e(ntk=1)
¢in V2, \ Vit Si ha allora

Te{ar, 2, .} = {@hg1, Thp2, ..} = Z Tntk €n,
n

cosicché y == TH(Tha) = 3 2pip e™H) = 2 — zpe®). Dall’ipotesi che V
riduca €4, quindi Ts = T, risulta che xy, e®) =z —y eV, quindi e € V; ma
allora si ha che

T (T te®) =30 te =M eV, VneN,

e cié implica evidentemente V = H.

Poniamo ora la seguente

| Definizione| 1.10.2 T € L(H) si dice hermitiano se T* = T'. u

E chiaro che, se T' ¢ hermitiano, allora il sottospazio chiuso V' & invariante
per T se e solo se riduce T'.

‘Deﬁnizione’ 1.10.3 Se T}, Ty, € L(H) sono tali che T\Ty = TyTy, si

dice che T1, Ty, commutano, e st scrive T <> Th. =

‘Proposizione‘ 1.10.8 i) Ogni combinazione lineare a coefficienti reali

di operatori hermitiani ¢ un operatore hermitiano;

i1) il prodotto T Ty di due operatori hermitiani é hermitiano se
e solo se Ty <« Ty;

iti) T € L(H) é hermitiano se e solo se (Tx,x) € R Vo € H.

Dim.: i), ii) sono conseguenze immediate della definizione. Per la iii), basta
osservare che (T'z,x) ¢ reale se e solo se (T*x,z) = (z,T*z) = (Txz,2) = (Tz,x)
per ogni x € H, quindi, per la ii) della Proposizione 1.10.1, se e solo se
T"=T.n

Poiché se T = T* allora T™ = (T™)* Vn € N, ne viene che, per ogni
polinomio p(x) a coefficienti reali, se T' & hermitiano lo & anche p(T).

E utile osservare che:

Proposizione‘ 1.10.9 Ogni operatore T € L(H) si puo scrivere, in

modo unico, nella formalT = Ti+11T5, con Ty, Ty hermitiani. Inoltre,
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Dim.: ¢ evidente che T'= (T +T*) +i [£(iT* — iT)], con gli operatori 3(T +
T*) e %(zT* —4T') hermitiani. L’unicita & pure immediata, dato che T' = T} +iT%
con T, Ty hermitiani implica T* = Ty —iT5, quindi 21y = TH+T* e 2iTy = T—T7.
Un semplice calcolo mostra poi che risulta T7T* — T*T = 2i(T2Th — T1T3), e cid
conclude la dimostrazione. m

Nell’insieme degli operatori hermitiani in H si puo introdurre una relazione
d’ordine parziale:

‘Deﬁnizione‘ 1.10.4 Dati due operatori hermaitiani T, T5, si pone

T1§T2<d—if>(T2x—T1x,x)20 Veec H.m

In effetti, le proprieta riflessiva e transitiva sono di verifica banale; la proprie-
ta antisimmetrica & conseguenza della Proposizione 1.10.1, i7). In particolare,
loperatore hermitiano 7' si dice non negativo, o semidefinito positivo, se
(Tz,z) >0 Vo€ H.

| Definizione| 1.10.5 7' € £(H) si dice normale se T < T*. u

Come si ¢ visto, per ogni T' € L(H) si ha ||T*|| = ||T||; gli operatori normali
sono caratterizzati da una relazione piu precisa:

‘Proposizione‘ 1.10.10 (T ¢é normale)<=(||T*z|| = ||Tz|| Vx € H).
Dim.: basta osservare che ||[T*z||? = (T*z,T*z) = (TT*z,x), e |Tz|*> =
(Tz,Tz) = (T*Tz,x); quindi, |[T*z|| = |Tz|| < (TT*z,z) = (T*Tz,x), e
per la Proposizione 1.10.1, i), cio & vero Vo € H se e solo se TT* =T*T. u

Un’importante categoria di operatori normali & data dagli operatori unitari:

| Definizione| 1.10.6 U € £(H) si dice unitario se UU* = U*U = 1. »

‘Proposizione‘ 1.10.11 Le seguenti proposizioni sono equivalenti:

i) U é unitario;

ii) U ¢ invertibile, e U™' = U*;

i) ||Uz| = ||z|| Vx € H, ed inoltre R(U) = H;

iv) U & un isomorfismo isometrico di H su tutto H.
Dim.: ¢ ovvio che i) = #i); per mostrare che ii) = 14ii), basta osservare che
|Uz||? = (Ux,Uz) = (U*Ux,z) = (U Uz,z) = ||z||?, e che, inoltre, z =
U(Utz) € R(U) per ogni z € H.

iii) = v): per ipotesi, U & un’isometria lineare suriettiva; ne viene (Propo-
sizione 1.2.2) che (Ux,Uy) = (z,y) Vz,y € H.

Infine, mostriamo che iv) = i): si ha (x,y) = (Uz,Uy) = (U*Ux,y), quindi
U*U = I; inoltre, esiste U1, e risulta U~! = (U*U)U~ = U*(UU~1) = U*,
che a sua volta implica UU* =UU ' = 1. =

Si osservi che nella iii) della Proposizione precedente, la condizione che si
abbia R(U) = H & essenziale: un operatore isometrico non & necessariamente
unitario, come ¢ mostrato ad esempio dall’operatore T4 di traslazione a destra.

Un’altra classe importante di operatori in H & quella dei proiettori:
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‘Deﬁnizione’ 1.10.7 Un operatore lineare P : H — H e un proiettore,
o operatore di proiezione (ortogonale), se P> =P = P*. u

‘Proposizione‘ 1.10.12 Ogni proiettore P ¢ in L(H). Inoltre, se P non
¢ loperatore nullo, allora ||P|| = 1.
Dim.: per definizione, Vo € H si ha |Pz|? = (Pz,Px) = (z,P*Pz) =
(x, P?z) = (z,Pz) < ||| ||Pz||, da cui la continuita di P e la disuguaglian-
za ||P|| < 1. Se P non & l'operatore nullo, 3z € H :  Px # 0; per tale x si ha
| P(Px)| = ||P?z| = || Px||, quindi ||P|| > 1, e, in conclusione, ||P| = 1. =

E chiaro che se V & un sottospazio chiuso di H, la proiezione x — Pyx di x
su V verifica P2 = Py; inoltre, (Pyx,y) = (Pvx, Pyy+ Pyy) = (Pyax, Pry) =
(Pvx + Pyrx,Pyy) = (z,Pyy), quindi Py = P{, e Py & un proiettore.
Reciprocamente, vale la seguente

‘Proposizione‘ 1.10.13 Sia P un proiettore, e si ponga V = R(P);
allora V' e un sottospazio chiuso, e P coincide con [’operatore Py di
proiezione su V. Inoltre, [ — P ¢ anch’esso un proiettore, e coincide
con 'operatore Py1 di proiezione su V+: = R(P)*.

Dim.: osserviamo intanto che V coincide con {x € H | Px = z}. Infatti,
se ¥ € R(P) esiste y € H tale che x = Py; allora Pz = P’y = Py = ux,
dunque V C {z € H | Px = z}, e l'inclusione opposta & ovvia. Se {z,} C V
e r, — x, si ha Px, — Px; per quanto appena visto, Pz, = x,, quindi,
per l'unicita del limite, Px = x, e V ¢ chiusa. Infine, Vo € H ed y € V si
ha (z — Pz,y) = (v — Pz, Py) = (Px — P?x,y) = 0, quindi (z — Pz)LlV,
dunque # = Px + (z — Px) con Pz € V e (x — Pz) € V*; per il Teorema di
decomposizione, Px = Py x.

La verifica che anche I — P & un proiettore ¢ immediata; inoltre, I — P ¢
I’operatore di proiezione sul sottospazio chiuso

{reH|(I—-Prx=a}={rxecH|Pzx=0}
dunque, R(I — P) = N(P) = R(P*)t = R(P)}. »

Una caratterizzazione algebrica delle nozioni introdotte nella Definizione
1.10.1 ¢ data dalla seguente

‘Proposizione‘ 1.10.14 Siano T un operatore in H, P un proiettore, V.
20

il sottospazio chiuso R(P)

i) (V' é invariante per T') <= (PTP =TP);

it) (V riduce T) <= (P < T).
Dim.: i): supponiamo che sia PT P = TP; fissato ad arbitrio v € V = R(P),
si ha Pv = v, quindi Tv = TPx = PTPx = P(TPx) € R(P) =V, cioe V &
invariante per T'. Reciprocamente, sia V invariante per T'; per ogni z € H, si
ha Px € V, quindi TPz € V, dunque PT Px = T Px, cioe PTP =TP.

ii): se P« T, cioe PT = TP, si ha intanto che PT'P = TP? = TP, ciog, per
i), V & invariante per T'. Inoltre, poiché (I —P)T'(I—P)=T—-TP—-PT+PTP,

20

o, equivalentemente: V un sottospazio chiuso, P 'operatore di proiezione su V.
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ne viene che (I — P)T(I — P) = T(I — P), quindi anche V+ = R(I — P) ¢
invariante per T cio¢, V riduce T. Se poi sia V sia V+ sono invarianti per T,
siha PTP=TPe (I—-P)T(I—-P)=T( — P); ma allora (I — P)T(I — P) =
T —PT =T —TP, e cio implica che TP = PT, cioe che P« T.n

‘Deﬁnizione‘ 1.10.8 Due proiettori P, () si dicono ortogonali quando
PQ = 0; in questo caso, si scrive P1L(). m

L’ortogonalita di proiettori si puo esprimere in altri modi equivalenti:

‘Proposizione’ 1.10.15 Siano P,Q due proiettori; le sequenti proprieta
st equivalgono:
i) R(P)LR(Q); i) PLQ; i) P(R(Q)) = {0}.

Dim.: i) = ii): se R(P)LR(Q), per ogni x € H si ha Qr € (R(P))*, quindi
P(Qz) = 0;

1) = iii): se x € P(R(Q)), esiste y € R(Q), quindi con Qy = y, tale che
@ = Py; dunque = = P(Qy) = (PQ)y = 0;

iii) = i): Y(v € R(P), w € R(Q)) si ha (v,w) = (Pv,w) = (v, Pw) =
(v, P(Qu)) = 0. u

Per la somma di due proiettori, si ha che:

‘Proposizione ‘ 1.10.16 La somma di due proiettori P, () é un proiettore
se e solo se P e @ sono ortogonali; in questo caso, R(P + Q) =

R(P) ® R(Q).
Dim.: ¢ chiaro che la somma P + ) ¢ sempre un operatore hermitiano. Se
P1@Q, si ha inoltre che

(P+Q)P=P*+PQ+QP+Q*=P+Q,
quindi P + @ & un proiettore (precisamente, su R(P) & R(Q)).
Inversamente, se P + @ & un proiettore, si deve avere, per ogni y € H,
Iyl? = [I(P+ QylI* = (P + Q)y,y) = (Py,y) + (Qy,y) = | Py|I* + |Qy]*.
In particolare, se y = Px con z arbitrario in H, si ha
|P]* > [ Pz|* + | Q(Pz)]1?,

dacui QP =0.n

Il risultato precedente si puo parzialmente estendere al caso di una serie di
proiettori:

‘Proposizione’ 1.10.17 Sia {P,} una successione di proiettori tali che,

Ve in H, la serie ), P,z converga fortemente ad un elemento, che
indichiamo con Px. Allora P € L(H); inoltre,

P ¢ un proiettore <= ((m # n) = (P,,LP,))
(cioé se {P,} é una famiglia ortogonale di proiettori); in questo
caso, si ha

R(P)=span | | | R(P,) | = @, R(P,).

neN



1.10. OPERATORIIN H. 59

Dim.: il fatto che P sia un operatore in H segue immediatamente dal Corol-
lario 1.9.2. Se {P,} & una famiglia ortogonale di proiettori, fissati ad arbitrio
€ HemeNsiha P(Pyx) =), P.(Pnz)= Pyx, quindi
Plz =P}, Pnz)=>., P(Pnz)=>, Pnxr= Pz,
da cui P? = P; inoltre, per ogni x,y € H si ha
(Pz,y) =3, (Pox,y) = 32, (x, Pay) = (z, Py), quindi P* = P,
dunque P & un proiettore.
Viceversa, se P & un proiettore, si ha, Yy € H e per ogni n fissato,

IylI? = 1Pyl = (Py.y) = 32, (Pmy,y) = 32, [ Pmyll*.

In particolare, fissati ad arbitrio in x € H e n € N, e posto y := Pz,
[1Paal® 2 | P(Paa)|? = 32, 1 Pn(Pa)l® > (| PR]|* = || Paz]|?,

il che ¢ possibile se e solo se P,P,, = 0 Vn # m (cioé, i proiettori sono
ortogonali), ed inoltre || P,z||? = || P(P,z)||?. Quest’ultima uguaglianza mostra
che P,z = P(P,z) € R(P), quindi che R(P,) C R(P); per l'arbitrarieta di
n, se ne deduce allora che span{R(P,)}neny C R(P). D’altra parte, Vo € H
si ha Pr = P(Px) = )., P(P,x) = ), P,x, da cui I'inclusione opposta
R(T) C span{R(P,)}nen, cioe, in definitiva, 'uguaglianza.

Per quanto riguarda il prodotto di due proiettori, si ha il seguente risultato:

‘Proposizione‘ 1.10.18 Siano Py, P, due proiettori; il prodotto P =

Py Py e un proiettore se e solo se Py «» Py; in questo caso, si ha che

Dim.: per la Proposizione 1.10.8, si ha P* = P <= P} < P5; in tal caso,
si ha anche P2 = P P,P, Py = P12P22 = PP, = P, dunque P ¢ un proiettore;
da P = PP, segue che R(P) C R(Py), e da P = PyP; si ha R(P) C R(P,),
da cui R(P) C R(Py) N R(P,). D’altra parte, se x € R(P;) N R(P.) si ha
x = Pix = Pyx, quindi Px = Py(Pyz) = Pix = x,daculi x € R(P).

Concludiamo illustrando come la relazione di inclusione tra due sottospazi
chiusi si possa esprimere tramite la relazione d’ordine tra i relativi proiettori (si
veda la Definizione 1.10.4):

‘Proposizione‘ 1.10.19 Siano P, Q due proiettori in H; le sequenti af-
fermazioni si equivalgono:

i) P<Q; ii) | Pal| < |Qul| Va € H;
iii) R(P) C R(Q); iv) PQ=QP = P.

Dim.: i) = ii): se P < Q, per definizione | Pz||? = (Pz,z) < (Qz,z) = ||Qz|*

1) = 4i1): se, in particolare, x € R(P), si ha ||z| = ||Pz| < |Qz| < |zl
da cui z = Qx € R(Q);

i) = iv): Yo € H, si ha Pz € R(Q), quindi QPx = Px, cioe QP = P, da
cui PQ = (QP)* = P;

iv) = i): basta osservare che (Px,z) = ||Pz|? = ||PQz|* < [|Qz|* =

(Qu,x). m
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‘Proposizione‘ 1.10.20 Siano Py, P, due proiettori in H. La loro dif-
ferenza P := Py — P, € un proiettore se e solo se Py < Py; in questo
caso, si ha

Dim.: se P ¢ un proiettore, ne viene che 0 < ||Pz||* = (Px,z) = (Piz,z) —
(Pyx,x) Vo € H,da cui P, > P.

Inversamente, se P, < P si ha, per la Proposizione 1.10.19, che P, P, =
P2P1 = PQ, quindi P2 = P12—P1P2—P2P1+P22 = Pl_PQ = 1:)7 e P* =
Py — P¥ = P, dunque, P ¢ un proiettore. Inoltre, P =P, — P, = P, — P,P; =
(I — Py) Py, cosicché R(P) C R(I — Py) = R(P»)*; poiché dalla definizione di
P segue che P, = P, + P, la relazione di ortogonalita ora vista mostra che
R(P) = R(P) ® R(P).n

1.11 Forme sesquilineari.

‘Deﬁnizione‘ 1.11.1 Una forma sesquilineare sullo spazio di HILBERT
H ¢ un’applicazione ¢ da H x H in C tale che:

Vye H, x> p(z,y) e lineare;
Vee H, yw— ¢(x,y) e antilineare.

La coniugata ¢* della forma sesquilineare ¢ ¢ data da** o*(x,y) =

o(y, x); si dice che ¢ ¢ hermitiana (o h-simmetrica) se ¢*

La forma quadratica ¢ associata a ¢, data da ®(z) :=
e la forma sesquilineare stessa, si dicono:

semidefinite positive se, Vo € H, ®(z) é reale e > 0;
definite positive se sono semidefinite positive, e (®(z) = 0) =
(x =0);

coercive se da > 0: ®(z) > al|z|* per ogni x € H. n

E evidente che risulta ®(Az) = p(\z, A\z) = |A|? o(z, z) = |A|? ®(z) per ogni
x € H e X in C; in particolare, ®(—z) = ®(ix) = ®(x). Esempi (immediati) di
forme sesquilineari:

o(x,y) := (z,y); & hermitiana, e la forma quadratica associata & ®(z) =
|||, quindi & coerciva;

or(z,y) := (Tx,y), dove T & un’applicazione lineare da H in H; la forma
quadratica associata ¢ ®p(z) = (Tz,z). Se T € L(H), su ha ¢h(x,y) =
er(y,x) = (,Ty) = (T"x,y), dunque @}, = @r-.

Le Proposizioni 1.2.2 e 1.10.1 si generalizzano nel modo seguente:

21 & chiaro che anche * & sesquilineare
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Proposizione‘ 1.11.1 Se ¢ ¢é una forma sesquilineare, e ® e la forma
quadratica associata, vale I’identita di polarizzazione:
p(z.y) = 1 (D(z +y) — Oz —y) +iD(z +1iy) — i D(z — iy)).

Dim.: basta osservare che nella dimostrazione della Proposizione 1.2.2 la
sola proprieta del prodotto scalare che si ¢ utilizzata ¢ la sesquilinearita. =

1.11.1 Se ¢, ¢ sono forme sesquilineari, e ®, Py sono le

forme quadratiche associate, allora:
i) ¢ & hermitiana se e solo se P(z) € R Vo € H;

i1) p = @1 se e solo se & = y; in particolare,

(pla.y) =0 Yoy € H) <= ((x) =0 Vo € H).

Dim.: i): se ¢ & hermitiana, per ogni « € H si ha ®(x) = p(z,2) = ¢*(z,z) =
o(x,x) = ®(x), cioe &(xz) € R. Se poi ®(x) € R Vo € H, dall’identita di
polarizzazione risulta che

o"(2,y) = oy, ) =
= 1 @ +y) ~ B(~(r ) — (il iy)) +iB(~i(x +iy)) =
= i (P(x+y) — Pz —y) —i®(z —iy) +iP(z +1y)) =

= (,D(I,y).

i1): evidente. m

‘Deﬁnizione’ 1.11.2 La forma sesquilineare ¢ si dice limitata se esiste
¢ >0 tale che Vx,y € H, |p(z,y)| < cllz||||lyll; Uestremo inferio-
re dei numeri ¢ che verificano la disuguaglianza precedente si dice
modulo u(p) dip. n

Si noti che se ¢ & limitata si ha u(p) = sup{|e(x,y)| | |=|]| = ||yl = 1}; si ha
anche |®(x)| < u(e) ||z, Inoltre,

Proposizione‘ 1.11.2 Se ¢ e una forma sesquilineare hermitiana e li-
mitata, si ha

plp) = sup{[@(2)[ | [[z]| =1}

Dim.: posto A := sup{|®(z)| | [|lz[| = 1} = sup{|®(x)|/||z[|* | = # 0}, da quanto
precede si ha che A < p(p). Per provare la disuguaglianza opposta, osserviamo
intanto che, per ogni fissata coppia x,y € H con ||z|| = |ly|| = 1, esiste un
vettore 2’ con |2’ = 1 e p(2/,y) = |p(z,y)|: se p(x,y) = 0, basta scegliere
' = x, mentre se p(x,y) # 0 si puod scegliere 2’ = z|¢(x,y)|/p(x,y). Per le
identita di polarizzazione e del parallelogrammo, si ha allora (ricordando che,
per il Corollario 1.11.1, i), ®(x) & reale Vo € H),

(®(2’ +y) - @2’ —y)) <

|

lp(z,y)| = (', y) = Reo(a',y) =
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A A
< 7l +yl* + 2" = wlP] = 5 (121 + [lwl®) = A,

da cui, per Parbitrarieta di z,y € H con ||z|| = |yl = 1, pu(p) < A m

In particolare, ne discende il

1.11.2 Per ogni operatore hermitiano T € L(H ),

(1.48) 1T} = sup{|(Tz, x)[ [ [l«]| = 1}. =

Vogliamo ora illustrare brevemente due risultati, i Teoremi di LAX-MILGRAM
e di LIONS-STAMPACCHIA, che hanno un ruolo fondamentale nello studio di
equazioni, o, rispettivamente, disequazioni, relative ad operatori a derivate
parziali.

Premettiamo intanto la definizione di terna hilbertiana, limitandoci, per
semplicita, al caso di spazi reali.

Sia H uno spazio di HILBERT, con prodotto scalare (., .) e norma | .|, che
possiamo identificare al suo duale H*, tramite il Teorema di RiEsz. Sia V
una varieta lineare densa in H, e supponiamo che V' sia munita di un prodotto
scalare ((., .)), quindi di una norma || . ||, che la rende uno spazio di HILBERT.??
Supponiamo infine che 'immersione di V in H sia continua:*>

(1.49) 3C>0:YoeV, <.

Come si ¢ visto nell’Osservazione 1.6.2, non si puo identificare V' al suo
duale V*: una tale identificazione sarebbe incompatibile con quella gia effettuata
tra H ed H*. Si puo pero immergere H in V*, con immersione continua e
con immagine densa, con il procedimento che ora illustriamo. Fissato h € H,
consideriamo I'applicazione definita su V nel modo seguente: v +— (h,v). B
evidentemente lineare, ed ¢ inoltre continua su V, dato che

|(h, )| < [hl o] < (C[A]) [Joll;

quindi individua un elemento di V*, che indichiamo (per il momento) con Ih.
In altri termini, si ha, per definizione, V(v € V, h € H):

(Ih)(v) = (h,v);

¢ immediato verificare che, indicando con || . ||+ la norma in V*, Papplicazione I
verifica
17|l = sup (Ih)(v) < sup [h] Jv] < Ch|;
ev veV

ol =1 llvll=1
(Ih=0) = ((h,v) =0 Yo € V)= (h=0)

ed ¢ quindi continua ed iniettiva.

22 in realta, la definizione si pud estendere a situazioni in cui V & uno spazio di natura ben

piu generale.

23 alternativamente, sia (V;(( ., .)) ) uno spazio di HILBERT, e sia I’ un’applicazione lineare,
continua ed iniettiva di V su una varietd lineare densa in H; identificando V' ad R(I’), ci si
riconduce alla situazione descritta piu sopra.
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Mostriamo che I(H) & denso in V*; per il Corollario 1.5.3, basta verificare
che se w* € V* & ortogonale ad I(H) in V*, allora w* = 0. In effetti, detto J.
I'isomorfismo di RiEsz di V* su V, se w* € V* & ortogonale in V* ad Ih per
ogni h € H, si ha che

0= (Jow*, J.(Ih)) = (Ih)(Jow*) = (h, Juw*) Vh e H,

quindi J,w* =0, da cui w* = 0.
Di conseguenza, si pud identificare (tramite Papplicazione iniettiva I) H

ad una varieta lineare densa in V*, ottenendo lo schema (terna hilbertiana
(V.H,V*)):

VcCH=H"CVY immersiont continue con immagini dense;

d’ora in poi, Vh € H (considerato come elemento in V*), scriveremo dunque h
anziché ITh:

VYiveV, he H), h():=(h,v), dacui: YheH, |h|.<C]hl.

Ricordiamo le definizioni di punto unito di un’applicazione, e di applicazione
contrattiva.

‘Deﬁnizione’ 1.11.3 Sia f un’applicazione dello spazio metrico (M;d)
n se.
Un punto unito (o punto fisso) per f é un (eventuale) punto

x € M tale che f(x) = x.
L’applicazione f é una contrazione (in senso stretto) su M se

dk<1: Ve,ye M, d(f(z), f(y) <kd(x,y). =

Una contrazione &, in altri termini, un’applicazione Lipschitziana (in partico-
lare quindi continua), con costante di LIPSCHITZ < 1. Vale il seguente Teorema
delle contrazioni:

1.11.1 Se M # 0 ¢ completo, ogni contrazione f su M

ammette uno ed un solo punto unito.

Dim.: fissiamo un elemento qualsiasi z € M, e definiamo {x,,} C M ponen-
do 1 := z e xpy1 := f(zn) VYn € N. E immediato verificare, per induzione,
che, posto d := d(x1,x2) = d(z, f(2)), per ogni n € N risulta

d(xpi1,1,) < k"l d;
ne viene allora che, Vr € N,

d(anrr; Zn) § d(anrra l'nJrTfl) + d(anrrflv L]5"r14r7"72) +...+ d(;rnJrl;Zn) S
(k,n+7'—2 + k,n+r—1 4+ k,n—l)d _ k,n—l % d.

A

Quindi la successione {z,} ¢ di CAUCHY, e, per la completezza di M, converge
ad un punto z; per la continuita di f, si ha quindi

T =lim 41 = lim f(z,) = f(T),
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dunque T € un punto unito per f.
Supponiamo ora che x; sia un altro punto unito per f; si ha allora

d(®@, 1) = d(f (@), f(21)) < kd(@, 21),
che evidentemente implica 1 = 7. =

Dimostriamo ora il seguente fondamentale

1.11.2 (Lions-Stampacchia) Siano (V,H,V*) una terna

hilbertiana di spazi reali, a una forma bilineare continua e coerciva
su'V xV, e K un convesso chiuso non vuoto C V'; il problema

(1.50) dato v* € V*| trovare u := S(v*) € K tale che :
' a(u,v —u) > v(v—u) Yve K

ha una ed una sola soluzione. Inoltre, dati vi,vy € V*, e posto
uy = S(vy), uy := S(vy), vale la maggiorazione

(1.51) [y — wsl| < o} — w3l -

Dim.: per ogni u fissato in V, applicazione v — a(u,v) & lineare e con-
tinua su V, quindi & un elemento di V*; indicando con Au la sua immagine
(in V) tramite l'isomorfismo di Riesz J, di V* su V, si ha dunque (Au,v)) :=
a(u,v) Vv € V. L’applicazione cosi definita A : V. — V & evidentemente
lineare; inoltre, per la continuita di a, posto ¢ := u(a),

[ Au]? = a(u, Au) < cllul| [|Aul] Vv €V,
cioe A€ L(V) (e [|Al|zv) < ¢); infine, per la coercivita di a, A verifica
(Au,v) = a(u,u) > a||ul|* YucV.
Posto f := J.v*, il problema (1.50) & equivalente al seguente:

{ dato f € V, trovare u € K tale che :

(1.52) a(u,v—u) > (fv—u) Ve K.

Per ogni ¢ > 0 fissato, 'ultima disequazione equivale a
(1.53) ((of —0Au+u) —u,v—u) <0 YveK,

quindi (si ricordino la Definizione 1.5.3 e la Proposizione 1.5.1) se il pro-
blema precedente ha una soluzione u, questa deve essere tale che

u= Pr(of — 0Au+ u).

Di conseguenza, il problema (1.50) & ricondotto a quello di mostrare che esiste
0 > 0 tale che I'applicazione T}, : V' — V definita da

Tyv:= Pr(of — 0Av +v)

ammette un unico punto unito u; grazie al Teorema 1.11.1, basta verificare
che, per un opportuno o > 0, T}, € una contrazione. In effetti, si ha
[Ty01 = Tova||* = || Pk (of — 0Avr 4 v1) = Pic(of — 0Ava + v2)[* <
< (o1 —v2) = o(A(vr —v2))||* =
= [lor = v2]|* = 20((Avr — Ava, 01 = v2)) + (| A(v1 = v2)|* <
< [lor — v2||? (1 = 200 + 20);
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poiché 1 — 2ap + c?0? < 1 <= o(c?0 — 2a) < 0, ogni g € (0,2a/c?) verifica la
condizione richiesta.

Per dimostrare la (1.51), scriviamo la (1.50) con v* := v}, u:=uy, v := ug,
poi con v* :=v3, u = ug, v := uy, e sommiamo le disuguaglianze cosi ottenute;
grazie alla coercivita di a, si ottiene

*

allur —uol® < aur —us,ur —uz) < (v —v3)(ur —up) <
[0 — 03[l [lur — uell,

IN

da cui la (1.51). u

Il risultato precedente si puo precisare, quando a ¢ simmetrica:

‘Proposizione‘ 1.11.3 Nelle wpotesi del Teorema precedente, se inoltre
la forma bilineare a ¢ simmetrica, la soluzione della disequazione
(1.50) coincide con la soluzione del problema di minimo su K:

dato v* € V*, trovare u € K tale che

(1.54) { %a(u’ u) —v*(u) < %a(v, v) —v*(v) Yve K.

Dim.: se a ¢ anche simmetrica, verifica tutte le proprieta di un prodotto scalare
sullo spazio reale V. Poniamo allora ((u,v)); := a(u,v), e V1 := (V5 (., )1)-
Detta || . |1 la norma associata a (., .))1, si ha af|v[|®> < [[v||? < ¢|v]|* Vv eV,
ed e facile concluderne che anche V; € uno spazio di HILBERT, e che il duale di
V1 coincide con V*. Per il Teorema di RIESZ, per ogni v* € V* esiste un unico
fi1 € V tale che v*(v) = ((f1,v))1 Vv € Vi; dunque il problema (1.50) si scrive

(1.55) { dato f1 € V1, determinare u € K tale che

Vo € K, ((flfuvvfu))l <0,

che (siricordi il Teorema 1.5.1) ha come unica soluzione u la proiezione (rispet-
to al prodotto scalare ((.,.);) di f1 su K. D’altra parte, sappiamo che tale
proiezione ¢ caratterizzata dalla relazione || f1 —ul|? < || f1 —v||? Vv € K, equi-
valente a ||ul|? — 2((f1,u)1 < [[v]|? — 2((f1,v)1 Vv € K, cioe alla disequazione
nella (1.54). =

Quando, in particolare, K = V, dal Teorema di LIONS-STAMPACCHIA si
ricava immediatamente il

1.11.3 (Lax-Milgram) Data la terna hilbertiana (V, H,V*),

sia a una forma bilineare, continua e coerciva su'V x V. Per ogni
v* fissato in V*, esiste un’unica soluzione u € V' dell’equazione

a(u,v) =v"(v) YveW

Se a ¢ anche simmetrica, la soluzione u coincide con la soluzione
del problema di minimo libero:

1
ueV; —a(u,u)—v*(u) <

5 a(v,v) —v*(v) Yo e V. n

N | —
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1.11.1 Per ragioni di tempo, non possiamo trattare le molteplici ap-

plicazioni dei risultati precedenti; ci limitiamo ad un brevissimo cenno riguar-
dante 'impiego del Teorema di LAX-MILGRAM nello studio di problemi ai limiti
per equazioni a derivate parziali di tipo ellittico, rinviando ad altri Corsi per
una trattazione sistematica.

Sia Q un aperto di R%; lo spazio di SOBOLEV H'(Q) ¢ lo spazio vettoriale delle
(classi di equivalenza di) funzioni v € L?(2) tali che le derivate distribuzionali
Dpu = 0u/dx, (h=1,...,d) siano anch’esse in L?((2). Si vede facilmente che

d
(u, v) 1 () :z/Qu(t)v(t)dt—l—Z/QDhu(t)th(t)dt
h=1

¢ un prodotto scalare su H*(£2), rispetto al quale H'(§) ¢ completo. In partico-
lare, H'(Q) contiene evidentemente tutte le funzioni di D(Q) (cioe, le funzioni
¢ € C°°(Q) tali che supp ¢ sia un compatto contenuto in Q); si indica con Hg ()
la chiusura di D(€) in H'(€). E intuitivo che, in qualche “senso generalizzato”,
gli elementi di Hg(£2) sono gli elementi di H*(Q2) “nulli” su 99.

Se si fissa un qualunque sottospazio chiuso V di H!(Q) tale che risulti
H}(Q) C V, esipone H := L3(Q), gli spazi V, H,V* costituiscono eviden-
temente una terna hilbertiana.

Definiamo ora una forma bilineare a su H'(Q) x H'(Q) ponendo, per ora
formalmente,

d
(1.56) a(u,v) == Y / ank(t) Dyu(t) Dyo(t) dt +
hk=1 &
+ / ap(t) u(t) v(t) dt.
Q
Se, ad esempio, i coefficienti ag, a1 verificano le condizioni
ank, ao € L(Q),

allora la forma bilineare a & continua su H*()); se, inoltre, q.o. in €,

d d
Ja>0: Z ank(z)En & > a Z & (V€ eRY; ap(z) > «a,
h,k=1 h=1

allora la forma & coerciva (con costante di coercivitad uguale ad «) sullo spazio
H'(Q) x H'(2). Naturalmente, le stesse proprieta valgono per la restrizione di
a a V', che indicheremo ancora con a. Siamo quindi nelle condizioni di poter
applicare il Teorema di LAX-MILGRAM: in particolare, per ogni f fissata in
L2(Q),

(1.57) JueV:weV, Y, / an Dyu Dy dt +
Q

+ /aouvdt:/ fodt.
Q Q

Se si sceglie v € D(Q), se ne deduce che u ¢ una soluzione, nel senso delle
distribuzioni, dell’equazione ellittica in forma di divergenza:

d
0 0
(1.58) — Z a—CL'h (ah,k ﬁ) +agu=f mn D’(Q)
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Dalla (1.57) si ricava allora (in modo puramente formale, applicando il Teorema

della divergenza), che, detta v = (v1,...,v4) la normale esterna a 952, deve
risultare
d ou
u eV, / UZah,kuh—dSZO Yv eV,
o k=1 Oz,

relazioni che forniscono le condizioni ai limiti per u. Quando V = H(Q), l'inte-
grale sul bordo e nullo, e 'appartenenza di v a V', come abbiamo accennato piu
sopra, traduce una generalizzazione della condizione di DIRICHLET omogenea
u = 0 su 9Q; quando V = H!(), annullarsi dell’integrale per ogni v € V si
traduce formalmente nella condizione du/dv, := Zz,kd an, v Dpv = 0, che
generalizza la condizione di NEUMANN omogenea Ou/0v = 0 su 90X (alla quale
si riduce se ap,; = dp,1). Tuttavia, rientrano in questa formulazione molti altri
problemi ai limiti: ad esempio, le condizioni u = 0 su una parte I' di 052, e
Ou/Ov, = 0 sul complementare di T in 9. m

1.12 Operatori compatti in H.

Se T € L(Hq, Hs), dove Hy, Hy sono spazi di HILBERT, I'immagine tramite T'
di ogni insieme limitato e limitata; una delle maggiori difficolta degli spazi a
dimensione infinita ¢ costituita dal fatto che non se ne puo dedurre che tale
immagine sia relativamente compatta. Si pone allora la seguente

‘Deﬁnizione’ 1.12.1 Sia T € L(H,, Hy), dove Hy, Hy sono due spazi di

HILBERT.

i) T si dice a rango finito se R(T") ha dimensione finita;
i1) T si dice completamente continuo se

(x, — = debolmente in Hy) = (Tx, — Tx fortemente in Hy);
iii) T si dice compatto se

(A limitato in Hy) = (T(A) relativamente compatto in Hy). m
E ovvio che i) implica sia 4i) sia i4i); mostriamo che, nel caso hilbertiano,

queste ultime due condizioni si equivalgono (si vedano pero le successive Propo-
sizioni 2.10.1, 2.10.2):

‘Proposizione‘ 1.12.1 L’operatore T € L(Hy, Hy) ¢ compatto se e solo
se e completamente continuo.

Dim.: osserviamo preliminarmente che
(1.59) VT € L(Hy,H2), (vp, —xin H) = (Tx, =Tz in Hy):

infatti, per ogni y fissato in Hy risulta (T'zy,,y)2 = (zn, T y)1 — (2, Ty)1 =
(T’I, y)2

Dimostriamo ora I’enunciato.

i): T completamente continuo => T compatto. Sia A un insieme limitato
in H,; fissata una successione {y,} C T(A), sia {x,} C A tale che y,, = Tz,
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Per il Teorema di compattezza debole, dalla successione limitata {x,} & pos-
sibile estrarre una sottosuccessione {x,, } debolmente convergente ad = € Hj.
Allora Tz, — Tz (fortemente in Hs), quindi T(A) & sequenzialmente relativa-
mente compatto, condizione che in uno spazio metrico ¢ equivalente alla relativa
compattezza.

ii): T non completamente continuo = T non compatto. Poiché T non &
completamente continuo, esiste una successione {z,} tale che z, — x (quindi
Tz, — Tx), ma Tx, /4 Tz. Esistono allora gy > 0 ed una sottosuccessione
{z}, == ap, } di {x,} tale che Vk € N si abbia ||T'z}, — T'z|| > ¢¢. La successione
{z}.} & limitata (Corollario 1.9.1), dunque lo & anche {T'z} }; mostriamo che
{T'z},} non & relativamente compatto. Se infatti esistesse una sottosuccessione
{x]! = aj, } di {z}} tale che T'w;’ — z, si avrebbe T'z;’ — 2. D’altra parte, si
ha Tal! — Tx perché z!! — z, quindi z = Tz, cioe Tx) — Tx; ma questo &
assurdo, perché ||Tz! — Tz|| > &o. =

E evidente che ogni combinazione lineare di operatori compatti da H; in Ho
& ancora un operatore compatto tra gli stessi spazi; si pone allora la

‘Deﬁnizione‘ 1.12.2 Siano Hy, Hy due spazi di HILBERT; la varieta linea-
re di L(Hy, Hy) costituita dagli operatori compaltti da Hy in Hy si
indica con IC(Hy, Hy). St pone poi K(Hy) := K(Hy, Hy). n

‘Proposizione‘ 1.12.2 Siano Hy, Hy, H3 spazi di HILBERT.

Z) SeT € ’C(Hl, Hg) el € ,C(HQ, Hg), alloraT)oT € IC(Hl, Hg),’
se Ty € E(Hl, Hg) el € ’C(HQ,Hg), allora T oT5 € IC(Hl,Hg),'

it) T € K(Hy, Hy) <= T* € K(Hq, Hy).

Dim.: 4): sia {x,,} una successione debolmente convergente ad x in H;; dato che
T & completamente continuo, Tz,, — Tz in He, dunque T1(Tz,) — T1(Tx) in
Hs, cioe TyoT ¢in K(Hy, Hs); inoltre, To x,, — Tz, quindi T(T ) — T(Tz x),
cioe T oTs € K(Hl, H3)

i1): stano T' € K(H1, Hz) e {y,} una successione di vettori in Ha con y,, — y;
mostriamo che T*y,, — T*y in H;. Si osservi intanto che Je: ||y|l2, [lynll2 < ¢,
ed inoltre, per quanto appena dimostrato, T7T* & in K(Hz), quindi TT*y,, tende
a TT*y fortemente in Hy. Poiché

IT*yn = T*yY|I7 = (T*yn — Ty, Ty — T*y)1 = (TT* Y0 — TT*y, yn — y)2,
per la Proposizione 1.7.4 si ha T"y,, — T*y in H;.
Se poi T* € K(Ha, H1), per quanto ora visto si ha T =T** € K(Hy, Hs). n

1.12.1 K(H) ¢ un ideale bilatero simmetrico* di L(H). u
1.12.2 Sedim H = oo, nessun operatore compatto ammette

inverso destro o sinistro in L(H).

Dim.: se T' ammettesse in £(H) un inverso sinistro T, o un inverso destro T},
si avrebbe T.T = I oppure TT) = I; ma questo & assurdo se dim H = co: per

24 ciog, invariante per I'applicazione T + T™* di L£(H) in sé.
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ogni base hilbertiana {e,}, si ha e, — 0, mentre Te,, = e,, 4 0, quindi I non &
compatto. m

Anche per gli operatori a rango finito vale ’analogo del Corollario 1.12.1:

Proposizione‘ 1.12.3 Se T ¢ a rango finito, lo é anche T™; anzi, si ha

che dim R(T*) = dim R(T'). Gli operatori a rango finito sono un
ideale bilatero simmetrico di L(H), quindi di IC(H).

Dim.: sia T a rango finito, e sia {e1,...,e,} una base per R(T); mostriamo
che dim R(T*) = n. Per la Proposizione 1.9.5, si ha N(T*)* = R(T) = R(T)
(Pultima uguaglianza segue dal fatto che dim R(T) < oo0). Quindi, per ogni
y € H, T"y = T*(Py(r«yry) = T*(Prr)y) ¢ in span{T™ey,...,T"e,}, da
cui dim R(T™*) < n; anzi, n = dim R(T') = dim R(T**) < dim R(T*), dunque
dim R(T™*) = dim R(T).

E ovvio che ogni combinazione lineare di operatori a rango finito ¢ ancora
a rango finito. Mostriamo che se T ha rango finito, VT € L(H) anche TT}
e 71T hanno rango finito. Infatti, si ha R(TTy) C R(T), mentre R(TAT) =
T, (R(T)) = span{Tie1,...,They}, il che conclude la dimostrazione.

Si osservi che l'ideale degli operatori a rango finito non é chiuso nello spazio
di BANACH L(H): sia H = (2%, e definiamo 204 come segue:

se v ={x,} € ?, Wyz:={z,/n}.
E chiaro che 2, = A7, e che ||24]] = 1. Posto A,, := 2y P,, dove P, ¢
I'operatore di proiezione su span {e(!), ... e(™} si ha
|27 — Ana|* = 32525 0 B2 fal® < (n+ 1) 72 ]?,
quindi |21 — A, || — 0; percid, 2, & limite uniforme di operatori a rango finito,
ma ovviamente non ha rango finito.

Si ha invece il seguente risultato:

Proposizione‘ 1.12.4 K(Hy, Hy) € chiuso in (L(Hy, Ha); || - || 2, m2))

quindi, KK(H) ¢ un ideale bilatero simmetrico e chiuso di £(H).?®
Dim.: sia {T},,} una successione in C(Hy, Hs) tale che T,, — T in L(H;, Hs);
mostriamo che T & completamente continuo, quindi compatto. Sia {x;} una
successione in H; tale che x; — x; per il Corollario 1.9.1 e la Proposizione
1.7.3,3c: ||z|1, |zk]i < c¢ VEk € N. Per ogni n, k si ha allora

I Tk — Talls < |[Tax — Tozils + | T — Tozla + | T — Talz <
S ANT = Tl zkll + | Tn (e — 2)ll2 + 1T = T fl2fl <
< 2¢||T = Tol| + [ Tn(s — @) 2.
Fissato € > 0, esiste n. : Vn > ne, ||T —T,|| < €/(4c); fissato un n > n,, da
xp—x — 0segue che T, (zp—2x) — 0, quindi Jk, : Vk > ke, [|Th(zr—2)|2 < €/2;
in conclusione, si ha ||Txy — Tz|2 <& Vk > ke, ciot Tay — Tx. n

Si osservi che l'operatore integrale definito nel’ESEMPIO 2 del § 1.10 e, in
particolare, un operatore compatto:

25 si pud mostrare (Teorema di CALKIN) che K(H) & l'unico ideale bilatero chiuso (non
banale) in L(H).
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‘Proposizione‘ 1.12.5 Se k € L*(Q2 x Q), loperatore integrale K da
L3(2) in sé definito da
t) = [y k(t,7)x(r)dr  (per q.o. t in Q)
i) ¢ compatto in L*(2);

i1) verifica la sequente proprieta: se {¢,} € una base hilbertiana

in L*(2),
—+o00

(1.60) Z HK%H%%Q) = HkH%Q(QxQ)'
n=1

Dim.: i): si & gia visto che K € L(L*()), con [|K| 220y < k]l L20x0)-

E immediato verificare che, se {©,(t)}nen & una base hilbertiana per L2(£2),
allora {¢n (t) ©m(T) }m nen & una base hilbertiana in L?(Q2x ). L’ortonormalita
di {on(t) om(7)} & evidente; inoltre, se 1p € L2(Q x Q) verifica

w(tv T) ‘Pn(t) (Pm(T) dtdr =0,

QxQ
si ha che la funzione y (in L?(Q)) data da y(t) := [, ¥ (t,7) m(7) dr & ortogo-
nale a {®,}, quindi & nulla q.o. in ; ne segue facﬂmente che anche 1 ¢ nulla

q.0. in  x Q.
Pertanto, k si pud sviluppare in serie di FOURIER in L?(2 x Q) rispetto a

{on(t) om(7)}:
k(t,7) = ;:ffz:l Kmn ‘Pn(t)‘Pm—(T) (in L*(Q x Q));
cio implica che, posto per ogni N € N
kn(t,7) = Zﬁ,n=1 Kmn @n(t) om(7),
si ha ky — k in L2(Q x Q). Se si indica con Ky Poperatore integrale di nucleo
kn, si vede facilmente che |Kn — K||z(z2()) < kv — k|l 2(ox0) — 0; percio,
K & limite uniforme degli operatori a rango finito K, dunque & compatto.

i1): basta osservare che, per l'identita di BESSEL ed il Teorema di TONELLI,
risulta:

Z IKenllZ2) = Y [(Een, om)2 @)l =

- /Qcpm—(t)</ﬂ k(t,T)g;n(T)dT) dt

>

m,n

Z /Q 0 k(t,7) om(t) on(T)dt dr

2

= Z |(k, onPm) L2(axay|” = HkHL2(Q><Q) <too.m

m,n

Sinoti che la (1.60) esprime una proprieta degli operatori integrali con nucleo
di quadrato sommabile che & aggiuntiva rispetto alla loro compattezza: se T' & in
K(H) e {e,} ¢ una base hilbertiana in H, non é detto (lo vedremo pit avanti) che
la serie > ||T e, ||* converga. Questa osservazione, unita al risultato ottenuto
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nella Proposizione 1.9.6, suggerisce di introdurre, in un generico spazio di
HILBERT separabile H, una categoria di operatori intermedia tra quella degli
operatori a rango finito e K(H): gli operatori di HILBERT-SCHMIDT:

‘Deﬁnizione’ 1.12.3 Sia H uno spazio di HiLBert separabile; T' € L(H)
si dice di HiLBERT-SCHMIDT se esiste una base hilbertiana {e,} di
H tale che risulti*® " | Te,||* < +oo. Si definisce norma di
HiLBerT-ScHMIDT ||T'||7s di T il numero, indipendente dalla base,

1T |ns == (>, ||Ten||2)1/2, dove {e,} € una base hilbertiana.
L insieme degli operatori di HiLBERT-ScHMIDT in H si indica con

HS(H). »

Osservando che T' € HS(H) se e solo se la successione t := {||Te,| g} & in 2
(si ha |[|T||ns = ||t]|le2), si conclude che HS(H) & uno spazio vettoriale, e || . ||xs
¢ una norma in HS(H); inoltre,

‘Proposizione‘ 1.12.6 ‘HS(H) é un ideale bilatero simmetrico di L(H);
per ogni T in HS(H) si ha | T ||ns = ||T%]|ns-
Dim.: si ha
1T s = X [(Tem,en)l? = X [(Ten em)? = 32, 1T emll? = 1T |3,

quindi HS(H) & simmetrico, e || T*||ns = ||T||ns. Poiché se T € HS(H) e
T, € L(H) risulta

Yo MM Ten? < T3l 2, (1 Tenl® = T3l |1 T13s,

ne viene che T'T € HS(H); dato che HS(H) ¢ simmetrico, anche TT; =
(TFT*)* ¢ in HS(H), il che conclude la dimostrazione.

Si ha inoltre la seguente

‘Proposizione‘ 1.12.7 Ogni operatore T di HILBERT-SCHMIDT € limite u-

niforme di una successione di operatori a rango finito; in particolare,
ogni operatore di HILBERT-SCHMIDT € compatto.

Dim.: fissata in H una base hilbertiana {e, }, si ha per ipotesi che & convergente
la serie 35 [(Tem, e,)|* < 400, quindi

Ve >0 3n.: VYN > n., Z;‘?Z:NH |(Tem,en)|? < &2

Posto allora, Ve € H, Ty z := ZN

m,n=1 (
N, quindi Ty & a rango finito. Inoltre,

Z,em)(Tem, en)en, si ha dim R(Ty) <

+oo

Z (I, em)(Te'rm en)en =
m,n=N-+1
+oo +oo

Z Z (x, em)(Tem, en) <

n=N+1|m=N+1

HTaj—TN.ﬁH2

26 grazie alla Proposizione 1.9.6, la proprieta vale allora per ogni base hilbertiana.
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+oo +oo +oo
< 3 (5 et (5 i) <
n=N+1 \m=N-+1 m=N-+1
+oo
<zl D0 WTemen) | <&
m,n=N+1

quindi | T —Tn|| <& VN > ng, cioe la tesi. n

Per illustrare le relazioni tra HS(H) e K(H), puo essere utile introdurre la
seguente famiglia di operatori in £2, che generalizzano I'operatore 2; visto pilt
sopra:

Va >0, sex={z,} € Upz:={n"%z,}.
E chiaro che A, = (Aa)*, e che |Ay| = 1. Anzi, A, & compatto per

ogni @ > 0: posto A, , := A, P,, dove P, & l'operatore di proiezione su
span {e™), ... e} si ha infatti
ez = Aanzl|® = 32025 1 K2 al? < (n+ 1) 72|,

quindi ||y — Ao nll — 0, ed Ay, limite uniforme di operatori a rango finito,
quindi compatti, ¢ a sua volta compatto.

Si noti che 3" [|”ae™]?2 = 3, n72% < 400 <= a > 1/2; quindi, per
a €]0,1/2], 2A, & compatto ma non di HILBERT-SCHMIDT, ed ¢ limite uniforme
di operatori che, essendo a rango finito, sono in HS(¢?). Ne viene che anche
HS (%) non & chiuso in L((?).

Mlustreremo piu avanti, nel §2.10, la teoria di RIESZ-FREDHOLM degli ope-
ratori compatti nell’ambito piu generale degli spazi di BANACH. Descriveremo
ora U'analisi spettrale degli operatori compatti ed hermitiani in uno spazio di
HILBERT separabile. Ricordiamo intanto una definizione:

| Definizione | 1.12.4 Sia T € L(H); il numero complesso \ si dice auto-
valore di T' se esiste v # 0, detto un autovettore corrispondente
all’autovalore X\, tale che

(1.61) Tr = \x.

Se \ & un autovalore di T, il sottospazio (evidentemente chiuso) degli
x € H che verificano la (1.61) si dice autospazio V) relativo a \; la

dimensione del sottospazio Vy si dice molteplicita (geometrica)
di X\ m

Nel caso di operatori hermitiani, ¢ immediato verificare alcune proprieta
significative:

1.12.1 SeT =T%, allora:

i) gli (eventuali) autovalori di T sono reali;
i1) gli autospazi relativi a due autovalori distinti sono ortogonali.

Dim.: i): se T = T, si ha ¢} = ¢r, quindi, per il Corollario 1.11.1, ),
(Tx,z) = & (x) ereale; se A & un autovalore, si ha quindi A = (T'z, z)/[|z||? € R;
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i1): se A, p sono autovalori distinti di 7', e x,x, sono corrispondenti au-
tovettori, moltiplicando scalarmente per x,, la relazione T'z) = Az, si ottiene
(Txx,z,) = Axa,z,); analogamente, (Tx,,xx) = p(x,,xy); ne segue che
(A —p)(zxr,z,) =0, quindi 2y L ;. =

1.12.1 E chiaro che la definizione di autovalore ed autovettore si

puo dare, pit in generale, per un operatore lineare 1" definito su una varieta
lineare D(T') di H: bastera evidentemente richiedere che l'autovettore sia in
D(T). Pud perd accadere che un operatore lineare, anche continuo e definito
su tutto H, non abbia alcun autovalore: basti pensare all’esempio 1 del §1.10,
con p(t) := t, oppure all’operatore di traslazione a destra definito nell’esempio 3
dello stesso Paragrafo. Questa circostanza si puo verificare persino se [’operatore
¢ in HS(H), come ora mostriamo. In ¢2, fissato a > 1/2 poniamo T := Ty,
dove €, ¢ l'operatore di traslazione a destra, ed 2, ¢ 'operatore definito poco
sopra. Come si ¢ visto, T4 € L(£?) e U, € HS(¢?), cosicché T € HS(¢?). Poiché
T & evidentemente iniettivo, A = 0 non & autovalore di 7. Se A € C\ {0} fosse
un autovalore, dovrebbe esistere x # 0 tale che y := T'x = Ax; questo comporta
che y1 =0 = Az1, ey, = (n — 1) %zp—1 = Az, da cui si ricava facilmente
Tn =0 Vn € N, assurdo perché x deve essere # 0. n

Come ora mostreremo, la situazione e del tutto diversa nel caso di operatori
compatti ed hermitiani. Verifichiamo intanto che

1.12.1 Sia T =T* € K(H); allora T ammette come autova-

lore almeno uno dei due numeri |T||, —||T)|.

Dim.: per il Corollario 1.11.2, si ha ||T|| = sup|, = [(T'z,z)]. Se risulta
(Tz,z) = 0 Va € H, si ha T = 0, quindi I'unico autovalore ¢ A = 0, ed il
corrispondente autospazio ¢ tutto H. Escluso questo caso banale, sia {£,} una
successione tale che

[nll = 15 limy, [(T€n, &n)| = ([T > 0;

possiamo intanto estrarre da {&,} una sottosuccessione {y, := &, } tale che
lim, (T'yk, yr) = A1, dove Ay = ||T|| oppure A\; = —||T||. Dalla successione
di vettori (di norma 1) {yx} possiamo estrarre, per il Teorema di compattezza
debole, una sottosuccessione {y}, := yy, } tale che y; — x; (sappiamo inoltre che
|lz1]] < 1); per la compattezza di T, ne viene che T'y;, — T'z1. Di conseguenza,

ITyh = Myl = I1TyL 112 — 200 (T, y7) + A
quantita che tende a
[T21]? = AT < [IT)* = AT = 0.

Percio, Ty;, — My;, — 0 (fortemente), quindi A1y;, = Ty;, — (Ty;, — \yp,) — Txq
(fortemente). Poiché perd A1y, — Aiz1 (debolmente), per 'unicita del limite
debole si ha T'z1 = Ajx1; si ha inoltre che y;, — x1, quindi ||z;|| = 1. Dunque,
A1 & un autovalore per T', ed 1 & un corrispondente autovettore (normalizzato,
cioe di norma 1). m

Il procedimento che ha permesso di determinare Ay e x1 puo essere iterato,
e fornisce il seguente risultato:
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Proposizione‘ 1.12.8 Sia T =T* € K(H) con T # 0; é possibile de-

terminare una famiglia finita o numerabile {\,} di numeri reali non
nulli ed una corrispondente famiglia {x,} di vettori in H tali che:

M| >N > > ] > >0
(1.62) ¢ Txy, = Nxny, € (Tyn, Tn) = Omn;
Ans1] = max {|(Tx,z)| | xL{x1,..., 2.}, |z|]| =1}

e che, inoltre,

(1.63) se (z,z,) =0 Vn, allora Tx=0.

Dim.: poniamo W; := {acl}L, dove A1, z1 sono 'autovalore ed il corrispondente
autovettore costruiti nel Teorema precedente. Si ha intanto che Wy riduce T
dato che T* = T, basta verificare che Wy ¢ invariante per T, e questo ¢ ovvio,
dato che se x € Wy si ha (Tz,z1) = (z,Tx1) = M(x,21) = 0, cioe Tx ¢
in Wi. Osserviamo poi che la restrizione Tjy, di T a Wi ¢ evidentemente
un operatore compatto ed hermitiano nello spazio di HILBERT W3 (munito del
prodotto scalare indotto da quello di H); dunque, per il Corollario 1.11.1, i),
ne viene che se (T'z,z) = 0 Vo € Wy, allora Tw, ¢ identicamente nullo, e le
(1.62), (1.63) (con n = 1) sono dimostrate. Se invece T}y, non ¢ identicamente
nullo, possiamo applicare il Teorema precedente all’operatore Tjy, € K(W1):
troviamo cosi un autovalore A5 ed un corrispondente autovettore normalizzato
9. Per costruzione, si ha zs L 21; inoltre,
[Xo| = sup{[(Tz,z) | Ly, || =1} <[\].

Supponiamo di aver determinato {A1,...,A\n}, {z1,...,2,} che verificano le
(1.62); dato che W,, := {x1,...,7,}* riduce T, possiamo considerare la re-
strizione (compatta ed hermitiana) Tjy, di T"a W,,. Se (T'z,z) =0 Vo € W,,
allora Ty, ¢ identicamente nulla, cio¢ vale anche la (1.63); altrimenti, possia-
mo determinare A1, 241 ancora applicando il Teorema precedente a Tjyy,, .
Se dimH = N € N, il procedimento ha ovviamente termine dopo n pas-
si (con n < N). Se dimH = oo, il procedimento si arresta se e solo se
In: (Tx,x) =0 Vo in W,, il che implica la (1.63); altrimenti, fornisce due
successioni { A, }, {z,} che verificano le (1.62). Per completare la dimostrazione,
occorre mostrare che ¢ soddisfatta anche la (1.63). Per questo, premettiamo la
seguente proprieta, che merita di essere messa in evidenza:

Proposizione‘ 1.12.9 Se i {\,} costruiti nella Proposizione precedente
sono infiniti, allora A, — 0.

Dim.: la successione {|\,|} ¢ non crescente, quindi ha limite A > 0. Dalla suc-
cessione di vettori unitari {z,,} ¢ possibile estrarre una sottosuccessione {z,, }
tale che w-limy z,, = x, quindi s-limy T'x,, = s-limg \,, ©,, = Tz. Dunque
{An, @, } & di CAUCHY; dato che

22 402, > 202,

la condizione di CAUCHY puo essere verificata solo se A = 0. »

1.12.3 La successione {\,} costruita nella Proposizione

1.12.8 non puo contenere infiniti termini coincidenti. m

||)\nk Ly — )‘nn Lny,
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Siamo ora in grado di completare la dimostrazione della Proposizione
1.12.8. In effetti, sia = ortogonale a tutti gli autovettori {x,} costruiti in
precedenza. Se x = 0, non c’e nulla da dimostrare. Se x # 0, non & limi-
tativo supporre che [|z|| = 1; poiché, per ogni n, si ha x € W, grazie al
Corollario 1.11.2 ne segue che, sempre per ogni n, si ha ||[Tz| < [|Tjw, [ =
sup{|(Ty,v)| | y € Wa, |yl =1} = [Au41], quindi Tx = 0. =

Resta da esaminare se con il procedimento ora descritto si individuino tutt:
gli autovalori di T

‘Proposizione‘ 1.12.10 Sia 0 # T = T* € K(H), e siano { .}, {xn}
gli autovalori ed i corrispondenti autovettori costruiti nella Propo-
sizione 1.12.8. Allora:

i): se {x,} & completo, non esistono, oltre ai {\,}, altri autova-
lori di T;
i1) se {x,} non e completo, l'unico altro autovalore di T é XA = 0.

Dim.: i): siano A, x tali che x # 0 e Tx = Az; se fosse A # A, Vn € N, per il
Lemma 1.12.1, ii), si dovrebbe avere (z,2,) =0 Vn, quindi, dato che {x,} &
completo, z = 0, assurdo.

i1) se {x,} non & completo, esiste un vettore x # 0, che possiamo supporre
di norma uguale ad uno, che & ortogonale a tutti gli x,,. Per la (1.63), si ha
Tx = 0, dunque A = 0 e autovalore. Se poi A & un autovalore diverso da tutti
i A\, ed y € un corrispondente autovettore normalizzato, dal Lemma 1.12.1 si
deduce che che (y,z,) =0 Vn € N, dunque Ty = Ay =0,dacui A=0.n

La successione {\,,} non solo esaurisce tutti gli autovalori, con la sola (even-
tuale) eccezione dell’autovalore nullo, ma ne da anche la molteplicita:

Proposizione‘ 1.12.11 Sia A\ un autovalore non nullo di T; la dimen-

sione del corrispondente autospazio Vy coincide con il numero® di
indici distinti n tali che X = X\, dove {\,} & la successione costruita
nella Proposizione 1.12.8.

Dim.: se nq,...,ny sono tutti e soli gli indici (distinti) tali che Ay, ..., An, = A,
i corrispondenti autovettori «,,, , . .., z,, sono ortogonali ed appartengono a Vj,
quindi dim V > k. Se fosse dim V) > k, esisterebbe in V) un vettore z # 0
ortogonale a xy,,...,%,,; ma allora, per il Lemma 1.12.1, ii), x sarebbe
ortogonale a tuttii vettori del sistema {x,}. Cio & assurdo se {z,} & completo,
perché allora sarebbe x = 0, contrariamente all’ipotesi; ed ¢ assurdo anche se
{zn} non & completo, perché si dovrebbe avere |(Tz,z)| < |\,| Vn, quindi
(Tz,r) =0, mentre (Tz,z) = A||z||? #0. »

Possiamo concludere con il seguente Teorema di rappresentazione spet-
trale per gli operatori compatti hermitiani:

27 finito, per il Corollario 1.12.3.
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1.12.2 Siano 0 # T =T* € K(H), {\.} il sistema dei suoi

autovalori diversi da 0, {x,} il sistema ortonormale di corrispon-
denti autovettor: costruiti nella Proposizione 1.12.8; allora

(1.64) Vee H Tx= Z A (2, 2) T

Dim.: poniamo V := span{zi,...,&p,...}; si ha, per il Teorema di decom-
posizione, x = Pyx + Py.ix, e, per la (1.63), T(Py.xz) = 0. Poiché {x,} &
completo in V/, ne viene che Pyx =Y (Pyx,xn)xn, = Y, (%, Ty)xy,, quindi

Te=T(Pyz) =3, (Pve,zn)Ta, =), (T, 2n)T,. »

1.12.4 Se {\,} sono gli autovalori distinti e non nulli di

T =T*e€ K(H), e P, sono i proiettori sui corrispondenti autospazi
V., st ha
H=N(T)®, V,; T=>, AP, =

Una conseguenza del Teorema di rappresentazione spettrale:

Proposizione | 1.12.12 Gli operatori a rango finito sono densi in IC(H);
di consequenza, lo sono anche gli operatori di HILBERT-SCHMIDT.

Dim.: poiché ogni T € K(H) si scrive nella forma T = Ty + iTs, con T1,T5
compatti ed hermitiani, & sufficiente mostrare che ogni operatore compatto ed
hermitiano T & limite uniforme di operatori a rango finito. Per la (1.64), si
ha Tx =Y A\p(x,2n)2,; posto Tho = ZZ=1 A (z, 2k )xy, ogni T, & a rango
finito; inoltre, Vz con ||z| =1 si ha

Jr

T2 — Tn=’UH2 = Zk;x:m+1 )\i|(z,:ﬂk)|2 < )‘721+17

quindi 7;, tende uniformemente a T". Si osservi che anche gli operatori T}, sono
hermitiani:

n

(Tnxvy) = Z )‘k(xaxk)(xkvy) = Z)\k(y,fk)(xkaw) = (Tny,ac) = (IaTny) u
k=1 k=1

Dal Teorema 1.12.2 si deduce la seguente notevole caratterizzazione degli
operatori di HILBERT-SCHMIDT:

1.12.5 L’operatore T =T* € K(H) é di HILBERT-SCHMIDT se

e solo se i suoi autovalori A, verificano la condizione Y A2 < +00;
in tal caso, si ha ||T||ns = (>, A%)lﬂ, "

E interessante osservare che ogni successione infinitesima reale puo essere
considerata la successione degli autovalori di un operatore compatto hermitiano:

Proposizione‘ 1.12.13 Data una qualunque successione {\,} infinite-
sima di numeri reali, esiste un operatore compatto hermitiano T che
ha tutti e soli 1 \,, come autovalor.
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Dim.: scelta in H una base hilbertiana {z,,}, e posto T,z := >"7_; Mi(x, 252
Vn € N, gli operatori T, sono a rango finito ed hermitiani. Per ipotesi, fissato
e>0 In.: ¥n > n.siabbia|\,| < e perognin >n., r €N, zcon |z =1,
si ha allora
| Tsrz — Tnll® = 302040 A, 20) P < 2lal]® = &%

quindi ||Ty4r — Tl < e, ciot {T),} verifica la condizione di CAUCHY in L(H),
dunque converge uniformemente ad un operatore compatto hermitiano 7. In
particolare, Vo € H si ha s-lim, Thx, = To = > A\p(2,20)2y. B evidente
che Tx, = Az, Vn, cioe ogni A\, € un autovalore di 7T'; dato che il sistema
{zn} & completo, non esistono autovalori di T' diversi dai A,. Si osservi che la
successione {\,} puo contenere lo zero, eventualmente ripetuto (anche infinite
volte). u

Estendiamo ora il Teorema di rappresentazione spettrale ad ogni operatore
compatto tra due spazi di HILBERT non necessariamente coincidents; in partico-
lare, tale estensione vale per ogni operatore compatto ma non necessariamente
hermitiano su uno spazio di HILBERT. Dai risultati precedenti e facile dedurre
la seguente

Proposizione‘ 1.12.14 Siano Hy, Hy due spazi di HiLBERT, e 1" un ope-

ratore in K(Hy, Hy); se T non & a rango finito,*® esistono una suc-
cessione infinitesima {\,} di numeri reali > 0, un sistema ortonor-
male {x,} in Hy ed un sistema ortonormale {z!} in Hy tali che

(1.65) Vee H Tx= Z A (2, 20)1 0,

Dim.: per la Proposizione 1.12.2, l'operatore T*T ¢ compatto in Hi; e
poi evidente che T*T ¢ hermitiano, e semidefinito positivo, dato che risulta
(T*Tz,z); = |Tx||3 >0 Vo € Hy. Dal Teorema 1.12.2 segue che T* T
ha una successione di autovalori {u,} strettamente positivi, ed una corrispon-
dente successione di autovettori ortonormali {z,}; Vo in Hy, si ha T* Tz =
>t (T, 20)1 T Inoltre, T* T & nullo su W = {z1,...,2,,...} , e ne viene
che anche T' si annulla su W, dato che, Vw € W, ||[Tw||3 = (T* T w,w); = 0.
Poiche ogni x € H; si scrive nella forma z = ) (2, 2,)1 2y +w con w € W,
si ha allora Te = ) (x,xn)1 Tx,. Poniamo A, := /i, ez, = Ta,/\p;
ne segue che Tx = >\, (z,2,)1 ), e resta solo da mostrare che {z,} & un
sistema ortonormale in Hy. Ma questo ¢ immediato, dato che

(z) 2! Yo = NNV (T, Tam)e = N, AN (T T2y, 2m)1 =
= )\n)\;f(xn,xm)l = 0p,m.- W

1.12.2 Siano {x,}, {z]} due sistemi ortonormali, rispettivamente

in Hy ed in Hs. Sia poi {\,} una qualunque successione limitata di numeri
complessi, e si ponga

A= sup,, |Anl-
Per ogni « € Hy, la serie > |[\,|?|(z,2n)1]? & convergente, perché risulta
IAol? (@, 20)1]? < A2 (@ z0)1)% e Y, [(mzn)1|? < ||z]|? per la disuguaglianza

28 se T & a rango finito, le uniche (ovvie) varianti derivano dal fatto che le successioni

{An} {zn}, {z},} siriducono ad n-ple A1,...,An; @1,...,2Zn; @),..., 2, con n = dim R(T).
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di BESSEL. Per la Proposizione 1.8.6, ¢ quindi convergente (in Hz) la serie
Yon A (@, xn)1 20, ed € dunque lecito porre

Tx:=Y) A\ (x,zn)12, YoeH
E evidente che loperatore T' : Hy — Hs cosi definito ¢ lineare; inoltre, ¢ limitato,
dato che ||Tz||3 < A?|jz|j3, e [|T|| < X\. Anzi, risulta ||T|| = A: infatti, per ogni
e > 0 esiste n. € N tale che A —e < |\, | < A, quindi || Tz |l2 = |An.| >
(A —¢)||lzn.|l1, da cui | T|| > A, dunque I'uguaglianza | T|| = .

Se poi {\,} ¢ infinitesima, T' & compatto, perché limite uniforme degli ope-
ratori a rango finito 7}, definiti da T, x := > ;_; A (, )1 @}; si ha infatti
1T — T al3 < (supps, M) 550y ol < (supsy [Aef?) 22, da cui
|T — T, ||* < sups,, |Ak|?, e Pultima quantita tende a zero quando n — +oc. =

1.12.6 Ogni operatore T € K(Hy, Hy) puo essere scritto

come limite uniforme di una successione di operatori a rango finito.
Dim.: se T ha la rappresentazione (1.65), T & limite uniforme degli operatori
T, definiti da T,z := >, \g (z, ) 2} si ha infatti

+o0o

T2~ Tualp = Y Al < (su ) el
[R— k>n

da cui | T — T,||* < supjs, A7, quantita infinitesima per n — +oo. u



Capitolo 2

SPAZI DI BANACH

In questo Capitolo (con I'eccezione di una piccola parte del §2.10), supporremo
per semplicita che tutti gli spazi vettoriali siano sul campo dei numeri reali; si
veda pero la parte conclusiva del prossimo Paragrafo.

2.1 1l teorema di HAHN-BANACH.

Nel Capitolo 1 abbiamo dato una dimostrazione (molto semplice) del Teore-
ma di HAHN-BANACH, valida pero solo in ambito hilbertiano. Mostriamo ora
come in realta questo fondamentale teorema valga in ipotesi ben piu generali;
la dimostrazione, tuttavia, non sara di tipo costruttivo, ma utilizzera il Lemma
di ZORN.

2.1.1 Sia E uno spazio vettoriale reale, e sia p : E — R un

fissato funzionale positivamente omogeneo e subadditivo, cioé

tale che:
(2.1) p(Ax) = Ap(z), Vo e E, VYA>0;
(2.2) p(r+y) <p(x) +ply), Ya,yekE.

Se ¢ & un funzionale lineare (reale), definito sulla varieta lineare
(propria) V di E, tale che risulti (x) < p(x) Vo € V, allora si
puo prolungare ¢ ad un funzionale lineare f definito su tutto E,
che verifica f(x) < p(x) Vx € E.

Dim.: cominciamo a dimostrare il seguente risultato:

fissato xg € V', e posto W := span {{xo}, V'}, & possibile prolungare o

ad un funzionale lineare @ con domp =W e @g(z) < p(x) Vo e W.
Infatti, ogni x € W si scrive nella forma x = v + axg, con v € V e a € R; tale
decomposizione ¢ unica, perché se x = v + axg = v’ + o’xg, con v,v' € V e
a0/ €eR,sthav—v = (¢ —a)zg e VN{izg | N eR}={0},dacuiv' =ve
o = a. Fissato ¢ € R, ¢ allora lecito porre

ve() = pe(v + axg) == (V) + ac Yo =v+ axyg € W.
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L’unicita della decomposizione permette subito di concludere che il funzionale
cosi definito su W e, per ogni ¢ € R, un prolungamento lineare di ¢; resta da
mostrare che ¢ possibile scegliere ¢ in modo che risulti ¢.(z) < p(z) Yz € W.
Per questo, si osservi intanto che Yvi,v9 € V si ha
p(v1) +¢(v2) = (v1 + v2) < p(v1 + v2) < p(v1 + x0) + p(v2 — 20),
cioe
p(v2) = p(v2 — o) < p(v1 + o) — p(v1);
ne viene che
A1 i=sup,, ey (p(v2) — p(v2 — x0)) <infy,ev (p(v1 +0) — (V1)) = Aa.
Se si sceglie ¢ € [A1, A2], per tale ¢ risulta, per ogni v € V,

Pe(v—10) = p(v) —c <p(v—20), € we(v+z0)=p(v)+c< p(v+ o)
Ne segue che, Vo = v+axg € W, & verificata la condizione ¢.(z) < p(x): infatti,

se a <0, e(w) = (—a)pe (—g = 20) < (=e)p (=g —20) = p()

se a =0, p.(r) =) < pv) =px);

se o> 0, pe(x) = ape (& +w0) < ap (& +x0) = p(a);
= (

il funzionale ¢ := ¢, verifica le richieste poste, e cido conclude la prima parte
della dimostrazione.

Per terminare la dimostrazione, utilizziamo il Lemma di ZORN. Definiamo F
come la famiglia dei prolungamenti lineari g di ¢ che verificano la condizione
g(z) < p(x) per ogni x € dom g:

dom g € una varietd lineare di F;
def ) g:domg— R é lineare;
ger V C domy, e g(v) = ¢(v) YveV;
g(x) < p(z) Vr e domg.

E chiaro che F & non vuota (perché ¢ € F); dati g1, g2 € F, poniamo

d
g1 = 92 £ dom g, € dom gy, € g1 (z) = g2(x) Vo € domg,.

La relazione cosi definita ¢ evidentemente un ordine (parziale) in F.
Se C = {gr}xren € una catena in F, poniamo dom g := [, dom gy, e g(z) :=
gx(x) se € dom gy. Si osservi che:

e la definizione ¢ ben posta: se z € domgy N domg,, dato che C ¢ una
catena si deve avere gy = g, oppure g, = g»; in ciascuno dei due casi, risulta
per definizione gx(z) = gu(x);

e dom g ¢ una varieta lineare, e g € lineare: Vx,y € domg, I\, € A tali
che sia x € domgy, y € dom g,; ancora, deve essere g =< g, oppure g, = g;
se, ad esempio, gx = g, allora ax + By € domg, C domg Va,8 € R, e
g(az + By) = gu(ax + By) = agu(z) + Bgu(y) = ag(z) + Ba(y);

e VA € A, si haV Cdomgy, quindi V C dom g;

e infine, Vo € domg 3IX € A: g(z) = ga(2), quindi g(z) < p(x).

Dunque g € F, ed & evidentemente un maggiorante per C; percio, (F, =) & un
insieme induttivo, e, per il Lemma di ZORN, ammette un elemento massimale f;
resta solo da verificare che dom f = E. Se, per assurdo, dom f # F, fissato xg
in £\ dom f, grazie alla prima parte della dimostrazione si potrebbe prolungare
f ad un funzionale lineare f di dominio W’ = span{{xo},dom f} e tale che
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f(x) < p(z) Yz € W'. Dunque f € F, ed f sequirebbe strettamente f nella
relazione d’ordine definita su F, assurdo perché f ¢ massimale. m

Vediamo alcune notevoli conseguenze:

2.1.1 Sia @ un funzionale lineare e continuo definito sulla

varieta lineare V' dello spazio normato E; esiste almeno un pro-
lungamento f di ¢ a tutto E, che verifica la condizione || f|. =

v (®).

Dim.: basta applicare il Teorema precedente con p(x) := uy () ||z[. n

2.1.2 Per ogni xy € F, esiste fo € E* tale che
(2.3) Ifoll« = llzoll; — folwo) = [0l

Dim.: posto V := span{zg} e o(A\zg) := M|z0||?, cosicché py (p) = ||zo]|, si puo
applicare il Corollario precedente, ed ottenere un prolungamento fy di ¢ con le
proprieta richieste. m

2.1.3 Vzy € £, risulta
|f(2o)]

||zo|| = max “——=.
520 (| £l-
Dim.: il risultato & ovvio se 2o = 0; se xg # 0, posto A := sup;_q (|f (zo)|/[| f]l+),
si ha evidentemente A\ < ||z¢||; d’altra parte, se fy & il funzionale definito nel
Corollario precedente, risulta (|fo(xo)|/|| foll«) = llzoll, quindi A > ||zg]|, da cui
luguaglianza A = ||xg]|. m

Osservazione | 2.1.1 Se la norma in E ¢ indotta da un prodotto scalare, ¢’¢ unicita

sia del prolungamento descritto nel Corollario 2.1.1 (si veda il Corollario
1.6.4), sia, evidentemente, del funzionale fy nel Corollario 2.1.2: se yo ¢ tale
che fo(x) = (0, @) ¥z € B, da | foll« = ol = 7o)l  fo(wo) = (g0, z0) = ||zl
si ricava che (yo,z0) = ||yol ||zol|, il che, per il Teorema 1.1.1, & possibile
solo se yg = xp. In generale, quando la norma non ¢ hilbertiana 'unicita viene
invece a mancare in entrambi i Corollari. Un esempio: sia E = R?, munito
della norma ||z|| = |lz1e™ 4+ 20e@|| := |21| + |22|; posto V := span{eM},
p(x) = ||z]|, zo := e e (x1eM)) := 21, si vede facilmente che, con le notazioni
del Teorema 2.1.1, in questo caso risulta A\; = —1 e Ao = 1. Pertanto, per
ogni ¢ € [—1,1] il funzionale f. definito da fc(:cle(l) + 1‘26(2)) = 21 + cxy &
un prolungamento lineare di ¢ tale che ||fc||« = pv(p) = 1. Inoltre risulta
feleW)=1=[eM|?e | fels =1 =]V n

Poniamo la seguente

| Definizione| 2.1.1 La norma ||. || dello spazio normato (E;||.||) si dice

strettamente convessa® se

(21 # @, |l = [lz2]l =1, ¢ €]0,1])
implicano (|[txy + (1 —t)ze|| < 1). m

29 in inglese, rotund



82 CAPITOLO 2. SPAZI DI BANACH.

Si noti che la norma indotta dal prodotto scalare in uno spazio prehilbertiano

& sempre strettamente convessa: se ||x1]] = ||z2]| =1e0 <t < 1,siha
trr + (1 — t)aa]|? = 2 + 2t(1 — t) (21, 22) + (1 — )2 < 1
e 'uguaglianza vale se e solo se (z1,x2) = 1 = ||z1]| ||z2||, il che implica z1 = 2.

Si controlla inoltre facilmente che

‘Proposizione‘ 2.1.1 Se la norma || .||« nel duale E* dello spazio nor-

mato (E;||.]|) é strettamente convessa, il prolungamento f ed il
funzionale fy definiti rispettivamente nei Corollari 2.1.1 ¢ 2.1.2
$0m0 unici.

Dim.: nelle ipotesi del Corollario 2.1.1, sia {z,} C V tale che ||z,| =1

e o(xn) — pv(p), e siano f,g € E* due prolungamenti di ¢ # 0 tali che
£l = llgll« = pv (o). Per ogni t €]0,1] si ha allora

tf + (1 =B)gll« <t fll« + A =Dllglls = pv(e);

d’altra parte

Itf + (1 =t)glle > (tf + (1 —1)g)(xn) = te(wn) + (1 = )p(wn) =
= @(xn) = pv(p),

quindi [|tf + (L = t)gll« = t||f]]« + (1 — t)|lg]l«, da cui, per la stretta convessita
della norma in E*, f = g.

Ne discende facilmente anche 'unicita del funzionale fy descritto nel Corol-
lario 2.1.2: se go € E* ¢ tale che ||goll« = [|zoll e go(w0) = ||z0]?, per
ogni t €]0,1[ si ha allora che (tfo + (1 — t)go)(wo) = ||wo||?, quindi ||zo] =
tlfoll+(1=8) lgolle > lltfot (1—bgoll. > > [I(tfo+(1—8)g0) o)/ Ilzoll] = Ilzoll,
da cui, sempre per la stretta convessita della norma || . ||, go = fo. =

ALCUNI ESEMPI DI SPAZI DUALIL

Nel Paragrafo 1.6 si ¢ mostrato (Teorema 1.6.2) come ogni spazio di
HILBERT sia isometricamente isomorfo al suo duale. Questa proprieta non si
estende agli spazi di BANACH, per i quali si pone quindi il problema di deter-
minare, di volta in volta, uno spazio che sia isometricamente isomorfo al duale
dello spazio in considerazione.

Esamineremo dapprima la situazione per gli spazi /P, con la limitazione
1 <p<4o0.

2.1.2 Per ogni p € [1,400], il duale di (? ¢ isometricamente

isomorfo ad (%, dove q ¢é I’ esponente coniugato di p (Definizione
1.3.2).

Dim.: fissato (9 € ¢7, il funzionale lineare
+oo
2(P) — {xgp)}neN — Z xff) xgbp)
n=1

e definito su tutto /P, ed e limitato, dato che, grazie alla disuguaglianza di
HOLDER (1.8),
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va®) ¢ p, ‘Z+ > 2@ x(p)‘ < H{xm) <p>}H < [« @1, [l=®]] ;
quindi & un elemento di (¢)*, che indichiamo con J(®z(%);

+oo

(2.4) ( J(‘I):L-(‘Z)) (2®):= 3" 2l 2.

n=1

L’applicazione J(@ : ¢4 — (fP)* cosl definita e evidentemente lineare, e da
quanto precede si ha che

(2.5) HJ(Q)Z(Q)H(ZP)* < ||:E(<I)Hq.

Per completare la dimostrazione, basta quindi mostrare che J@ ¢ suriettiva ed
inoltre & un’isometria. Fissiamo allora f ad arbitrio in (¢P)*. Se £ € (7 ¢ tale
che J@¢ = f, deve necessariamente risultare f(e(™) = (J(@¢)(e(™) = ¢,. Si
tratta quindi di verificare: da un lato, che, posto & = {&, = f(e(™)}, si ha
€ €11 e JWE = f; dall’altro, che |[€|lg = ||f|l(er)+; anzi, vista la (2.5), che
1€llg < W1 f1l¢ery=-

Mostriamo che & € (9 e ||€]lg < || fll(er)-- Per p =1, si ha |&,| = |f(e™)] <
Il fllery=, quindi € € £2° e [|{]|oc < [|f]l(e1y+- Se 1 < p < +00, posto A, := sign&,
risulta, VN € N,

N N N
Z 1€n|? = Z An &n |€n|q71 =f (Z An e(™ |£n|‘11) <
- - N " N 1/p
= [ fll ¢ery~ (Z |£n|q> :
n=1

< [1flery~

D Ane g1

p

da cui

N 1-1/p N 1/q
(2:6) <Z |§n|Q> = (Z |§n|Q) < |1£ll ey
n=1 n=1

Passando al limite per N — —l—oo7 si ottiene che § € 9 e ||€lq < || f]l (r)-

Infine, mostriamo che J(@W¢ = f. Fissato 2P € P (con 1 < p < +00),
poniamo y» = ij 1 2P e (N € N); si ha allora che y¥ — z() in (7, ed
inoltre

N
(2.7) (J D) (y Z 2™ = f(uM);
Passando al limite per N — 400, si ottiene

(J(Q)g)(x(”)) _ f(x(p)), da cui J(Q)‘f =fu

Osservazione | 2.1.2 La dimostrazione del Teorema precedente non si puo estendere

al caso p = +oo. In effetti, & facile verificare che, per ogni fissato (! € ¢!, il

funzionale che manda z(°®) € ¢ in :ﬁ xS}’ x%oo) & un elemento JM z(M) in

(£°)*, e che, inoltre, JM & un’applicazione lineare da ¢! in (£2°)* che verifica
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[JD 2D ooy < [[2W]y. Fissata poi f € (£°)*, se si pone, Vn € N, &, =
f(e™), dall'uguaglianza, valida VN € N,

N N N
o1&l =Y f(e!)sign &, = f <Z e™ sign §n>
n=1 n=1

n=1

si ricava che € € €1 e [[€]l1 < || f] (). Quindi J) & un’isometria lineare da ¢!
in (£2°)*. Non si puo tuttavia concludere che J) sia suriettiva (non & possibile
procedere come nella dimostrazione del Teorema 2.1.2, perché se z(°) € (>
la successione {y™}, dove y" := 271:[:1 pased e™ . non tende in generale ad z in
2°).

In effetti, si consideri la varieta lineare ¢ di £°° costituita dalle successioni x =
{zn} che ammettono limite finito, e sia ¢ il funzionale definito su ¢ da p(z) :=
lim,, x,. Si ha evidentemente che ¢ & lineare e continuo su ¢ (risulta |p(z)| <
||z||, € se ne deduce facilmente che () = 1), quindi, per il Teorema di HAHN-
BANACH, si puo prolungare ¢ ad un elemento f € (£>)*, con ||fl[(eey« = 1.
Tuttavia, per nessuno & € ¢! pud essere JE = f: in questo caso, si dovrebbe
avere infatti che &, = f(e™) = ¢(el™) = 0, quindi f = JM¢ dovrebbe essere il
funzionale nullo, il che & evidentemente assurdo (il vettore z := {1,1,...,1,...}
einc e f(z) = ¢(x) =1).

In realta, non solo la dimostrazione, ma anche I’enunciato del Teorema
2.1.2 non si puo estendere al caso p = +00, come verra mostrato pitt avanti: si
veda il Corollario 2.9.1. =

Un risultato perfettamente analogo a quello del Teorema precedente vale per
gli spazi LP(Q):

2.1.3 Sia Q un sottoinsieme misurabile di R?; per ogni p in

[1,4+00], il duale di LP(QY) e isometricamente isomorfo ad L(),
dove q ¢ l’esponente coniugato di p.

Dim.: come nella dimostrazione del Teorema precedente, fissata (9 € L7()
si vede, questa volta grazie alla disuguaglianza di HOLDER (1.16), che lappli-
cazione lineare da LP(Q2) in R

20 / 2 (1) 20 (1) it
¢ ben definita, ed & limitata: 2

UQ I(Q)(t) ac(p)(t) dt‘ < Hx(Q)Hq HI(p)H;ﬂ

quindi individua un elemento J(@2(9) ¢ (LP(Q))*:

(2.8) ( J(‘I):L-(Q)) (2®) = / 2 (1) 2 (1) d.
Q

L’applicazione J(@ : L9(Q) — (LP(Q))* definita dalla (2.8) ¢ lineare, ed inoltre
si ha che HJ(q)ac(‘I)H(Lp(Q))* < Hx(q)Hq.

Ancora, distinguiamo due casi, p=1e 1 < p < +00. La dimostrazione sara
completata nel primo caso se mostriamo che Vf € (L'(Q))* Jy € L>(Q) tale
che f = J®y, e [[ylls < |7y (11(q))-- Fissiamo allora f € (L*(R2))*, ed
una successione {2, } di sottoinsiemi misurabili e di misura finita di 2, tali che
Q =, Q; e lecito supporre che gli Q,, siano a due a due disgiunti (altrimenti,
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e sufficiente sostituire ogni Q41 con il sottoinsieme Q2,11 \ (21 U ... UQ,)),
ed indichiamo con Yy, la funzione caratteristica di §2,. Fissiamo poi una suc-
cessione {\,} di numeri strettamente positivi tali che la serie > A2 m(f,)
converga, e definiamo ¢ € L*(Q2) ponendo &(t) := >, Ay Xn(t); si ha allora
€113 =, A2 m(S2,), e per ogni z € L?(Q) risulta

1€zl = fo 1€@) (@) dt < [[E]l2 [l]]2-

Il funzionale (lineare) z — f(&x) & continuo su L?(€2), dato che

| < I f[l« 1€zl < (Lf 1l 1€112) 2

per il Teorema 1.6.2, esiste una funzione z € L?(Q2) tale che

(2.9) f(€x) = (2,2)120) = /Q z(t)x(t)dt Yz € L*(9Q).

Poniamo, q.o. in Q, y(t) := 2(t)/£(t), come & possibile, dato che £(t) > 0 q.o. in
Q. Risulta evidentemente yy,, € L%(£2); per ogni fissata u € L>(), scegliendo
nella (2.9) z := x,u/¢ (funzione che & in L2(£2)) si ottiene che

210) ) = [ sOx®udt= [ yOubd Yue I¥@)
Q Qp
Mostriamo ora che y € L*(Q), anzi che [|y|loo < ||f]|«. Per ogni ¢ > 0 fissato,
poniamo
Ac:={teQ[y®)] = [fll«+e},
e verifichiamo che m(A.) = 0. Infatti, se nella (2.10) si sceglie u = x4_ signy si
ha che

Uf1l + &) m(Ae N y) < / ly(®)] dt < [| fll. m(Ac N 2y),
AcNQn

possibile solo se m(A: N§,) =0 Vn €N, da cui m(A:) = 0; per arbitrarieta

di e, ne segue che |y(t)| < ||f|l« q.0. in Q.

E facile ora verificare che la (2.10) vale anche per ogni u fissata in L'(€2): in

effetti, per ogni n € N si ponga

un(t) = {u(t) se |u(t)] < n,

nsignu(t) se |u(t)] > n.

Si controlla subito che, per il Teorema di LEBESGUE, Xy, un, — v in L(Q), dove
Xn = X1+-..+Xn € la funzione caratteristica di Q, := QqU...UQ,; scegliendo
nella (2.10) u = X, u,, e passando al limite per n — +o0 si ottiene che

(2.11) f(u):/Qy(t)u(t)dt Yu € LY(9),

il che conclude la dimostrazione nel caso p = 1.

Veniamo ora al caso 1 < p < +o00. Abbiamo verificato all’inizio della di-
mostrazione che I'applicazione J@ : LI(Q) — (LP(2))* definita dalla (2.8) &

lineare, e verifica la maggiorazione HJ(‘?)x(q)H(LP(Q))* < H:E(Q)Hq. Anzi, se per

ogni z(9 € (7 si definisce, g.o. in €,

=) (1) == 0 se z(@ (t) =0,
|$(q) (t)|‘1_2 2(@) (t) se (@) (t) #0,
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si verifica immediatamente che

#®) e LP(Q); Hg(p)Hp — Hx(Q)HZ_l; (J(q)x(q)> G@P) = Hx(Q)HZ’

e ne viene facilmente che J(@ & un’isometria da L(Q) in (LP(Q))*.

La suriettivita di J(9) ¢ pit delicata; per 1 < p < 400 omettiamo quindi una
dimostrazione diretta (possibile, ma complicata), e rimandiamo al Corollario
2.8.1, che la presenta come conseguenza della riflessivita di LP(2). u

Osserviamo che il Teorema 2.1.3 vale anche per spazi del tipo LP(A, €, )
costruiti in modo analogo agli LP(€2) ma a partire da uno spazio di misura o-
finito (A, &, ), con p misura non negativa (di cui anche gli spazi £? sono un caso
particolare). Per spazi di misura non o-finiti, vale ancora lo stesso risultato, solo
pero per 1 < p < 400.

Vediamo ora un altro esempio, che non rientra invece nella categoria degli
spazi di LEBESGUE LP(A, &, u):

‘Deﬁnizione‘ 2.1.2 ¢y ¢ lo spazio delle successioni infinitesime, con
norma definita da ||z = ||7]|c0- ®

E chiaro che ¢y € una varieta lineare di ¢°°; anzi, come ora mostriamo, € un
sottospazio chiuso di £°°, quindi € a sua volta uno spazio di BANACH:

Proposizione‘ 2.1.2 ¢q ¢ chiuso in (.

Dim.: sia {#(™} una successione in ¢y tale che (™ — z in ¢>°; dobbiamo
mostrare che z € ¢g. Sia z(™ = {:c;")}keN, x = {x }ren; per ipotesi, fissato
£ > 0 ad arbitrio, In. : Vn > n., ||z — [l < &/2, quindi |:c,(€n) — x| <e/2,
Vk € N, Vn > n.. Fissato m > n., esiste k = k(e,n) tale che, per ogni k > k,
risulti |:c,(f)| < €/2; dato che allora |z| < |xp — :c,(f)| + |:c,(f)| < €, ne viene che
rr — 0, cloe x € ¢g. m

‘Proposizione‘ 2.1.3 Il duale ¢ di ¢o ¢ isometricamente isomorfo a (*.

Dim.: procediamo come nella dimostrazione del Teorema 2.1.2. Fissato
M) e 01 i verifica facilmente che il funzionale Jz(!) definito da (jac(l))(x) =
Sobee 2Dz, Va € ¢ ¢ lineare e continuo, con [TzW]les < [laM ]|y, Per
mostrare che J & un’isometria suriettiva di ¢! su cf, fissiamo ad arbitrio f € ¢},
e poniamo & = {&, := f(e(™)}. Per ogni N € N si ha, posto ), := sign &,,

N N N
Z |§n| = Z An f(e(n)) = f (Z An e(n)) < Hf
n=1 n=1

n=1

3%}

ne segue che £ € (e ||€]|p < [l fllc;- Grazie alla disuguaglianza opposta gia
dimostrata, si ha che [[£[l1 = || f|lc; = | TE]|ez. Per ogni x = {x,,} € ¢ fissato, e
N ._

per ogni N € N, poniamo x 27]1\;1 xp e cosicché 2V — x in ¢o. Dato che
(T (V) = f(2V), se ne deduce che (J¢&)(x) = f(z), cioe, data I'arbitrarieta
diz,che JéE=f.m
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Terminiamo questo Paragrafo con un’ultima osservazione. Abbiamo gia det-
to che in questo Capitolo ci occuperemo solo di spazi reali. Per evitare equivoci,
chiariamo pero che anche il Teorema di HAHN-BANACH (come del resto gli altri
teoremi fondamentali dell’analisi funzionale citati nel Capitolo 1), puo essere
esteso al caso di spazi complessi. Prima di stabilire tale estensione, premettiamo
alcune considerazioni. Se F ¢ uno spazio vettoriale complesso, ¢ evidentemente
anche uno spazio vettoriale reale; occorre pero distinguere tra wvarieta lineare
complessa e varieta lineare reale:

‘Deﬁnizione’ 2.1.3 Sia E uno spazio vettoriale complesso;

i) V' & una varieta lineare complessa (risp., reale) se ax + [y
¢inV Vr,y inV eVa, in C (risp., Vo, 3 in R);

i1) il funzionale f, definito sulla varieta lineare complessa (oppure
reale) dom f, si dice lineare complesso (oppure lineare reale) se
¢ a valori complessi (oppure reali), ed inoltre f(ax+ By) = af(x)+
Bf(y) Vx,y € dom f, e Va, 5 in C (oppure Vo, 5 in R). m

E ovvio che una varieta lineare complessa & anche una varieta lineare reale,
ma non vale, in generale, il viceversa: se x # 0, x ed ix sono linearmente
indipendenti se il campo degli scalari ¢ R, mentre non lo sono se il campo degli
scalari e C.

‘Deﬁnizione‘ 2.1.4 Sia E uno spazio vettoriale complesso. L’applica-
zione p : E — R ¢ detta seminorma su E se verifica le sequenti
proprieta:

i) p(Ax) = [N p(x) Yz € E, VA€ C;
it) plr+y) <plx)+ply) Ve,ycE. u

Quindi, una seminorma verifica le proprietd di una norma, eccettuata la
proprieta di separazione: & ancora vero che p(z) > 0 Va € E, e che p(0) = 0,
ma non ¢ detto che p(x) si annulli solo per z = 0.

Dimostriamo la seguente estensione del Teorema di HAHN-BANACH:

2.1.4 Sia E uno spazio vettoriale complesso, e sia p una fissa-

ta seminorma su E. Se ¢ é un funzionale lineare complesso definito
sulla varieta lineare complessa V' := domp, e tale che |p(v)| <
p(v) Yv €V, allora ¢ si puo prolungare ad un funzionale lineare
complesso [ definito su tutto E, che verifica |f(z)| < p(x) Vr € E.
Dim.: per ogni v € V, scriviamo p(v) = ¢1(v) +ip2(v) con ¢1(v), p2(v) € R: &
evidente che @1, @2 sono funzionali lineari reali, e che p1(v) < |p1(v)] < |p(v)| <
p(v). Inoltre, Vo € V si ha
p(iv) = @1(iv) + ipa(iv) = ip(v) = —pa(v) + ip1(v),

cosicché @o(v) = —¢1(iv) Vv € V. Per il Teorema 2.1.1, ¢ possibile esten-
dere 1 ad un funzionale lineare reale f; definito su tutto E, tale che fi(z) <
p(z) VYa € E; in particolare, —fi(z) = fi(—z) < p(—z) = p(x), da cui
|f1(2)] < p(z). Definiamo allora
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f(z):= fi(z) —if1(iz) Yz e E.
Ne viene che f(iz) = f1(ix) —ifi(—z) = fi(ix) +ifi(x) =if(x), e se ne deduce
immediatamente che f ¢ un funzionale lineare complesso su E; inoltre, Vv € V'
si ha che

f) = f1(v) —ifi(iv) = e1(v) —ip1(iv) = @1(v) +ipa(v) = @(v),
quindi f & un’estensione (complessa) di ¢ a tutto E.
Resta infine da mostrare che |f(z)| < p(x) Vz € E; per questo, poniamo
f(z) = |f(x)] exp(if): sihaallora0 < |f(x)| = f(z) exp(—if) = f(z exp(—ih)),
quindi | f(z)] = f1(x exp(—i0)) < p(z exp(—if)) = p(z). m

2.2 Separazione di insiemi convessi.

Completiamo la Definizione 1.6.1 nel modo seguente:

‘Deﬁnizione‘ 2.2.1 Sia X wuno spazio vettoriale; chiamiamo iperpiano
affine ogni traslato di un iperpiano (vettoriale), cioé ogni insieme
della forma xo+V, dove xg e un qualsiasi elemento di X eV ¢é un
iperpiano (vettoriale). m

Si ottiene facilmente la seguente caratterizzazione:

‘Proposizione’ 2.2.1 Vi e un iperpiano affine se e solo se esistono un
funzionale lineare f non identicamente nullo ed un numero reale X

tali che Vi = f~1(\).
Dim.: se V & un iperpiano (vettoriale), zo & un elemento fissato in X, e V; :=
xo+ V, si ha V3 = xg + ker f, dove f # 0 e lineare; quindi, per ogni x € V; si
ha f(z) = f(xo), da cui Vi C f~(f(x0)). Reciprocamente, se x € f~1(f(z0))
si ha © = 29 + (x — x0) con © — xy € ker f, da cui l'inclusione opposta, e, in
definitiva, V4 = f~1(\) con X := f(x0).

Viceversa, se f # 0 ¢ un funzionale lineare, e V3 = f~1()\) con A\ € R,
fissato xg € X tale che f(xg) = A, si vede, procedendo in modo analogo, che
Vi = xg + ker f; cio conclude la dimostrazione. m

‘Deﬁnizione‘ 2.2.2 Dati i due sottoinsiemi A, B dello spazio vettoriale
X, si dice che Uiperpiano affine f~*(\) (iperpiano affine di equa-
zione [f = \] ) separa gli insiemi A e B:

in senso largo, se f(a) < A < f(b) V(a € A, b € B) (o se
f(0) <A< f(a) perognia e A, be B);

in senso stretto, se sup,c, f(a) < A < infyep f(b), (cioé se
esiste € > 0 tale che f(a) < A—e<A+e< f(b)V(ae A, be B),
oppure se risulta supycp f(b) < A <infeea f(a).

E del tutto ovvio (gia in R) che, senza qualche ipotesi di natura “geometri-
ca”, due generici insiemi non vuoti e disgiunti A, B non sempre possono essere
separati —anche in senso largo— da un iperpiano affine. Alcune condizioni suffi-
cienti, che vedremo tra poco, fanno intervenire in modo essenziale la convessita
dei due insiemi:
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‘Deﬁnizione’ 2.2.3 Siano X wuno spazio vettoriale, e {xy1,...,x,} n
vettori in X ; ogni elemento z della forma
z=> 0 tyrg, dove: t, >0 perk=1,...n, e > _ tp=1,
st dice combinazione convessa degli elementi xy, ..., x,.
L’insieme delle combinazioni convesse di due elementi x,y € X
si dice segmento di estremi x, .
Un sottoinsieme K C X si dice convesso se ogni segmento cha
ha estremi in K é tutto contenuto in K. m

Ogni insieme convesso ha la rilevante proprieta di contenere tutte le combi-
nazioni convesse di un numero finito qualunque di suoi elementi:

Proposizione| 2.2.2 Sia K un sottoinsieme convesso dello spazio vet-
toriale X. Yn € N e per ogni n-pla di elementi xy,...,x, € K, tutte
le combinaziont convesse di xq, ..., x, appartengono a K.

Dim.: dimostriamo la proprieta per induzione sul numero di elementi. As-
sumiamo che essa valga quando il numero di elementi ¢ < n; fissiamo poi
Z1,...,Tp41 € K, ed una loro combinazione convessa = := ZZLI trxp. Se
tpy1=1,sihaz=x,41 € K;8e 0<t,41 <1,siha

n

23
xTr = (1 — tn+1)kz_; mIk +tn+1 Tn+1-

Poiché y := >} _| tx (1 —tp41) "' 2% & una combinazione convessa di n elementi
in K, anche y € K per l'ipotesi di induzione; ne viene quindi che anche =,
combinazione convessa dei due elementi y, x, 41, ¢ in K. n

‘Deﬁnizione‘ 2.2.4 Dato il sottoinsieme C' dello spazio vettoriale X, si
indica con conv C' il convessificato di C, definito come [’insieme
di tutte le combinazioni convesse di un qualunque numero finito di
elementi in C.

E ovvio che conv C' & convesso; anzi, si verifica facilmente che e l'intersezione
di tutti i convessi in X che contengono C', quindi ¢ il pit piccolo insieme convesso
che contiene C'. Si noti che 'intersezione di una qualunque famiglia di insiemi
convessi & sempre convessa, cosi come 'unione degli elementi di una catena
(rispetto alla relazione di inclusione) di sottoinsiemi convessi.

Gli insiemi convessi in uno spazio normato hanno notevoli proprieta topo-
logiche:

2.2.1 Sia K un sottoinsieme convesso dello spazio normato E.
Per ogni x interno a K, e per ogni y in K, il segmento semiaperto
definito da {tx + (1 —t)y | 0 <t <1} éinterno a K.

Dim.: sia ¢ > 0 tale che la sfera aperta X(x, 0) sia contenuta in K; per ogni

t €]0, 1] fissato, la sfera 3(tx + (1 —¢)y, to) € un intorno del punto tx + (1 —t)y,
ed & contenuta in K, dato che X(tz + (1 — t)y, to) = tX(z,0) + (1 — t)y. u
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‘Proposizione‘ 2.2.3 Sia K un sottoinsieme convesso dello spazio nor-
mato E; allora

i) Uinterno int K e la chiusura K di K sono convessi;

it) se int K # (0, allora K = int K.

iii) se K ¢é aperto, K = int K.

Dim.: 7): applicando il Lemma precedente, si vede che se ,y € int K e t € [0, 1]
siha tr + (1 —t)y € int K. Se x,y € K, siano {x,},{y.} C K tali che
Tpn — X, Yo — y; per ogni ¢t € [0,1] fissato, si ha tx, + (1 —t)y, € K, e
ten + (1 —t)y, — tx + (1 —t)y, dunque tz + (1 —t)y € K.

ii): basta dimostrare che K C int K. Fissato ad arbitrio z € K, mostriamo
che Ve > 0 si ha X(x,e) Nint K # (. Sia z. € K tale che ||z — x| < &/2, e
scegliamo x( € int K. Se . = xy non c’e altro da aggiungere; altrimenti, per il
Lemma 2.2.1 si ha che per ogni ¢ €]0, 1] risulta z; := tzg + (1 — t)z. € int K.
Se 0 <t <e/(2l|lwg — zcl]), st ha ||z — x| < ||z — x| + ||we — @o|| < €, cioe
x¢ € X(z,e) Nint K.

ii1): si veda il Corollario 2.2.1 piu avanti.

Ricordiamo (Corollario 1.6.3) che in ogni spazio normato a dimensione
infinita si dimostra ’esistenza di funzionali lineari definiti su tutto lo spazio, ma
non continui. Vale il seguente risultato, che estende parte della Proposizione
1.6.4:

‘Proposizione‘ 2.2.4 Sia E uno spazio normato; allora:
i) ogni iperpiano (vettoriale o affine) é chiuso o denso;
i1) liperpiano V di equazione [f = \] ¢é chiuso se e solo se f ¢
continuo.

Dim.: e sufficiente dimostrare le proprieta nel solo caso degli iperpiani vettoriali.

i): ¢ il Corollario 1.6.2.

ii): se f ¢ continuo, ker f = f71(0) & chiuso. Reciprocamente, supponiamo
ker f chiuso, e sia y € E'\ ker f, cosicché f(y) # 0. Dato che E'\ ker f & aperto,
esiste o > 0 tale che X(y, o) Nker f = (), quindi Vz € ker f risulta ||y — z|| > o.
Ogni x € FE si scrive nella forma z = ay + z, con o = f(z)/f(y) e z € ker f; per
ogni x € E \ ker f si ha allora

Izl = llay + 2 = la| ly = (= &) || = lel e = el f @)/ (W),
(perché (—z/a) € ker f). Di conseguenza, |f(z)| < (|f(y)le™") ||z|| Vz € E\
ker f, anzi, dato che la disuguaglianza ¢ ovvia se x € ker f, per tutti gli « in FE,
cioe f e limitato. m

Dato che sembra difficilmente proponibile I'idea di “separare” due insiemi
mediante un iperpiano affine denso, i risultati di separazione dovranno essere
relativi ad iperpiani affini chiusi. Qualche considerazione preliminare:

‘Deﬁnizione‘ 2.2.5 Sia K un sottoinsieme non vuoto dello spazio vetto-
riale X ; il funzionale di Minkowski, o gauge, jx di K ¢ definito
da

Jr(x) =inf{a>0|a e e K}, Vr€FE.n
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Se X & uno spazio normato, 0 € K e K & aperto, esiste p > 0: %(0,0) C K;
ne viene che jg(x) & finito (e > 0) Va. Se inoltre K & convesso, jx ha alcune
proprieta notevoli:

‘Proposizione‘ 2.2.5 Sia ji il funzionale di Minkowskr di K, dove K ¢
un aperto convesso dello spazio normato E, con 0 € K; allora:

i) jk(Az) = Ajg(z), Ve e E, YA >0;
i) jg (@ +y) < jr(x) + jx(y), Va,y € K;
iti) de: ji(z) < cllz||, Vz e E;
iv) K ={x € F jg(z) < 1}.
Dim.: i): immediato, perché, VA > 0,
jx(Ar) =inf{la >0 | da"tz e K} =inf{da|a 'tz e K} = \jk(x).

i1): si osservi intanto che

2.12 se v > ix(z), allora v 'z e K;
( v > jx(2), gl ;

infatti, per definizione di jx esiste a € [jx (), 7] tale che a~'x € K; ma allora
vl = ayHatz) + (1 —ay )0 € K (perché K & convesso, ay~! €]0,1]
e 0 € K). Ne segue che, V(o > jg(x), B > jik(y)), si ha a™lz, 371y € K;
quindi, posto ¢ := a (a+B) 1, risulta t €]0, 1], ed inoltre ta~tz+ (1 —t)3 1y =
(a+B)"Hz+vy) € K, da cui jg(z+y) < a+ B; per Parbitrarieta di «, 3, ne
viene che j(z +y) < ji (2) + jic(y).

ii1): sia o > 0 tale che X(0, 0) C K; per ogni « € E e per ogni € > 0) si ha
che o(e + ||z||) "t 2 € K, quindi jx(z) < 07 !(c + ||z]|), e, data 'arbitrarieta di
e, jr () < o Hl=|l.

w): se jr(z) < 1, dalla (2.12) si ha © € K; d’altra parte, se € K esiste
e>0:(1+¢e)z € K (perché K & aperto), dunque ji(z) < (1+¢)"t < 1.m

Possiamo ora dimostrare le cosiddette forme geometriche del Teorema
di HAHN-BANACH:

2.2.1 (prima forma) Siano E uno spazio normato, A, B

due sottoinsiems convessi, non vuoti e disgiunti di F, e supponiamo
che A sia aperto; esiste un iperpiano affine chiuso che separa A e
B in senso largo; piu precisamente,

(2.13) A(f € E*\ {0}, a € R):

fla) <a< f(b), V(ee A, be B).
Dim.: mostriamo intanto che, nel caso particolare in cui B = {xo} (con 2y € A),
(2.14) df e E*: Ve e A, f(x)< f(xg),

cosicché l'iperpiano affine di equazione [f = f(x¢)] separa A e B = {z0} in
senso largo.

Fissato ag € A, poniamo xj, := 29 —ag ed A’ := A—ag:={x—ap | x € A},
di modo che A’ & un convesso aperto, con 0 € A" e x, ¢ A’. Posto Xy :=
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{Az{ | A € R}, sia ¢ il funzionale definito su Xy da @(Az() := A; & evidente che
© & lineare. Inoltre, per la iv) della Proposizione 2.2.5 si ha ja/(z() > 1; ne
viene che

se A >0, p(Azp) = A < Mjar(xp) = jar(Azp);

se A <0, p(Azg) = A <0 < jar(Azp);
quindi p(2') < ja(2') Va' € Xo. Per il Teorema 2.1.1, esiste un prolunga-
mento lineare [ : E — R di ¢ che verifica f(x) < ja(x) Vo € E; per la iii) della
Proposizione 2.2.5, ne viene che f(x) < ¢||z||, quindi anche f(z) = — f(—x) >
—c||—z|| = —c¢||z||, da cui f € E*. Infine, si ha f(z}) = ¢(z) = 1, mentre,
Va' € A’| risulta, per la iv) della Proposizione 2.2.5, f(z') < ja(2') < 1. Per
ogni x fissato in A, si ha 2’ := 2 — ag € A’; quindi

f@') = f(x) = flao) < f(x5) = f(x0) — flao), cioe f(x) < f(wo).

Veniamo ora al caso generale, e poniamo C := A—B : {a—b|a € A, b€ B},
cosicché C' ¢ convesso; inoltre, si ha C' = J,. 5 (A—0), quindi C' & aperto; infine,
0 € C perché AN B = (). Per la prima parte della dimostrazione, 3f € E* tale
che f(z) < f(0) = 0 Vx € C, cioe f(a) < f(b) Y(a € A, b € B); posto
a = infpep f(), si hala (2.13). m

2.2.1 Se K ¢ un sottoinsieme convesso e aperto dello spazio

normato E, si ha K = int K.

Dim.: basta verificare che (z € int K) = (z € K). Supponiamo, per assurdo,
che dzg in int?\ K; come si ¢ visto nella prima parte della dimostrazione
del Teorema precedente, 3(f € E*\ {0}, € R) : f(x) < f(zo) per ogni
r € K, quindi f(z) < f(xo) Vo € K. Poiché 2o € int K, 30 > 0: %(xg,0) =
xo + 0%(0,1) C K; per ogni z con ||z]| < 1 si deve quindi avere

f(zo + 02) = f(zo) + 0f (2) < f(x0),
da cui f(z) <0 Vz € X(0,1), possibile solo se f =0, contro 'ipotesi. m

2.2.2 (seconda forma) Siano E uno spazio normato, A, B

due sottoinsiemi convessi, chiusi, non vuoti e disgiunti di F, e sup-
poniamo che A sia compatto; esiste un iperpiano affine chiuso che
separa A e B in senso stretto.

Dim.: consideriamo ancora linsieme C' := A — B; & non vuoto, convesso, e
0 ¢ C. Mostriamo che C ¢ chiuso: se {an} C A, {b,} C B sono tali che
an — b, — ¢ € E, per la compattezza di A possiamo estrarre da {a,} una
sottosuccessione {a,, } tale che a,, — a € A. Ma allora

bnk = Qn, — (an;C - bnk) —a—=C
dato che B & chiuso, a — ¢ € B, dunque c=a — (a —c¢) € A — B.

Di conseguenza, E \ C' & un aperto contenente l'origine; sia o > 0 tale che
¥(0,0) C (E\ C), cioe £(0,0) N C = (. Per il Teorema 2.2.1, esistono
f € E*\ {0}, a> 0 taliche f(§) < a < f(a) — f(b) per ogni £ in ¥(0, p) e per
ogni a € A, b € B; in particolare (per £ = 0) si ha a > 0, e ne viene che

inf f(a)—sup f(b) > a > 0.
a€A beB
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Scelto ad arbitrio o' € |sup,cp f(b),infaea f(a)[, I'iperpiano chiuso di equazio-
ne [f=a'] separa A e B in senso stretto. m

Ne segue un risultato utilizzato molto frequentemente (si veda anche il
Corollario 1.5.3):

2.2.2 Sia A un sottoinsieme dello spazio normato E; sono

equivalenti le proprieta:
i) span A ¢ denso in E;
i1) se f € E* é nullo su A, allora f = 0.

Dim.: i) = i) ¢ evidente. Mostriamo che la negazione di 7) implica la negazione
di #4): assumiamo quindi che esista zg ¢ span A. Per il Teorema 2.2.2, devono
esistere f € E*\ {0}, a € R tali che f(z) < o < f(zg) Vz € span A. Poiché,
fissato « € span A, anche Az € span A VA € R, deve essere \ f(z) < a VA € R,
il che & possibile se e solo se f(z) = 0 Va € span A, quindi Yz € A. Dato che
f # 0, si & ottenuta la negazione di ii). m

Osservazione | 2.2.1 In dimensione infinita, contrariamente a quanto accade in R?,

non ¢ detto, anche nel caso hilbertiano, che due convessi A, B non vuoti e
disgiunti si possano sempre separare, anche in senso largo, con un iperpiano
affine chiuso . Ad esempio, sia E := (P (con 1 < p < 4o00; quindi, compreso il
caso hilbertiano p = 2), e si ponga

A= {a ={a,} € E ‘ agn = az,—1/2" Vn € N}5

C::{C:{Cn}EE‘CQn:O VnGN}.

E evidente che A e C sono sottospazi chiusi di F, ed ¢ facile verificare, utilizzando
il Corollario 2.2.2, che A+ C ¢ densoin E: se f = {f,} € E*(=(7) ¢ nulla su
A+C, in particolare ¢ nulla su C, ed ¢ immediato dedurne che fs,_1 =0 Vn € N.
Ma f deve essere nulla anche su A, quindi ZJFE fonaon, = 0 Va € A; se per
ogni fissato k € N si pone a®) := 2 ¢(2k=1) 4 ¢(2F) 'ne viene che 0 = (f,a®)) =
for VEk € N, cosicché f = 0.

Se & € E ¢ il vettore £ := :ﬁ e(?M) /27 i vede subito che € ¢ A+ C. In

effetti, se esistessero a = {a,} € Aec={c,} € C tali che { = a+c, si avrebbe,
Vn € N, &, = a,+cy; in particolare, 27" = a9, € 0 = 2" 4oy, +cop—1 = 1+cop—1,
cioe co,,—1 = —1, assurdo perché, essendo ¢ € E, deve essere lim,, o0 Cop—1 =
0. Posto B := C' — £ (& un iperpiano affine chiuso di FE), risulta AN B = {J;
ma si controlla facilmente che i convessi (non vuoti, disgiunti, chiusi -ma non
compatti-) A e B non possono essere separati in senso largo da nessun iperpiano
affine chiuso. In effetti, se 0 # f € E* ed o € R sono tali che f(a) < a < f(b)
V(a € A, b € B), ne viene facilmente che, poiché A e C' sono varieta lineari,
f e nulla sia su A sia su C, quindi su A + C, dunque f = 0, contrariamente
all’ipotesi. m
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2.3 I teoremi di Banach-Steinhaus e dell’appli-
cazione aperta.

Riprendiamo ora alcuni teoremi solo enunciati, (e limitatamente al caso hilber-
tiano), nel Capitolo 1. Premettiamo un risultato molto notevole, il Lemma
di BAIRE:

2.3.1 Siano (M;d) uno spazio metrico completo, e {A,} una

successione di suoi sottoinsiemi aperti, ciascuno dei quali ¢ denso

in M. Allora anche Uintersezione A := () —, A, & densa in M.

Dim.: fissati ad arbitrio zy € M e gy > 0, mostriamo che la sfera (aperta)
3 (x0, 00) contiene almeno un punto di A. Poiché A; ¢ denso in M, esiste z7 in
Ay N 5(x0, 00), che & un aperto; dunque 3oy > 0 X(z1,01) C A1 N (o, 00);
anzi, non ¢ limitativo supporre che risulti®® ¥(x1, 01) C A1 N (20, 00), € 01 <
00/2. Per ricorrenza, & possibile allora costruire una successione {x,,} di punti
in M ed una successione {p,} di numeri positivi tali che:

S(35'717 Qn) C AN E(:Cn,h anl)v
0 < 0n < 0n-1/2<27"00.

Ne segue che la successione {x,,} ¢ di CAUCHY, perché

d(xn-i-ra l‘n) < d($n+r; l‘n-{—r—l) +...+ d(xn-i-h xn) <
<27l (27T 27 1) <27 2 gy

dunque, converge ad un punto = € M. Per costruzione, Vn,r € N si ha x4, in
S(@n, 0n), quindi T € (2, 0n) C ApnNE(Tp_1, 0n—1) C AnNE(x0,00) Vn € N,
e ne viene che T € AN X(xg, 00). m

2.3.1 Sia M wuno spazio metrico completo non vuoto, e sia

{C} una successione di insiemi chiusi. Se M = J,>, C,, almeno
uno dei C,, ha interno non vuoto.

Dim.: mostriamo che se ogni C,, ha interno vuoto, il complementare dell’unione
dei {C), } non puo essere vuoto. Infatti, ogni M\ C,, & aperto, e denso in M (dato
chesiha M \ C,, = M\ (int C,,) = M). Per il Lemma precedente, (-, (M\C,,)
¢ densa in M, e ne viene che M \ (U2, Cn) =N (M\Cy,) #0. w

n=1 n=1

Dimostriamo ora il Teorema di BANACH-STEINHAUS, o Teorema di li-
mitatezza uniforme:

2.3.1 Siano E, F due spazi di Banach, e {Th}rer una fami-
glia®* di operatori in L(E, F). Se {T\} ¢ puntualmente limitata,
cioe
(2.15) Vexe E, Je(x) >0: YA€ A, |Thz|r < c(x),

allora ¢ uniformemente limitata:

(216) de > 0: VA€ A, ”TA|’L(E7F) <ec

30 ¥(x, 0) indica la sfera chiusa di centro z e raggio o: %(x, 0) := {y € M | d(y,z) < o}.
31 non necessariamente numerabile
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Dim.: per ogni n € N, poniamo C,, :={z € E | |[Thz||r <n, VYA€ A}. {C}
& una successione di chiusi in E, e, grazie alla (2.15), la loro unione da tutto
E. Per il Corollario 2.3.1, 3k : intCy # 0; sia allora X(zo, 00) una sfera
aperta non vuota, contenuta in int Cy. Osserviamo che, Vo € E \ {0}, posto
y :=x0+00x/[|z| g, sihay € X(zo,00) C Ck, ez = |||k (y—20)/00. Dunque,
Il r = ||z||e | Tay — Thaollr/oo < 2k ||x|| g/ 00, cioe la (2.16). =

2.3.2 Sia E), uno spazio di Banach, e sia Y C Ey; Y e
limitato in Ey se e solo se Vf € Ef Uinsieme f(Y) := {f(2)}rev
¢ limitato in R. In particolare, se x, — x allora {x,} € limitata,
inoltre, ||z|| < liminf, ||z,].

Dim. (si veda la dimostrazione del Corollario 1.9.1): ¢ evidente che se Y &
limitato in E4, si ha che f(Y) & limitato in R, Vf € E*. Per dimostrare 1'im-
plicazione reciproca, basta applicare il Teorema precedente con E := Ef, F =
R, A :=Y, T.(f) :== f(z) Vo € Y: per ipotesi, {T,}.ey ¢ puntualmente
limitata in B = Ef: Je(f) : |T(f)] < c(f), Vo € Y, dunque esiste ¢ :
Ve € Y, |Tz|| = supjyy.=1 [f(z)| < c¢. Per il Corollario 2.1.3, si ha che
llz|| = max)sy.=1 [f(z)] < ¢ Vo €Y, cioe Y ¢ limitato in E;. In partico-
lare, se 2, — x, per ogni f € E; la successione {f(z,)} & convergente, quindi
limitata, in R, dunque {z,} & limitata in E;. Per il Corollario 2.1.2, 3,
in Ef © |[foll« = ||z]| e fo(z) = ||z||?; allora Ve > 0 In. : Vn > n. si ha
Jall? = & < folwn) < foll lwall = ol llzall, auindi 2] < liming, 2. =

2.3.3 Siano E,F due spazi di Banacu, {T,,} una succes-

sione in L(E, F). Se T, converge debolmente a T (si ricordi la
Definizione 1.9.4), allora si ha:

sup,, [|T.]] < +o0; T € L(E,F); ||T| <liminf, ||7,]-

Dim.: si veda la dimostrazione del Corollario 1.9.2. =

2.3.4 Sia Ey uno spazio di BaNacH, e sia Y* C Ef; Y* e

limitato in EY se e solo se Vo € Ey Uinsieme {f(x)} ey~ € limitato
n R.

Dim.: ¢ evidente che se Y* & limitato in EY, si ha che {f(z)} ey~ € limitato in
R, Vx € Fy. Per dimostrare I'implicazione reciproca, basta applicare il Teorema
precedente con E := Ey, F =R, A:=Y", Ty(z) := f(xz) Vf € Y*: per ipotesi,
{Ts} ey~ ¢ puntualmente limitata in Eq: Je(z) : |Tf(z)| < c(z), Vf € Y™
Dunque, esiste ¢ : Vf € Y*, ||T¢|| = supj =1 [f(2)] = [[f]« < ¢, ciod Y* &
limitato in E7. m

Un altro risultato fondamentale ¢ il Teorema dell’applicazione aperta:

2.3.2 Siano E, F spazi di BanacH; l'operatore T € L(E, F) ¢

suriettivo se e solo se

(2.17) J0>0: ¥p(0,0) C T(SE(0,1)).
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Dim.: se la (2.17) ¢ verificata, & ovvio che T ¢ suriettivo. Per dimostrare la
proposizione reciproca, poniamo A := T(X(0,1)). La suriettivita di 7' implica
che FF = |J, nA (Yy € F, esiste  in E con y = Ta: per n > ||z| si ha
y = nT(zn~1), con an~! € $g(0,1)), quindi F = |J,, nA. Per il Lemma di
BAIRE, almeno uno dei chiusi nA deve avere interno non vuoto, e cio significa che
int A # (). Siano allora yo € F, 0o > 0 tali che ¥x(yo, 00) C A; in particolare,
yo € A, e dato che A (quindi anche Z) ¢ evidentemente simmetrico rispetto
all’origine, —yo € A. Dunque Xp(0,00) = —yo + Yr(y0,00) C A+ A, cioe

Yr(0,00/2) C A+ $A. Dato che A & convesso, lo & anche A (Proposizione
2.2.3), quindi 2 A+ 3 A = A; posto o := po/4, si ha che

(2.18) Yr (0,20) C A.
Mostriamo che la (2.18) implica, per la continuita di T', che ¥ (0, o) C A. Dalla

(2.18) si ha intanto che, Vn € N, ¥(0,27"1p) C 27" A = T(Xg(0,2-")), cioe
che:

(2.19) Y(y € Bp(0,27"T1g), £ >0), Iz € ¥p(0,27"): |y —Tz|r <e.

Fissiamo allora ad arbitrio n € X (0, ), e mostriamo che 3¢ € Y5 (0,1) tale che
T¢ = n. Costruiamo una successione {z,,} C E nel modo seguente: per n = 1,
scegliamo nella (2.19) y :=n, € := %g; quindi
1 €Xp(0,3): |In—Taxllr < 50
si puo allora scegliere nella (2.19) y:=n —Tay e £ := ig; si ha allora che
Jus € X5(0,1): |In— (Tzy + Tas)||lp < 2o
Per ricorrenza, si costruisce {x,,} tale che
xn € XE(0,27),e |In—T(z1+...+zn)||lr <27 "0.
E chiaro che la serie ) x, € convergente in F; si ha infatti

n+r n+r n+r
S a] <X o< 3o
k=n+1 E k=n-+1 k=n+1

detta & la sua somma, si ha inoltre che
13k elle < llzille + 35 27% < lzalle + 3,
quindi |[£||g < 1; infine, || — T¢||p = lim, [|n —T(z1+ ...+ x,)||Fr =0.n

Si osservi che se E, F sono spazi di BANACH, e T' € L(E, F) ¢ un operatore3?
che verificala (2.17), allora T' & un’applicazione aperta: siriveda ’Osservazione
1.9.1.

Anche il Corollario 1.9.3 ed il Teorema del grafico chiuso si estendono, so-
stanzialmente con le stesse dimostrazioni, al caso di un operatore tra spazi di
BANACH:

2.3.5 Siano E, F due spazi di Banacu, e T € L(E, F);

i) se T ¢ una biiezione di E su tutto F, allora T~' € L(F, E);
i1) T ¢ iniettivo e con immagine chiusa se e solo se

(2.20) da>0: Veekl, |Tz|r>alz|e.

32

non necessariamente suriettivo
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2.3.3 Siano E, F spazi di Banach, e sia T un operatore li-

neare da tutto E in F; se il grafico G(T) di T ¢ chiuso in E x F,
allora T € L(E, F).

In particolare, il Corollario precedente implica che gli spazi di BANACH E, F’
sono isomorfi se esiste una applicazione lineare continua, iniettiva e suriettiva
di uno dei due sull’altro.

E evidente che molte (ma non tutte: si veda I’OSSERVAZIONE 2.8.1) delle
proprieta degli spazi normati si conservano passando ad uno spazio isomorfo:
ad esempio, ¢ immediato controllare che uno spazio isomorfo ad uno spazio
completo € esso stesso completo.

Quando gli spazi vettoriali E/, F' coincidono, si pone la

| Definizione| 2.3.1 Due norme || .|1, ||.||2 sullo spazio vettoriale E si
dicono equivalenti se

(221) 3(a,3>0): Bllel < Jallz < allally, VoeE.w

Se entrambi gli spazi (E;|.]1), (E;].]|l2) sono completi, la (2.3.1) puod essere
sostituita da

(2.22) Ja>0: ||z|2 < alz]:, VxeE.

In effetti, se vale la (2.22) allora I’applicazione identica dello spazio (E;||. 1)
su (E;||.|l2) ¢ continua, quindi, sempre per il Corollario 2.3.5, anche 1! &
continua: di conseguenza, 367! > 0: Vz € E, |z|i < B7Y|z]2, da cui la
(2.21).

2.4 La topologia iniziale.

Ricordiamo alcune nozioni relative alla topologia iniziale su un insieme.

‘Proposizione‘ 2.4.1 Dato un insieme X, fissiamo F = {F},},em, dove
ogni F, é un sottoinsieme di X. Definiamo B = {By}xea come la
famaglia delle intersezioni al piu finite di elementi di F: B € B
significa cioé che

IMy C M, con My =0 0o My ={p1,...,ptn | n € N},
tale che B = F,.

pneMo

Infine, sia 7 la famiglia di sottoinsiemi di X definita come seque:
(AGT) e (HAO C A A:U/\EAO BA)

Allora T € una topologia su X, anzi € la meno fine tra le topologie

su X che contengono F.

Dim.: poiché X = (N 4 Fju, € 0 = Uycg B, si ha intanto che 0, X € 7. E

evidente che 'unione qualsiasi di elementi in 7 € ancora in 7; per verificare

che 7 & una topologia, di cui B & una base, € sufficiente allora controllare che
Iintersezione di due qualsiasi elementi di 7 € in 7. Ma in effetti, se si ha
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Ay = UAleAl Ba,; Ay = UA2€A2 B,
(dove Ay := A(A1), A2 := A(A3) sono sottoinsiemi di A), risulta
A1 NAy = U{B,\1 N By, | A €A, o E AQ},

quindi A; N Ay € 7. Dunque 7 € una topologia, ed & ovvio che 7 contiene F.

Sia ora 7" una topologia su X, e sia F C 7’; dato che 7' & una topologia, &
chiusa rispetto alle intersezioni finite, in particolare di elementi di F, dunque
B C 7/. Ma allora anche le unioni di elementi in B devono essere in 7/, cioe
7 C 7/, il che conclude la dimostrazione. =

Poniamo la seguente

‘Deﬁnizione‘ 2.4.1 La topologia T su X descritta nella Proposizione
2.4.1 si dice topologia generata da F.
Siano X un insieme, {(Xy; 7a) }rea una famiglia di spazi topologi-
ci; data una famiglia di applicazioni {oy : X — X)\}rea, poniamo
Fi={o(A)) | X €A, Ayemn}).
La topologia T generata da F su X si chiama topologia iniziale
rispetto alle applicazioni {px}ren.

Si osservi che, se B ¢ la famiglia delle intersezioni al piu finite di elementi di
F,Vz € X la famiglia V, := {B € B | x € B} & un sistema fondamentale di
intorni (aperti) di x.

Alcune proprieta fondamentali della topologia iniziale:

‘Proposizione‘ 2.4.2 Sia 7 la topologia iniziale sull’insieme X rispetto

alle applicazioni {@x}ren da X negli spazi topologici (X ;7).
i) T € la meno fine tra le topologie su X rispetto alle quali tutte
le applicazioni @y sono continue;

i1) la successione {x,} in X é convergente ad x in (X;T) se e
solo se, YA € A, px(x,) tende a px(z) in (Xx;7n);

i11) sia g un’applicazione dello spazio topologico (Zy; 1) in (X;7);
g € continua (nel punto zy € Zy) se e solo se (in zy) sono continue
tutte le applicazioni

gni=pr0g:Zy— Xy, (YAEAN).

Dim.: i): conseguenza immediata della definizione e della Proposizione 2.4.1.

i1): se x, — x in X, dato che ogni @y & continua si ha ¢y (x,) — ©x(z).
Reciprocamente, se {z,,} & una successione in X e, VA € A, px(z,) — or(2),
fissato un intorno aperto A di x si ha che 3B € B (dove B ¢ la famiglia delle
intersezioni finite di elementi in F) tale che z € B =2, cp;\kl(A,\k) C A, con
Ay, € Ta,. Poiché ogni Ay, ¢ un intorno aperto di ¢y, (x), esiste n; € N tale
che Vn > ny, si abbia ¢y, (z,) € Ay, ; posto N := maxy, ny, per ogni n > N si
ha allora x,, € gogkl(A,\k), k=1,...,n0, quindi x, € A, cioe z, — x in (X;7).

141): se, in zg, g € continua, lo & anche ogni applicazione gy := ¢y o g, come
composizione di funzioni continue. Reciprocamente, se ogni applicazione @y o g
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& continua in zg, sia V' un intorno aperto di g(zp) in X. Esiste allora B € B tale
che g(z0) € BC Vise B=(\_, go;kl (Ax,), dove A\, € A e Ay, € T, ne viene
che g(zp) € cp;kl(AAk), cioe z9 € g;kl(AAk), (k=1,...,n); inoltre,

g (B) ={z2€ % |g(z) e B} =
:{Z€Z0|50/\k(g(z)):g)\k Z)GA)\kﬂ f:]-v”-an}:
=1,...,n} =

(
={z€Zy|z¢€ g;kl(AAk), k
n
= m g;kl(A)\k)'
c 1. . J=1 1 N . .
Poiché ogni gy, ¢ continua, g, (Ax,) ¢ un intorno aperto di zp; dato che
g Y(B) C g~ 1(V), si conclude che g & continua in zg. =

QUALCHE APPLICAZIONE.

1. Immagine reciproca di una topologia.

In particolare, supponiamo che sia A = {1}; si hanno dunque un insieme X,
uno spazio topologico (X1;71) ed un’applicazione ¢ da X in X;. La topologia
iniziale 7 su X rispetto all’applicazione ¢; € 'immagine reciproca tramite
1 della topologia 71 su X;. Si vede facilmente che®? gli aperti di 7 sono le
immagini inverse tramite ¢; degli aperti di 71; se W ¢ un sistema fondamentale
di intorni per ¢ (z) in X1, {7 "(W) | W € W} ¢ un sistema fondamentale di
intorni per x in X.

Dati due spazi topologici (X1;71), (X2;72) ed un’applicazione ¢ da X; in
X5, si ha che ¢ & continua se e solo se 7 ¢ piu fine dell'immagine reciproca
tramite ¢ di 7s.

2. Sottospazi topologici.

Ancora piu in particolare, supponiamo che l'insieme X sia un sottoinsieme
dello spazio topologico (X1;71), e che ¢y sia 'immersione di X in X;. La
topologia iniziale su X rispetto a ¢; & allora la topologia indottasu X da (X1;71),
e (X;7) si dice ottospazio topologico di (X1;7). E evidente che

T={XNA | A €T}
cio mostra altresi che se Xg C X, il sottospazio topologico Xy di X; coincide
con il sottospazio topologico Xy di X, a sua volta sottospazio topolo gico di X,
(transitivita della topologia indotta).

Naturalmente, occorre distinguere tra le nozioni di insieme aperto, chiuso,...,
rispetto ad X1 e le nozioni analoghe rispetto ad X: se, ad esempio, A & aperto
in X, non & detto che sia aperto in X; (a meno che X stesso sia aperto in X7).

Se 1 & un’applicazione di (X1;71) nello spazio topologico (X3; 72), si dice che
¥ & continua relativamente ad X se ¢ continua la sua restrizione | x = ¢op; da
X in Xo; e chiaro che se ¢ ¢ continua, lo ¢ anche 9 x, ma non vale il viceversa.

3. Estremo superiore di una famiglia di topologie.

Sia {7a}rea una famiglia di topologie definite sullo stesso insieme X. Se,
VA € A, si indica con ¢y l'applicazione identica di X in (X;7)), la topologia

33 dato che N, ¢ *(4u) = @7 (N, Au)s e Uy 07 (A) = @7 (U, A, in questo caso
sihaT=2F.
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iniziale su X rispetto alle applicazioni ¢, €, come si e visto, la topologia meno
fine su X tra quelle che sono piu fini di ciascuna delle topologie 7y: € cioe I’ bf
estremo superiore della famiglia {7)}rea-

4. Prodotto topologico.

Data una famiglia (Xx;7x)aea di spazi topologici, sia X := [[ e, X il
prodotto cartesiano degli insiemi X, cioe la famiglia di tutte le applicazioni
z: A — Uyep X tali che zy := x(A) € Xx VA € A. Per ogni A € A,
indichiamo con pry la proiezione di X su X, definita da pry (x) := z()\).

‘Deﬁnizione‘ 2.4.2 Lo spazio (X;7), dove T ¢ la topologia iniziale su
X = [L,ea X mispetto alla famiglia di applicazioni {pry}ren, si
dice prodotto topologico degli (X); 7). n

Si noti che, VA € A e VU, C X, erI(UA) = HueA W, dove Wy = Uy e
W, = X, Vp# A\

La Proposizione 2.4.2 fornisce i seguenti risultati:

‘Proposizione‘ 2.4.3 Sia (X;7) il prodotto topologico di {(Xx;7x)};

i) una base per la topologia T ¢ data dalla famiglia B definita
come seque: B € B se e solo se

{AAGTM VY € A,

B=1] A dove 438 " " TR A La o A, = X

AEA

i1) Un sistema fondamentale di intorni del punto x € X e dato
dalla famiglia V, cost definita: V €V se e solo se

V= H Vi, dove

{:p(/\) eViemn, VYAeA,
AEA

E|/\1,...,/\n€AI )\%)\kéVA:XA

iii) La successione {x™} C X tende ad x in (X;7) se e solo se,
VA € A, la successione {xf\n)} tende a xy in (Xy; 7).

iv) Siano (Zo; 1) uno spazio topologico, f un’applicazione da Zy
in X; f e continua nel punto zg € Zy se e solo se lo e, VA € A,
Uapplicazione pryo f : Zyg — X). n

Si dimostra facilmente, utilizzando la Proposizione 2.4.3, ii), che ciascuna
delle applicazioni pry : X\ — X & un’applicazione aperta. Inoltre, vale la
seguente caratterizzazione della continuita di un’applicazione tra due prodotti
topologici:

Proposizione‘ 2.4.4 Siano {(Xx; ), (X5; 75) baea due famiglie di spazi
topologici, per ogni A € A sia assegnata fr : X\ — X}, e si ponga
X =1I, Xo, X' :=1], X\. L'applicazione f : X — X' definita da
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prio f = fiopr, (pry,pry essendo le proiezioni di X su X, e di X'
su X4 ):
(y=f(2) <= (VA€ A, y(A) = fa(z(N)))

¢ continua (nel punto z = {z(\)} € X) se e solo se, YA € A,
Uapplicazione fy é continua (nel punto z(\)).
Dim.: se f & continua nel punto z € X, lo & anche fy o pry, = prj o f. Fis-
sato ad arbitrio u € A, sia g, : X,, — X l'applicazione definita Ve e X, da
pr, (9.(6W)) = €W, pry(gu(€™)) = 2(A) se A # p. Per ogni A € A, l'ap-
plicazione pry o g, : X, — X, ¢ continua: infatti, e applicazione identica se
A = u, un’applicazione costante se A # p. Per la Proposizione 2.4.3, iv), g,
¢ continua; dato che f, = f, opr,og, = pr), o f o g,, ne viene che anche f, &
continua.

Reciprocamente, se ogni fy € continua, allora lo & anche pr) o f = fy o pry,
dunque, ancora per la Proposizione 2.4.3, iv),lo¢ f. =

Infine, ricordiamo il fondamentale

2.4.1 (Tikhonov) Il prodotto topologico (X;T) degli spazi

(Xx;7a) (A€ A) é compatto se e solo se, per ogni A € A, (X ;7)) €
compatto. u

5. Topologia indotta da una famiglia di funzionali lineari.

Premettiamo qualche osservazione relativa alle topologie definite su uno
spazio vettoriale.

Sia X uno spazio vettoriale # {0}; & chiaro che sull’ insieme X si possono
definire piu topologie, tra le quali perdo non hanno alcun interesse quelle non
compatibili con la struttura algebrica di X. Poniamo allora, intanto, la seguente

| Definizione | 2.4.3 Uno spazio vettoriale topologico (X;7) ¢ uno
spazio vettoriale X munito di una topologia T rispetto alla quale
sono continue le applicazioni

(2.93) O X x X — X data da ®(z,y) =z 4+,
' UV:RxX —X datadaV¥(a,z):=ax. n

Ne segue il seguente risultato, che —ad esempio— mostra come gli intorni del
generico punto xg coincidano con i traslati degli intorni dell’origine (quindi, in
particolare, la topologia dello spazio X & univocamente individuata se si assegna
un sistema fondamentale di intorni dell’origine):

2.4.1 Sia (X;7) uno spazio vettoriale topologico; per ogni
xg fissato in X, ed ogni « fissato in R\ {0}, le applicazioni
foo(@) =z +x0 € golz) =0z

sono omeomorfismi di (X;7T) su se stesso. m

Poniamo la
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‘Deﬁnizione‘ 2.4.4 Sia X uno spazio vettoriale; il sottoinsieme A C X
si dice
equilibrato (o bilanciato, o cerchiato) se «a A C A Va con
ol <1,
assorbente (o radiale) se Vo € X 3Jt, > 0 tale che per ogni
t>1t, siabbiax €tA. m

E immediato verificare che ognt intorno dell’origine in uno spazio vettoriale
topologico e assorbente, e che, inoltre, ogni spazio vettoriale topologico ammette
un sistema fondamentale dell’origine composto da insiemi (assorbenti ed) equi-
librati. Si noti che uno spazio vettoriale topologico & separato®® se e solo se ogni
insieme ridotto ad un punto & chiuso.

Alcuni dei risultati visti nei Paragrafi precedenti si possono estendere al caso
degli spazi vettoriali topologici. A titolo di esempio, dimostriamo la seguente:

‘Proposizione‘ 2.4.5 Siano (X;T) uno spazio vettoriale topologico, f un
funzionale lineare su X . Le proprieta sequenti si equivalgono:
i) f é continuo su X;
i1) ker f & chiuso;
i11) esistono un intorno dell’origine U ed un numero reale o tali

he risulti
s f(2)| <o, VzeU;

iv) [ e continuo nell’origine.

Dim.: i) = ii): ovvio, dato che ker f = f~1(0).

1) = ii): evidente se f = 0. Altrimenti, fissato zo ¢ ker f, e posto
V = (X \ ker f) — xo, si ha che V' & un intorno dell’origine, dunque contiene
un intorno equilibrato U dell’origine, per il quale risulta evidentemente che
(zo + U) Nker f = 0. Dato che f & lineare, f(U) ¢ un sottoinsieme equilibrato
di R, quindi o e limitato oppure coincide con tutto R. La seconda eventualita
non pud presentarsi, altrimenti dovrebbe esistere u € U tale che f(u) = —f (o),
cioe f(zg + u) = 0, impossibile perché (zg + U) Nker f = . Dunque f(U) &
limitato, cioe la 7).

iii) = iv): fissato ad arbitrio e > 0, si ha che (¢/a)U & un intorno del-
Vorigine, e Vz € (¢/a)U risulta (a/e)x € U, quindi |f((a/e)z)| < «, da cui
|f(z)| <e Va €U, cioe la continuita di f nell’origine.

iv) = 1): fissati ad arbitrio zg e € > 0, sia V' un intorno dell’origine tale
che f(V) C (—e,e). Allora 2o + V & un intorno di zg, per il quale risulta
flxzo +V) = f(zo) + f(V) C (f(zo) — &, f(xo) +€), da cui la continuita di f in
Zo. m

Anche il Teorema 2.2.1 si estende al caso degli spazi vettoriali topologici:

2.4.2 Siano (X;7) uno spazio vettoriale topologico, A e B

due sottoinsiemsi convessi, non vuoti e disgiunti di X, e supponiamo

34 ad esempio, nel senso di HAUSDORFF; negli spazi vettoriali topologici si dimostra la
coincidenza tra varie definizioni di separazione (ad esempio, To, T1,T», T3).
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che A sia aperto; esistono un funzionale lineare e continuo f, non
tdenticamente nullo, su X, ed un o € R tali che

(2.24) fla) <a< fb), VY(ae€A beB);

Uiperpiano affine chiuso di equazione [ f = a] separa quindi A e B
n senso largo.

Dim.: seguiamo le linee della dimostrazione del Teorema 2.2.1. Supponiamo
dapprima B = {x¢} con xg ¢ A, fissiamo ag € A e poniamo

xfh = x0 —ag, A= A—ag, Xo:=span{xo}, p(Axg) := X (A € R).

Si e visto che esiste un funzionale lineare f definito su tutto X che verifica
fla) < f(zo) Va € Ae f(x) < ja(x) Vx € E. Quest’ultima disuguaglianza
implica che f & continuo: in effetti, fissato ad arbitrio ¢ > 0, I'insieme ¢ A’ & un
intorno aperto dell’origine, dunque esiste un intorno equilibrato V' dell’origine
contenuto in 9 A’. Per ogni z € V si ha allora f(z) < ja(z) < 0o e —f(z) =
f(=z) < o, quindi 'immagine inversa tramite f dell'intervallo (—p, o) &, per
ogni ¢ > 0, un intorno dell’origine in X. In particolare, I'iperpiano affine chiuso
[f = f(z0)] separa A ed {0} in senso largo.

Nel caso in cui B sia un generico convesso disgiunto da A, si conclude come
nella dimostrazione del Teorema 2.2.1. n

2.4.1 Fissato p €]0, 1], 'insieme ¢? delle successioni z = {z,} tali

che j;g |z, |P < 400 € evidentemente uno spazio vettoriale (basta osservare
che Va,b € R si ha |a—b[P < (2 max{|al;|b[})” < 27 (||’ +|b|?)), e I'applicazione
dp : P x (P — R data da

—+oo
dp(@,y) = |2n —ynl?
n=1

¢ una metrica su fP. Per verificare la disuguaglianza triangolare, poniamo (per
t>0) fp(t) :=1+t? — (1+1¢)?; siha f,(0) = 0, ed & immediato verificare che f,
e crescente, quindi (1 +¢)? < 1+¢? Vt > 0. Se ne deduce (ponendo t := a/b)
che per ogni a,b > 0 si ha (a 4+ b)? < a? 4+ b, quindi che
|Zn — ynl? < (|20 — 20l + |20 — yn)? < |20 — 20lP + |20 — yul?,

da cui dy(z,y) < dp(z, 2) +dp(2,y), Vz,y,z € (7. Inoltre, & chiaro che rispetto
alla topologia 7, indotta da d, le applicazioni ®, ¥ della (2.23) sono continue
(si osservi che d, (v, 0) = |afP dp(z,0), e dp(z+y,0) < dp(x+y,y)+dp(y,0) =
dp(z,0) + dp(y,0)).

Considerazioni analoghe si possono svolgere per lo spazio LP(2) (con 0 <
p < 1) delle funzioni di potenza p-esima sommabile nell’insieme misurabile £,
munito della topologia 7, indotta dalla metrica definita da

dy(z,y) = /Q l2(t) — y(e)|? dt

Per 0 < p < 1, gli spazi (¢7;7,) ed (L?(2);n,) sono quindi spazi vettoriali
topologici, ma non normabili, dato che, ad esempio, d,(2z,0) = 2P d,(z,0); si
ricordi la Proposizione 1.2.5. »
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Tuttavia, la struttura di spazio vettoriale topologico (X; 7) ora introdotta &
un’estensione fin troppo generale per gli scopi usuali dell’Analisi; uno dei princi-
pali aspetti negativi & la possibilita che il duale topologico 3° (X;7)* dello spazio
vettoriale topologico (X;7) sia ridotto a {0}, cio¢ che non esistano funzionali
lineari e continui su (X;7) eccettuato il funzionale identicamente nullo. Come
ora mostriamo (supponendo per semplicita 2 =]0,1[), cio si verifica, ad esem-
pio, per gli spazi LP(€2) con 0 < p < 1 appena introdotti. Sia f un qualunque
funzionale lineare non identicamente nullo su L?(0, 1); esiste allora z € LP(0, 1)
con o := f(x) # 0. Sostituendo eventualmente = con z sign a/d(x,0), possiamo
supporre che sia d(z,0) = 1 e a > 0. Poiché la funzione integrale

t
€)= [ lampar
& continua e non decrescente su [0, 1], fissato n € N possiamo scegliere una
partizione {tg,...,tn}, con 0 =ty < ... < t, = 1, tale che £(tx) = k/n. Dato
che, detta xi (kK = 1,...,n) la funzione caratteristica dell’intervallo |t;_1, x|,
e posto yk(t) = x(t) xk(t), si ha, q.o. in [0,1], z(¢t) = > p_; yk(t), quindi
flz) =a =Y 7_, f(yr), deve esistere h € {1,...,n} tale che f(yn) > a/n.
Poniamo z(™ (t) := ny(t), cosicché
d(z™,0) = nP d(yn,0) = n? (&(tn) — E(tn-1)) = nP~",

quindi lim,, (™ = 0in L?(0,1). D’altra parte, si ha f(z(™) =n f(yn) > a > 0,
quindi f non é continuo.

Per contemperare le esigenze di generalita con quelle di ricchezza della strut-

tura, conviene allora restringersi ad una categoria particolare ma significativa.

‘Deﬁnizione‘ 2.4.5 Lo spazio vettoriale topologico (X;T) si dice local-
mente convesso se ['origine ammette un sistema fondamentale di
intorni convessi, equilibrati (ed assorbenti).

2.4.2 Gli spazi ¢, LP(Q2) con 0 < p < 1 introdotti sopra non sono

localmente convessi: verifichiamolo nel caso di /P. Per assurdo, supponiamo
¢? localmente convesso; allora l'intorno X,(0,1) dell’origine deve contenere un
insieme aperto, convesso, equilibrato ed assorbente W, che a sua volta deve
contenere la sfera chiusa E_p(O, 0) per un opportuno ¢ > 0. In particolare,
0P e(") € W per ognin € N, e, poiché W & convesso, y := o'/ N—! Zgzl e(k)
appartiene a W per ogni N € N. Dunque y € £,(0, 1), assurdo perché d(y,0) =
oN'"P — 400 per N — +00. n

La Definizione 2.4.5 puo essere riformulata in termini piu analitici, facendo
ricorso alla nozione di funzionale di MINKOWSKI jx del sottoinsieme K # ) dello
spazio vettoriale X (Definizione 2.2.5). Si ha intanto che

‘Proposizione‘ 2.4.6 Sia X uno spazio vetloriale.

i) Se W C X ¢é convesso, equilibrato ed assorbente, allora jy ¢
Uuna Seminorma, €

{re X |jw(r) <1} cWc{reX|jw() <1}

35 definito ancora come spazio vettoriale dei funzionali lineari e continui da X in R
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Se p e una seminorma su X, allora:

it): Uinsieme W dato da W := {x € X | p(x) < 1} ¢é convesso,
equilibrato ed assorbente, e p € il funzionale di Minkowskr di W ;

iii): per ogni xy € X, esiste un funzionale lineare f tale che
f(xzo) = p(xo) e |f(2)] < plz) VoeX.

Dim.: i): dato che W ¢ assorbente, si ha che jw (z) ¢ un numero reale (non
negativo) per ogni 2 € X; & poi evidente che jw (tx) = t jw (z) V(z € X, t > 0),
eche W C {z € X | jw(z) < 1}. Dalla convessita di W segue, come nella
dimostrazione della Proposizione 2.2.5, che

Jw(x+y) <jw(x) +jwy) Yo,y € X,

e che inoltre risulta {z € X | jw(x) < 1} € W. Infine, dato che W ¢ anche
equilibrato, fissati « € R, > 0,2 € X si ha che t lax € W <t talz € W,
quindi ax € tW <= |a|z € tW: ne segue che jw (ax) = |a|jw(x) per ogni
a € Redognize X.

i1): per ogni z fissato in X, se t > p(z) si ha p(z/t) < 1, quindi = € tW,
cioe W e assorbente. Inoltre,

inf{t >0 |z etW}=inf{t >0 | p(z/t) <1} =inf{t > 0 | p(z) < t} = p(x),
cioe p = jw. Fissati z,y € W e t € [0, 1], si ha poi
p(tz + (1= t)y) < tp(x) + (1= t)p(y) <1,
quindi tx + (1 — t)y € W, cioe W & convesso. Infine, se 0 < || < 1 si ha
aW ={z e X [ p(z/a) <1} ={y € X [ p(y) < |af} CW;

e poi evidente che 0W = {0} C W, quindi W & anche equilibrato.

iii): detta V la varietd lineare generata da xg, definiamo p(Axg) := Ap(zo)
per ogni A € R; quindi se * = Az si ha |p(z)] = |A|p(xo) = p(z). Per il
Teorema 2.1.1, esiste un prolungamento lineare f definito su tutto X che per
ogni z € X verifica f(x) < p(z), quindi anche |f(z)] < p(x). n

Ne segue che il duale di uno spazio vettoriale topologico localmente conves-
so, separato e non ridotto a {0} non é mai ridotto allo zero: se xg # 0, e W &
un intorno dell’origine aperto, convesso, equilibrato, e non contenente xg, posto
p:= jw, il funzionale f costruito nella dimostrazione del punto #ii) della Propo-
sizione precedente ¢ limitato su W, quindi e continuo, per la Proposizione
2.4.5, ii1), e f(xo) = p(zo) > 1.

Si vede inoltre facilmente che

2.4.2 Se (X; 1) éuno spazio vettoriale topologico localmente

convesso, e W e un intorno dell’origine convesso, equilibrato ed
inoltre aperto, allora si ha W ={z € X | jw(z) < 1}.

Dim.: per la i) della Proposizione precedente, basta mostrare che per ogni
fissato in W si ha jw(x) < 1. Dato che lapplicazione o — ax da R in X &
continua per a = 1, in particolare deve esistere € > 0 tale che (1 + &)z € W.
Dalla i), si ha allora ji (14 )z) < 1, cio¢ jw (z) < (1+¢e) ' <1.m



106 CAPITOLO 2. SPAZI DI BANACH.

2.4.3 /P con 0 < p < 1 & un esempio di spazio vettoriale topologi-

co non localmente convesso, ma con duale non ridotto a {0}. Ad esempio,
fissato y := {yn} € £, e posto f(z) := >, Tnyn Vo := {x,} € 7, il fun-
zionale lineare f & limitato su X,(0,1), dove risulta |f(z)] < |y|loc D, |2n| <
lYlloo Don |Znl? < ||Ylloo, quindi & continuo su F. w

Si ha anche la seguente caratterizzazione:

2.4.3 Sia X uno spazio vettoriale.

i) Se P ¢ una famiglia di seminorme su X, fissatip € P e o> 0

si ponga

(2.25) Vipio):={r € X [ p(z) < o};

inoltre, si definiscano V(xq) (per ogni fissato xy € X) e 7 = 7(P)
ponendo:

dneN, pi,....,.pn €P, 0>0):
V =0+ ey Vok; 0);

(2.26) V € V(zo) &L {

2.27)  Act(P)EL vay e A, IV eV(wy): V C A

Allora (X;P) := (X;7(P)) & uno spazio vettoriale topologico local-
mente convesso; ¢ separato se e solo se Vg # 0 3Ip € P p(xg) > 0.
Inoltre, V(xo) € un sistema fondamentale di intorni (aperti) del
punto xg € X.

i1) Reciprocamente, se (X;n) € uno spazio vettoriale topologico
localmente convesso, e W é la famiglia degli intorni aperti, convesst
ed equilibrati dell’origine in (X;n), allora (X;n) coincide con lo
spazio (X; {jw twew)-
Dim.: i): ¢ evidente che 7 ¢ una topologia su X. Mostriamo intanto che
(X;7) & uno spazio vettoriale topologico. Chiaramente, basta mostrare che le
applicazioni @, ¥ della (2.23) sono continue rispettivamente nei punti = y = 0

ea =0, z=0. Sia V un intorno dell’origine, che non & restrittivo supporre
della forma

V=i V(pr;0),conp, € Pperk=1,...,neN, e o> 0.
L’insieme Vp := (¢, V(pk;0/2) & un intorno dell’origine, e ®(Vp, Vp) C V, il
che dimostra la continuita di ® nel punto (0;0).

Analogamente, si ha che U(] —1,1[,V) C V, da cui la continuitd di ¥ nel
punto (0;0).

Infine, dato che ogni insieme di V(0) & convesso ed equilibrato, si conclude
che (X;7) € uno spazio vettoriale topologico localmente convesso.

Supponiamo ora che (X;7) sia separato, e sia 29 € X\ {0}, cosicché esiste un
intorno V' dell’origine tale che zo ¢ V. Non e limitativo supporre, come sopra,
che V sia della forma V = {x € X | pr(z) < o} (con p1,...,pp € P e o> 0):
poiché z &€ V', deve esistere k tale che py(zg) > o, quindi py € P e pr(xo) > 0.

Reciprocamente, supponiamo che Vo # 0 esista p € P tale che sia p(z¢) > 0;
Iinsieme Vy := {z € X | p(z) < p(z0)/2} ¢ un intorno dell’origine che non
contiene xg.
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i1): basta mostrare che W coincide con la famiglia V(0) definita nella (2.26).
In effetti, da un lato, per la iii) della Proposizione precedente, se W € W si
ha W = V(jw;1) € V(0). D’altra parte, se V' € V(0), per definizione esistono
Wi,...,Wy, €W, 0> 0 tali che W := (;_, V(jw,;0) C V. Dato che W =
0 Mp—y; Wi € W, ne discende la tesi. »

Anche il Teorema 2.2.2 si estende agli spazi vettoriali topologici localmente
convessi, con una dimostrazione analoga a quella vista nel caso degli spazi di
BANACH; dobbiamo perd premettere il seguente risultato (valido in ogni spazio
vettoriale topologico):

2.4.1 Sia X uno spazio vettoriale topologico; se C, K sono
due suoi sottoinsiemi, con C' chiuso e K compatto, allora l'insieme

C + K ¢ chiuso.
Dim.: fissiamo ad arbitrio z € C' 4+ K, cosicché per ogni intorno V' dell’origine
si ha che (z + V)N (C + K) # 0, , e mostriamo che x € C + K. Posto
Ay :=(x+V — C)N K, da quanto precede si ha Ay # (); ed & ovvio che

(Vi C Vo) = (A, C Ay,).
Dato che ogni intersezione finita di intorni dell’origine ¢ ancora un intorno
dell’origine, la famiglia

{Ayv | V intorno dell'origine}

ha la proprieta di intersezione finita, dunque, grazie alla compattezza di K,
I'intersezione di tutti gli elementi della famiglia contiene almeno un punto y; ne
viene che, per ogni coppia U, V di intorni dell’ origine, (y+U)NAy # 0, quindi

(2.28) y+U-V)Nn(x—-C)#0.

Fissiamo ora un intorno arbitrario W dell’origine. Per la continuita del-
lapplicazione {z1;22} — 21 — 22 da X x X in X, esistono due intorni U, V
dell’origine tali che V. —U C W; per la (2.28), ne segue che (y—W)N(z—C) # 0,

da cui (z—y+W)NC # . Per Parbitrarieta di W, cid implica che z—y € C' = C
dato che, per costruzione, y € K, ne viene che z = (z —y) +y € C+ K. n

2.4.4 Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente con-

vesso separato, e siano A, B due suoi sottoinsiemi convessi, chiusi,
non vuoti e disgiunti. Se A é compatto, esiste un iperpiano chiuso
che separa A e B in senso stretto.

Dim.: seguiamo la linea della dimostrazione del Teorema 2.2.2. L’insieme
C := A — B non contiene l'origine, ¢ # ), convesso, e chiuso per il Lemma che
precede; quindi E'\ C' & un intorno aperto dell’origine. Dato che X & localmente
convesso, esiste un intorno aperto e convesso V' dell’origine tale che VN C = ().
Per il Teorema 2.4.2, esistono un funzionale lineare e continuo f su X ed a € R
tali che f(v) < a < f(e), V(v eV, ce C);in particolare, si ha 0 = f(0) < «,
quindi infyep f(b) —sup,c f(a) > a > 0: sed ein |sup,c 4 f(a),infoep f(D)],
I'iperpiano chiuso [f = o/] separa A e B in senso stretto. =

In vista delle applicazioni al caso degli spazi normati, hanno particolare
rilevanza gli spazi che si possono introdurre con la seguente



108 CAPITOLO 2. SPAZI DI BANACH.

‘Deﬁnizione‘ 2.4.6 Dato lo spazio vettoriale X, indichiamo con X7 il
suo duale algebrico (spazio vettoriale di tutti i funzionali lineari
definiti su X). Sia X' una varietd lineare C X% la topologia
o(X,X’) ¢ definita come la topologia iniziale su X rispetto alle
applicazioni {f}ex da X in Xy :=R. u

Una base per la topologia o(X, X’) & quindi data dalla famiglia B definita
come segue:

n
BeB Ll g ﬂ fk_l(Ak), (neN, fre X', Ay apertoin R);
k=1
per ogni zg € X, le famiglie V(xo) e W(x¢) definite da
V e V(xo) se e solo se
V={exeX ||filz—xzp)| <o 1<k<n, neN, freX' o0>0)}

W e W(zo) se e solo se
W={zeX||filz—20)| <0 (1<k<n, neN, fre X' o0>0)}
costituiscono due sistemi fondamentali di intorni, rispettivamente aperti e chiusi,
del punto xq (si osservi che, ad esempio, grazie alla linearita degli fj gli insiemi
V € V(zg) sono della forma V = (}_, fk_l(]fk(:co) — 0, fr(zo) + 0[))-

Si ha il seguente risultato fondamentale:

2.4.5 (X;0(X, X)) € uno spazio vettoriale topologico local-
mente convesso; € separato se e solo se
on eX \ {O}, Elf c X' f(l'o) 7£ 0.
Dim.: se f € X', il funzionale p; definito da py(z) := |f(z)| &€ una seminorma
su X; inoltre (notazioni della (2.25)) si ha
{ze X [[f(x—m0)| <o} =z0+V(ps; o)
Di conseguenza, lo spazio (X;0(X,X")) coincide con lo spazio (X;{ps}rex’),
ed il risultato segue dal Teorema precedente. m

Per caratterizzare il duale topologico di (X; o(X, X)), premettiamo un risul-
tato di natura algebrica:

2.4.2 Sia X uno spazio vettoriale, e siano fo, f1,..., [n € X7;

fo & combinazione lineare degli fy, se e solo se (\;_, ker fx C ker fo.

Dim.: se fo = > p_; ckfr € © € (;—; ker fi, & evidente che x € ker fo. Per
dimostrare I’implicazione reciproca, consideriamo 1’applicazione F : X — R"+!
data da
F(l‘) = {fl(:c)a sy fn(x)a fO(x)}

Per ipotesi, e"t1) ¢ R(F); detto P 'operatore di proiezione su R(F), che ¢ una
varietd lineare, quindi chiusa, di R"*', poniamo

w={wy,...,wyq1} = et — Pt
Poiché w ¢ la proiezione di e("*1) sulla varieta ortogonale ad R(F), si ha che
Wp41 # 0, mentre w L R(F), cioe
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Yorey Wi fr(z) + wngr fo(x) =0 Ve X;

ne viene che fo =Y _; (*w;}rl wy) fr. =

Possiamo allora dimostrare il seguente

2.4.6 Il sostegno del duale (topologico) di (X;0o(X, X)) e X'.

Dim.: per definizione, ogni f € X’ ¢ in (X;0(X,X’))*. Reciprocamente, se
fo € X7 & continuo per la topologia o(X, X'), esiste un intorno V dell’origine in
(X;0(X, X)) tale che risulti fo(V) C] —1,1[. Esistono allora o > 0e fi,..., fs
in X’ tali che si abbia W := {z € X | |fx(z)] < o} C V. In particolare, se
zo € (p—y ker fr sihanxzg € W Vn € N, cioe n|fo(zo)| < 1, da cui fo(xo) = 0.
Per il Lemma precedente, fo ¢ combinazione lineare degli fi, quindi fo € X'. u
Nel prossimo Paragrafo vedremo alcuni esempi significativi di spazi Lcs30
costruiti nel modo ora descritto a partire da uno spazio normato assegnato.

2.5 Le topologie deboli.

Sia F uno spazio normato; la topologia indotta dalla norma, o topologia forte,
lo rende evidentemente uno spazio LCS: la norma su F & ovviamente una semi-
norma, e, se si pone P := {|| . ||}, lo spazio (E; P) ¢ ovviamente separato. Utiliz-
zando il procedimento illustrato alla fine del Paragrafo precedente, si puo pero
definire su FE un’altra topologia di spazio LCS: quella determinata dai funzionali
fe€E*CE*:

‘Deﬁnizione‘ 2.5.1 La topologia debole sullo spazio normato E ¢ la
topologia o(FE, E*) della Definizione 2.4.6, cioé la topologia ini-
ziale su E rispetto alla famiglia di applicazioni {f}cp-. m

Dal Teorema 2.4.5, ricordando il Corollario 2.1.2, e dal Teorema 2.4.6
si ha allora che

2.5.1 (E;0(E, E*)) é uno spazio Lcs; il sostegno del suo duale
topologico € uguale ad E*. m

Per brevita di scrittura, indicheremo spesso con E; lo spazio (E; | .]), e con
E,, lo spazio (E;o(E, E*)). Inoltre, seguendo le notazioni usuali, d’ora in poi
indicheremo con (f, ) (se necessario, con g« (f,z)g), anziché con f(x), il valore
che f € E* assume su x € E.

Nel §1.7 abbiamo introdotto la nozione di successione debolmente conver-
gente ad x € F; la ii) della Proposizione 2.4.2 mostra che la Definizione
1.7.1 e in accordo con la nozione di topologia debole ora introdotta: x, — x
se e solo se x, — x in o(E,E*). In particolare, le Proposizioni 1.7.2 e
1.7.3 forniscono proprieta delle successioni convergenti ad x € E in E, =
(E;0(E, EY)).

36 per brevita, nel seguito scriveremo spesso spazio LCS anziché spazio vettoriale topologico
localmente convesso e separato.
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Occorre pero considerare con attenzione la seguente circostanza. Mentre,
dalla definizione stessa, si ha che

(¥, —xino(E,E*)) = (Vf € E*, esiste in R il lim, (f, z,)),
(il limite & (f, z)), non vale, in generale, I'implicazione reciproca. Si osservi che

Pesistenza Vf € E* del lim,(f, x,) esprime il fatto che {z,} & una successione
di CaucHY nella topologia debole o(E, E*). Si pone allora la seguente

‘Deﬁnizione‘ 2.5.2 Lo spazio normato E si dice debolmente sequen-
zialmente completo se, per ogni successione {x,} di Caucuy nella
topologia debole, esiste x € E tale che x,, — =. m

La completezza sequenziale nella topologia debole € una condizione piu
restrittiva della completezza nella topologia indotta dalla norma:

Proposizione‘ 2.5.1 Se lo spazio normato E é debolmente sequenzial-
mente completo, € uno spazio di BANACH.

Dim.: mostriamo che se E non ¢ completo, non puo essere debolmente sequen-
zialmente completo. Sia {z,} C E una successione di CAUCHY che non ammette
limite (in Ey); per ogni f € E*, la successione numerica {(f, z,)} ¢ di CAUCHY
in R, cioe {z,} ¢ di CAUCHY nella topologia debole. Per assurdo, supponiamo
che esista x € E tale che z,, — z. Indichiamo con E il completamento di F,
e con I 'immersione canonica di F in E (Teorema 1.4.5). Si ha allora che
Ty = Iz, ¢ di CAUCHY in E, quindi converge in ES ad un elemento &, dunque
converge a { anche in I,,. D’altra parte, dato che I ¢ un’isometria lineare, da
T, — x segue che T, — T := Ix: infatti, se ® & un qualunque elemento in E*,
I'applicazione f := ® o I ¢ evidentemente un funzionale lineare e continuo su
E, dunque 5.(®,%n)5 = g (f,2n)E — B ([, 2)E = 5.(®,2)5 VO € E*, cioe
Tp, — Z. Allora si deve avere { = Z, dunque ||z, — z||g = ||Z,, — ||z — 0, cioe
T, — x in E, contrariamente all’ipotesi. m

2.5.1 In effetti, esistono spazi di BANACH che non sono debolmente

sequenzialmente completi: un esempio e lo spazio ¢y introdotto nel Paragrafo
2.1. Se z(™ = 377 | e la successione {z(™} C ¢q & costituita da vettori
unitari, e per ogni f in ¢ si ha, posto 37 {fx} = Jf € £, che (f,z(™) =
>or_y [k, cosicché lim,, (f, (™) = > fn € R. Tuttavia, non puo esistere
nessun ¢ = {x,} € ¢ tale che (f,z) = >, fn V[ € ¢§: se un tale z esistesse,
si vede facilmente, prendendo f := J 'e(™) che dovrebbe essere z, = 1 V¥n,
assurdo. =

E chiaro dalla definizione che o(E, E*) ¢ meno fine della topologia indotta

dalla norma; mostriamo che, in ogni spazio con dimensione infinita, o(E, E*) &
strettamente meno fine della topologia forte. Premettiamo il seguente

2.5.1 Se lo spazio normato E ha dimensione infinita, nessun
insieme A # () che sia aperto nella topologia debole & limitato.

37 J & I'isomorfismo isometrico canonico di 5 su £1; si veda la Proposizione 2.1.3.
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Dim.: mostriamo che se A # () ¢ contenuto nella sfera X (0,7) con r > 0,
A non puo essere aperto in o(E, E*). Per traslazione, possiamo supporre che
0 € A; se, per assurdo, A fosse aperto, dovrebbe contenere un insieme V' della
forma V = {z € E | |fe(z)] < o}, con fr € E* per k =1,...,n, e o > 0.
Consideriamo ’applicazione lineare ¢ : E — R"

SD(Z) = {<f1;1'>ﬂ cet <fn;1'>}a

© non puo essere iniettiva, altrimenti sarebbe un isomorfismo algebrico di F su
¢(E) C R™; in questo caso perd ne verrebbe che dim E < n. Dunque Jxq in
E\{0} tale che (fi,x0) =0perk =1,...,n; maalloratzy € V C Xg(0,r) Vt €
R, quindi |[tzo|| <7 Vt € R, impossibile perché zo # 0. n

Una conseguenza immediata:

‘Proposizione‘ 2.5.2 Sullo spazio normato E, la topologia debole coin-
cide con la topologia forte se e solo se dim F < co.

Dim.: sia dim F = n; occorre soltanto mostrare che, fissati ad arbitrio g € F
e oo > 0, esiste un intorno V' di xy per la topologia o(F, E*) contenuto in

Y (20, 00). Per questo, fissata in E una base {ey,...,e,} con |eg] = 1, siano fi
i funzionali lineari e continui su E definiti da (fy,z) := xf se x = ZZZI Trek.
Posto

Vi={z € E||(fiyz—20)] <L, k=1,...,n},

si ha che V' ¢ un intorno di z¢ in o(E, E*), ed inoltre per ogni x € V risulta
che [lo — aoll = 1 0-, (Frvw — a0 exl] < Sy [(fisw — a0)| < o0, quindi
V C XE(zo, 00)-

Se invece dim E' = oo, per il Lemma precedente la sfera unitaria Xp := {2 €
E | ||z|| < 1} & aperta nella topologia forte, ma non é aperta in o(E, E*). n

E importante mettere in evidenza che invece, anche in uno spazio a di-
mensione infinita, per gli insiemi convessi ¢’e coincidenza tra chiusura forte e
chiusura debole:

Proposizione‘ 2.5.3 Sia K un sottoinsieme convesso dello spazio nor-

mato E; la chiusura debole (cioe in E,) di K coincide con la sua
chiusura forte (cioé in Ej).

N

Dim.: occorre solo verificare che se K ¢ chiuso fortemente allora lo ¢ anche
debolmente. Sia A := F \ K, e mostriamo che A & debolmente aperto. Fissato
xg € A, per il Teorema 2.2.2 esistono f € E*, a € R tali che

(fimo) <a<(f,z), VexeK.

Posto V :={x € E | (f,z) < a}, si ha che V & aperto nella topologia debole,
V C Aed xg € V; quindi, A & un intorno di ogni suo punto, cioe ¢ aperto. =

Si ha inoltre la seguente conseguenza:

2.5.1 In ogni spazio normato E con dimensione infinita, la
chiusura in o(E, E*) dell’insieme A := {x € E | ||z|| = 1} ¢ l'intera
sfera unitaria chiusa ¥ = {x € E | ||z|| < 1}.
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Dim.: detta B la chiusura di A in o(F, E*), verifichiamo intanto che ¥ C
B mostrando che, fissato ad arbitrio 2o con ||zg]] < 1, ogni intorno di xy in
o(E,E*) della forma V = {x € E | |(fx,z — x0)| < €}, con e > 0, k =
1,...,n, fr € E*, ha intersezione non vuota con A. Procedendo come nella
dimostrazione del Lemma 2.5.1, si vede che Jyy # 0 tale che yo € ﬂZ=1 ker f.
Poiché la funzione ¢t — ¢(t) := ||zo + tyo| & continua in R, ed inoltre g(0) =
[|zoll < 1,elim; oo g(t) = +00, esiste tg > 0 tale che g(tg) = 1, cio zg+toyo €
A; ed e ovvio che xg + toyg € V, da cui ¥ C B. Poiché, per la Proposizione
2.5.3, la chiusura debole di ¥ coincide con la sua chiusura forte, che & ancora
3, ne viene che ¥ C B; dato che A C ¥, si ha anche B C ¥, da cui la tesi. n

Si dice semispazio chiuso ogni insieme della forma {z € E | (f,z) < a},
con f € E* ed a € R; si vede facilmente che

Corollario | 2.5.2 Ogni sottoinsieme convesso e chiuso di uno spazio

normato ¢ lintersezione dei semispazi chiusi che lo contengono. m

2.5.2 In ogni spazio di HILBERT di dimensione infinita, ci sono suc-

cessioni che convergono debolmente ma non fortemente:3® per la disuguaglianza
di BESSEL, cid accade, ad esempio, se la successione {z,,} € un sistema ortonor-
male infinito. Questa proprieta non si estende a tutti gli spazi di BANACH: se
dim F = oo, nonostante la topologia debole sia strettamente meno fine di quella
forte, puo tuttavia accadere che ci sia coincidenza tra successioni debolmente
e fortemente convergenti ad un elemento . Ad esempio (si veda piu avanti il
Teorema di SCHUR (Teorema 2.9.6)):

in 0, (v, —12) <= (v, — ). n

Infine, una proprieta riguardante la continuita di un operatore lineare tra
due spazi di BANACH:

‘Proposizione‘ 2.5.4 Sia T un operatore lineare dallo spazio di BANACH
E nello spazio di Banacu F'; le proprieta:

i) T é continuo da Eg in Fy;

i1) T ¢ continuo da E,, in F,;

iii) T e continuo da Es in F,
sono tra loro equivalenti, e sono implicate da

iv) T ¢ continuo da E,, in Fj.
Dim.: i) = ii): per la Proposizione 2.4.2, iii), basta mostrare che Vg € F*
I'applicazione g o T' & continua da F,, in R; ora, g oT & continua da Fs in
R, quindi & un elemento di E*, dunque, per definizione di topologia debole, &
continua da F,, in R.

ii) = ii1): per ogni aperto A C F,,, T~(A) & aperto in E,,, quindi in E.

ii1) = 14): il grafico G(T') & chiuso in Ey x F,,, quindi in E, x Fy; per il
Teorema del grafico chiuso, T' & continuo da F, in Fj.

Per concludere, basta osservare che iv) implica ovviamente i) (ma non &
equivalente a 7): si veda piu avanti la Proposizione 2.6.12). n

38 anzi, questa & una caratterizzazione degli spazi di HILBERT di dimensione infinita.
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Consideriamo ora il duale E* dello spazio normato E. Poiche E* ¢ uno spa-
zio di BANACH, oltre alla topologia forte (indotta dalla norma duale ||.|.)
definita su E* la topologia debole o(E*, E**) (dove E** := (E*)* & il biduale di
E). Si puo inoltre definire su E*, sempre utilizzando il procedimento descrit-
to nel Paragrafo precedente, una terza topologia di spazio LCS. Premettiamo
un’osservazione, che riprenderemo piu ampiamente nel successivo Paragrafo
2.7.

‘Proposizione‘ 2.5.5 Siano E uno spazio di BanacH, e J ['applicazione

che al generico vettore & € FE associa l'elemento J& € E** cosi
definito:

(38 e =p-(f,§)m, Vf€EY
allora J € un isomorfismo isometrico di E sul sottospazio chiuso
J(E) di E**.
Dim.: la linearita di J ¢ evidente, cosi come il fatto che J sia un’isometria:

indicando con || . ||+« la norma in E** si ha infatti, per il Corollario 2.1.3,

3 €l = supysy.<1 1B (I o] =supy . <1 [e<(f:E) el = €]l
Dato che J & un’isometria, J(E) ¢ chiuso. m

Non & pero detto che J sia suriettivo. Ad esempio, si € visto che ¢ ¢ iso-
metricamente isomorfo a ¢! (Proposizione 2.1.3); ne segue che la successione
{x, := 1} & in £>° (isometricamente isomorfo a ¢*) ma non in J(co).?* E
tuttavia sempre possibile —come faremo nel seguito— identificare, tramite J, lo
spazio E ad un sottospazio chiuso del suo biduale E**.

Possiamo allora porre la

‘Deﬁnizione’ 2.5.3 Sia E* il duale dello spazio normato E; la topolo-
gia debole* su E* ¢ la topologia® o(E*, E) della Definizione
2.4.6, cioe la topologia iniziale su E* rispetto alla famiglia di appli-
cazioni {Jx},ep C B C (E*)¥. u

Si osservi che un sistema fondamentale Vy, di intorni del punto fo € E* nella
topologia o(E*, E) & ad esempio quello definito nel modo seguente:

VGVngEI(nGN, T1,..,xn €EE; £>0):
V=A{fel" | |[{f—foxp]<e k=1,...,n}.

Dai Teoremi 2.4.5%' e 2.4.6 si ha allora il seguente

2.5.2 (E*;0(E*,E)) é uno spazio rcs; il sostegno del suo
duale topologico € uguale ad E. u

39 dimostrazione alternativa: ogni spazio isomorfo ad uno spazio separabile & separabile —si
veda il successivo Paragrafo 2.9—; ora, c¢g € separabile, £°° non lo é.

40 jdentificando E a J(E), si scrive o(E*, E) anziché o(E*, J(E)).

41 la separazione di E? . & ovvia per definizione di funzionale nullo.
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La Proposizione 2.5.4 (con E sostituito da E* e F da R) mostra che
il funzionale lineare ¢ : E* — R e continuo su E} se e solo se lo ¢ su EY,
cioe se e solo se ¢ € E*". 1l Teorema precedente mostra che la situazione
cambia radicalmente se si munisce E* della topologia o(E*, E): il funzionale
lineare ¢ su E* ¢ continuo su EJ. se e solo se ¢ € J(E), cio¢ se e solo se
dr e E - Vf S E*, (p(f) =g~ (f,]]>E

La topologia o(E*, E**) rende continue, in particolare, tutte le applicazioni
vz B* — R, dove v, (f) := (Jz, f), Vx € E. Dunque, per definizione di
topologia iniziale, o(E*, E) ¢ meno fine di o(E*, E**) (coincide con o(E*, E**)
se J ¢ suriettivo).

Per brevita, porremo spesso E. := (E*;0(E*, E)); inoltre, per indicare che
la successione {f,} C E* converge ad f nella topologia o(E*, E), scriveremo

fn = fa oppure W*‘hmn fn = f

‘Proposizione‘ 2.5.6 Sia E* il duale dello spazio di Banacu E; per ogni

successione { f,} in E*, valgono le sequenti proprieta:
i) [ = f se e solo se, Vo € E, lim, (f,,z) = (f,z);
i) se fo — f, allora f, = f;
iii) se f, — f, allora {f,} ¢ limitata, e || f||. < lminf, || fall.;
) se fn = f e |z, — 2| — 0, allora {f,,z,) — {f,z).
Dim.: i): ¢ la ii) della Proposizione 2.4.2;
ii): evidente, perché o(E*, E) ¢ meno fine di o(E*, E**);

ii1): perognix € E, {(fn,x)} € convergente, dunque limitata; per il Teorema
di BANACH-STEINHAUS (con G = R) applicato alla successione { fy,}, si deduce
che & limitata la successione {|| fn |« }. Inoltre, da [{fpn,x)| < || fall« ||| si deduce
che |(f,z)| < liminf,, || fu]l« per ogni z € E tale che ||z|| < 1, quindi || f]l« <
liminf,, || fn]l«

iv): si ha

[(frszn) — (f,2)] (frszn — )| + [{fn — f,2)]

<|
< Nl llen =zl +[{fn = f,2);

per la iii), esiste ¢ tale che ||f,||« < ¢, e, per la i), (fn — f,z) tende a zero
Vx € E, il che conclude la dimostrazione. m

Naturalmente, la Definizione 2.5.2 si adatta anche al caso del duale di uno
spazio di BANACH; si pone inoltre la seguente

‘Deﬁnizione‘ 2.5.4 Sia E* il duale dello spazio normato E; si dice che
E* ¢ *-debolmente sequenzialmente completo se, per ogni suc-
cessione { f,} di Cavcny nella topologia debole*, esiste un elemento

f € E* tale che f, > f. m

Vale il seguente risultato:
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‘Proposizione‘ 2.5.7 Sia E uno spazio normato; il suo duale E* é sem-

pre *-debolmente sequenzialmente completo.

Dim.: sia {f,} tale che Vz € FE esista in Ril lim,, (f,, ) := ¢(z). La successione
{{fn,z)} & limitata, perché convergente, Vo € E; per il Corollario 2.3.4, &
limitata la successione delle norme degli { f,,}, cioe Ic: || full« < ¢, Vn € N. Ne
viene che |p(x)] < ¢||z||, quindi il funzionale ¢, che ¢ evidentemente lineare, &
in E*, e, per definizione, f, — ¢. u

Vediamo ora alcuni risultati riguardanti la compattezza della sfera unitaria
chiusa ¥ in uno spazio di BANACH. E ovvio che se E ha dimensione fini-
ta, ¥ & compatta; vale anche la proposizione inversa, come ora verifichiamo.
Premettiamo il

2.5.2 (Lemma di Riesz) Siano E uno spazio normato, ed M
un sottospazio chiuso e proprio di E; allora
Ve>0, dz. € E: |z||=1 e dlze, M) >1—¢.

Dim.: dato che M # E, esiste yo € E'\ M, e, poiché M & chiuso, si ha d :=
d(yo, M) > 0. Fissato ¢ €0, 1[, sia y. € M tale che d < ||yo — ve|| < d(1 —¢)7 L.
Il vettore x. dato da x. := (yo — v.)|lvo — || ! verifica le condizioni richieste:
Vo € M si ha infatti ye +z ||yo — y:|| € M, quindi |lyo — (ye + 2 |lyo — ve||)|| > d,
da cui

ze =zl = [[(yo — ys)_Hlyo —ye| T -zl = )
= llyo —well ™ llvo — (we + 2 llyo —wel)l| > (1 —e)d " 'd=1—c.n

Dimostriamo ora il seguente risultato, pure dovuto a RIESZ:

2.5.3 Se la sfera unitaria chiusa X dello spazio mormato

(E;||.1]) é compatta (nella topologia forte), allora E ha dimensione
finita.

Dim.: per assurdo, supponiamo che dim F = oo; allora ¢ possibile costruire,
per induzione, una successione {M,,} di sottospazi di dimensione finita, quindi
chiusi, tali che M,, sia strettamente contenuto in M, 1 per ogni n. Per il
Lemma di RIESZ, per ogni n esiste un vettore x, € M, tale che ||z,|| =1 e
d(xpy1, My) > % In particolare, se n > k si ha xp € My e x,, & M,,_1 D My,
quindi ||z, — 2x|| > d(zn, M) > %; dunque, nessuna sottosuccessione di {a;, }
pud essere di CAUCHY, assurdo per la compattezza di . u

Anche nella topologia debole o(E, E*) la sfera unitaria chiusa > non &, in
generale, compatta: si veda il Teorema di KAKUTANI (successivo Teorema
2.7.2), che caratterizza gli spazi di BANACH in cui ¥ & compatta. Ha pertanto
estrema rilevanza il Teorema di BANACH-ALAOGLU-BOURBAKI:

2.5.4 Dato uno spazio normato E, nel suo duale E* la sfera

unitaria chiusa ¥, = {f € E* | ||fll. < 1} ¢ compatta nella
topologia debole* o(E*, E).
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Dim.: per ogni z in F, poniamo Y, := R; sia poi Y il prodotto topologico
[l.cp Ye degli spazi {Y,}.cp, cioe la famiglia di tutte le applicazioni ¢ : £ —
R, munita della topologia introdotta nell’esempio 4 del Paragrafo precedente.
L’elemento generico ¢ € Y ¢ individuato dalle sue proiezioni pr,¢ = ¢(x) sugli
spazi Y,, che indicheremo anche con ¢,; scriveremo percio ¢ = {p(2)}recr =
{¢z}zcr. Si noti che in particolare, I'applicazione ¢ & lineare se e solo se
Vr,y € E, VYa, 8 € R risulta

(Pras+py — apre — Bpry)e = p(az + By) — ap(x) — fe(y) = 0;
il sottoinsieme £ di Y costituito dalle applicazioni lineari ¢ quindi dato da

(2.29) L= ﬂ ker (prog4 5, — apr, — Opr,) ;
z,yEE
a,BER

evidentemente, si ha anche E* C L C Y, e
Er={peLlL]3ec=clp): |pryp| <clzf, Vz € E}.

Su E* C Y consideriamo la topologia o(E*, E), e la topologia 7 indotta su
E* come sottospazio topologico di Y. Mostriamo che esse coincidono, cioe che
Papplicazione identica I da Ef. = (E*;0(E*, E)) su (E*;7) ¢ continua, con
inversa continua.

I ¢ continua: per la Proposizione 2.4.2, iii), basta mostrare che & con-
tinua l'applicazione Iy o I, dove Iy ¢ I'immersione canonica di E* in Y. Anzi,
per la Proposizione 2.4.3, iv), ¢ sufficiente mostrare che Vo € E & continua
I’applicazione pryolpol da E} . in Y, = R; ma questo e ovvio, per la definizione
stessa di topologia debole*, dato che (pryoIpol)f = (f, x).

I=1 ¢ continua: per la Proposizione 2.4.2, iii), basta verificare che Vo € F
¢ continua applicazione, da (E*;7) in R, data da f = {fs}scr — (f,x); ma
questo ¢ evidente, dato che tale applicazione ¢ la restrizione ad E* dell’appli-
cazione continua pry.

Grazie a quanto ora visto, se verifichiamo che_ 3,0 compatta come sot-
tospazio topologico di Y, risulta dimostrato che ¥, & compatta in E.. Si
osservi che, posto

C:={p eV [|pryp| <|lz], Vo € E} = [Loep [=ll, [l=]];

risulta ¥, = £NC, dove £ ¢ dato dalla (2.29). Ora, £ & chiuso, perché le
applicazioni pra,+8y — apry — Bpry sono continue da Y in RV(z,y € E, o, €
R), mentre C & compatto, grazie al Teorema di TIKHONOV; cid conclude la
dimostrazione. =

2.6 Ortogonalita. Supplementari topologici.

Nel Capitolo 1 abbiamo visto parecchie notevoli conseguenze della nozione
di ortogonalita, e, in particolare, del Teorema di decomposizione negli spazi di
HILBERT. Ricordiamo che (Teorema 1.5.2) se V' ¢ un sottospazio chiuso dello
spazio di HILBERT H, allora si ha H = V @ V*, dove V* ¢ il sottospazio
ortogonale a V: ogni x € H si scrive nella forma © = Py x + Py 1 z, ed inoltre
Py e Py1 sono proiettori ortogonali (si veda il §1.9).
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E naturale chiedersi se in un generico spazio di BANACH, in cui manca la
nozione di ortogonalita, ma, soprattutto, non & possibile (in generale) parlare di
proiezione su un sottospazio chiuso (si ricordi I’ OSSERVAZIONE 1.5.1), si possa
trovare una formulazione generalizzata di questa situazione.

Premettiamo qualche richiamo sugli spazi quoziente:

‘Proposizione‘ 2.6.1 Siano E uno spazio di BanacH, V un suo sot-
tospazio chiuso.

i) La relazione binaria xRy P - y € V é una relazione
di equivalenza su E, compatibile con le operazione definite in E:
Ve,y € E, V) € R,

(x'Rx e y'Ry) implicano che (2’ +y)R(z +y) e (A2')R(A\x);
se m ¢ lapplicazione canonica di E su E/V | per ogni © € E/V ed
ogni x fissato in 7 N(T) si han (X)) =2+ V={x+v |veV}

i1) € quindi lecito definire

T+y:=7(r+y); \a:=7(\x) V(rer (), yer'(y), A €R);

con queste operazioni, E/V & uno spazio vettoriale; inoltre, se si
pone

T\ B = 1 f E
|| || % e1[_1( ) ||l’|| 5
dCL CUi, pe7 ogni ren 1(1');

[Ty = inf o+ ollp = di(0,2+ V) = ds(x, V),

Vapplicazione T +— ||Z||g/v € una norma su E/V , rispetto alla quale
E/V ¢ uno spazio di BANACH.

Dim.: i): la verifica ¢ immediata.

i1): ¢ evidente che le definizioni sono ben poste, e che E/V & uno spazio
vettoriale. E poi ovvio che |Z]| /v > 0; inoltre, se ||Z||g/ = O si ha che,
Vo € = 4%), dg(z,V) = 0, cioe, dato che V & chiuso, x € V, quindi & = 0
in E/V. Se A # 0, si ha [|\&| gy = de(Az,V) = dg(A\z, \V) = [\ dg(z,V) =
A 12| g/v, quindi [AZ|g/v = [A[|Z]z/v (per A = 0 I'uguaglianza & ovvia).
Dati 7,5 € E/V, fissiamo x € 7~ 1(%),y € 7~ 1(§); poiché, Yvi, vy in V, si ha
1Z+3lleg/v <llz+y+uv +vallp < ||z +vi||g + ||y + v2||g, dall’arbitrarieta di
vy, vg € V siricava che |2+ 7| g/v < 2] g/v + |9l g/v- Infine, per dimostrare
che E/V & completo, sia {Z,} una successione di CAUCHY in E/V. E intanto
possibile estrarre da {Z,,} una sottosuccessione {g;} := {Z,, } tale che per ogni
k € N risulti ||rq1 — Gkl p/v < 27" (si ricordi il Lemma 1.4.1). Poiché, fissati
y1 € (), y2 € 7N (G2),

191 = B2l yv = infoey [[(y1 —y2) +vlle = infoey [ly1 — (2 —v)lle < 1/2,

esiste vy € V tale che, posto zz := ya2 — g, risulti ||y1 — 22]|p < 1/2. Con un
ovvio procedimento di induzione, si costruisce cosi una successione {z,} C E
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tale che 21 = y1, 2, € 7 1(Gn) Vn €N, e ||znt1 — 2nllp < 27™. Poiché E &
completo, 3z € E : 2z, — x. Per ogni n € N si ha allora ||g, — 7(2)|g/v =
120 = (@)l 2/v = infoev [|(zn — @) + vl < |20 — ||&, cosicché g, — m(x)
in E/V. In questo modo, dalla successione di CAUCHY {Z,} si ¢ estratta una
sottosuccessione {7, } che tende a w(z), e cid basta per concludere che I'intera
successione {Z,} & convergente. m

‘Deﬁnizione‘ 2.6.1 Sia V' un sottospazio chiuso dello spazio di BaNacH
E; la dimensione di E/V si chiama codimensione di V in E. u

Vediamo ora alcuni risultati di isomorfismo che fanno intervenire spazi quo-
ziente. Premettiamo un risultato notevole:

Proposizione‘ 2.6.2 Siano E,F due spazi di Banacu, T un operatore

in L(E,F), V un sottospazio chiuso contenuto nel nucleo N(T') di
T. FEsiste un unico operatore lineare A da E/V in F che rende
commutativo il diagramma

T
b F quindi tale che T = A o w. Inol-
\ / tre, A ¢ continuo, R(A) = R(T), e
™ A
Al eepviry = 1Tl . r)
E|V

Dim.: sia 7 € E/V; se x,2' € 7~ %(Z) (7 & Iapplicazione canonica di E su

E/V),sihaxz—a' €V C N(T), quindi Tz = Ta'. E pertanto lecito definire
AZ :=Tx, Vz € mH(T).

E evidente che A & I'unico operatore lineare da E/V in F che verifica T = Ao

anche 'uguaglianza R(A) = R(T') & ovvia.

Osserviamo ora che m(Xp) = Xpg/v: in effetti, per ogni 2 € X si ha che
I7(@)|l/v = infvev [l +vlp < [lz]z < 1, quindi 7(Xp) C Xg/v. Dlaltra
parte, se T € Xy, fissato 2 € 77 1(Z) si ha infyey [z +v]|p < 1, quindi esiste
v' € V tale che || +v'||p < 1. Posto 2’ := 2+ v/, si ha n(2) = nw(x) =T e
|l#'[[z < 1, da cui Iinclusione opposta X/ C 7(XE).

Se ne deduce che

[AMlee/vry = sup [[AZ|F = sup [[A(n(2))|F =
T€EXE v TEXE

sup |Tx|r = T |lz(e, r)-

TEXE

In particolare, ne discende il primo Teorema d’isomorfismo:

2.6.1 Siano E, F due spazi di Banacw, e sia T € L(E, F); se
R(T) e chiuso, lo spazio quoziente E/N(T) ¢ isomorfo a R(T).

Dim.: con la norma indotta da quella di F', R(T) & uno spazio di BANACH; si
puo quindi applicare la Proposizione precedente, con V = N(T') e F sostituito
da R(T). Se A ¢ (I'unico operatore) tale che T'= Ao, si ha

x € Y(N(A)) se e solo se A(m(x)) = Tz = 0, cioe se e solo se z € N(T);
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dunque A ¢ una biiezione lineare e continua da E/N(T") su R(T), quindi, per il
Corollario 2.3.5, ¢ un isomorfismo da E/N(T') su R(T). n

Nell’ambito degli spazi normati, pur in assenza di un prodotto scalare, e
ancora evidentemente possibile parlare di ortogonalita di due vettori, almeno
quando uno dei due ¢ un elemento di F e I’altro € un elemento del duale E*. Si
pone allora la definizione seguente:

‘Deﬁnizione’ 2.6.2 Sia E uno spazio di BANACH.
i) L’ortogonale (o annichilatore) *A C E* del sottoinsieme
non vuoto A C E é l'insieme

A ={fcE | (fx)=0 Vo€ A} =
= ﬂker(fjx): ﬂ ker ¢,

r€EA pEJ(A)
dove J e l'immersione canonica di E in E**;

ii) [’ortogonale (o annichilatore) Bt C E del sottoinsieme
non vuoto B C E* ¢ l'insieme

Bti={zcE|(f,x)=0 Vfe€ B} =epkerf.u

Si osservi che, quando () # B C E*, se si pone, in accordo con la i) della
Definizione precedente,

tB:={pe E* | (p,f) =0 Vfe B},

si ha evidentemente che J(B*) C +B (i due insiemi coincidono se e solo se J &
suriettiva).

E ovvio dalla definizione che gli ortogonali sono sempre varieta lineari; & poi
immediato controllare che, se ) # A C E, ) # B C E*,

tA="+(A)="(spanA) =t (spand); (AC A CE)= (tAD1A);

B* = (B)* = (span B)* = (span B)™; (BC B, C E*) = (B* > BY).

Valgono inoltre le seguenti proprieta di chiusura:

Proposizione‘ 2.6.31) Se ) # A C E, allora YA ¢ un sottospazio
proprio di E*, chiuso nella topologia debole* (quindi anche nella
topologia debole ed in quella forte);

ii) se ) # B C E*, allora B+ ¢ un sottospazio proprio di E, chiu-
so nella topologia debole (o equivalentemente, per la Proposizione
2.5.3, in quella forte).

Dim.: 7): per definizione di topologia debole*, per ogni 2 € E il funzionale J z :
f — {f,x) & continuo su (E*;0(E*, E)), quindi ker(Jz) & chiuso in o(E*, E);
ne segue la chiusura di *4 in o(E*, E).

ii): Vf € E*, ker f & un sottospazio chiuso in E, quindi lo & anche B*. u
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Proposizione‘ 2.6.41i) Se() # ACE, (FA)* ¢ la chiusura di span A
in E (nella topologia forte o, equivalentemente, debole);

ii) se ) # B C E*, H(B*) ¢ la chiusura di span B nella topologia
debole* o(E*, E) di E*.

Dim.: i): & ovvio che span A C (+A)*. Per assurdo, supponiamo che I'inclu-
sione sia stretta, cioe che esista zo € (*A)* \ span A. Per il Teorema 2.2.2,
possiamo separare strettamente {x} e Span A: esistono g € E*, a € R tali che,
in particolare,

(2.30) (g,20) < a < (g,z) Vx € spanA.

Dato che span A & una varieta lineare, ne viene che (g, z) = 0 Vo € A, cioé che
g € +A; ma allora dovrebbe essere (g, z¢) = 0, il che contraddice la (2.30).

i1): la dimostrazione ¢ come quella di 7), utilizzando il Teorema 2.4.4
anziché il Teorema 2.2.2. »

Si osservi che L(Bl) puo contenere strettamente la chiusura di span B nella
topologia forte (o, il che & lo stesso, in quella debole): ad esempio, se E = (' e
B C (> ¢ l'insieme delle successioni a termini definitivamente nulli, si verifica
facilmente che la chiusura di B nella topologia forte & c¢g, mentre B+ = {0}
(dato che e(™ € B ¥n € N), quindi +(B*+) = (.

Estendiamo ora la nozione di operatore aggiunto gia vista nel caso hilber-
tiano. Sia T' € L(E, F'), dove (E; || .||g), (F;] - || ) sono spazi normati. Per ogni
fissato g € F'*, lapplicazione z +— g« (g, Tx)p ¢ un funzionale lineare su E, che
¢ anche continuo dato che

(2.31)

r(g, Tx)r| < (|lg|

1Tl ze,m) 2]l g

quindi individua un elemento di E*, che indichiamo con T*g. Poniamo allora

la seguente

‘Deﬁnizione‘ 2.6.3 Sia T € L(E,F), dove E,F sono spazi normati; si
chiama aggiunto di T' l'operatore T* da F* in E* definito dalla
relazione di reciprocita

(232) E*<T*g,l’>E =F* <g,Tl'>F, Va € E, Vg € F*. m

Si verificano le seguenti proprieta:

‘Proposizione‘ 2.6.5 Siano E, F,G spazi normati, e siano T,T1, Ty in
L(E,F); allora:
i) Tr € LIF*, E7), e [T cpe ey = TNl ce,mys
i) (a1 +PTo)* = aTy+8T5; se S € L(F,G), (SoT)* =T*oS*;
iii) se T e biiettivo (da E su F), lo ¢ anche T* (da F* su E*), e
si ha (T*)~! = (T71)*.
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Dim.: ¢): la linearita di T ¢ conseguenza immediata della definizione. Dalla
(2.31) si ha

1T

g = sup |g(T"g,x)p|= sup |p-(g,Tx)p| <

lz] z<1 lzllz<1
< Tl zee,ry lglle-
quindi T* € L(F*, E*), e |[T*| z(p+,6+) < Tl z(&,F)- Per il Corollario 2.1.3,

ITellr = sup oo, Ta)pl = sup |p(T"g,2)p] <
llgllF= <1 llgll = <1
< (s 177gllg-) lols = 1T e o) ol
llgllp=<1

da cui [|T g,y < [|IT*||z(p+,B+), € ne discende I'uguaglianza cercata.

i1): la verifica della prima affermazione ¢ immediata. Quanto alla seconda,
basta osservare che, Vg € G* e Vx € F, si ha
e-((SoT) g, 2)p =¢+ (9,5(Tx))c =p~ (5" g, Tx)p =p- (" 0 5")g,2)E-
iii): per la ii), la relazione T~ o T = I implica T* o (T~1)* = Ip-, da
cui la suriettivita di 7%; la relazione T o T~! = I implica (T~1)* o T* = Ip~,
da cui Piniettivita di 7%, Quindi esiste (T*)~! € L(E*, F*), e, per quanto ora
visto, (T*)"t = (T~1)*. u

Una conseguenza notevole della Proposizione 2.6.4:

2.6.1 Siano E, F due spazi di Banacu; per ogniT € L(E, F),

st ha:
i) N(T) = R(T*)*; ii) N(T*) = ~R(T);
iii) N(T*)* = R(T); w) LN(T) = R(T*)"
Dim.: i), ii): la verifica ¢ immediata.
iii),iv): da i) si ha che N(T*)* = (*R(T))* = R(T): I'ultima uguaglianza
deriva dalla Proposizione 2.6.4, i); analogamente, ~N(T'), per la Propo-
sizione 2.6.4, ii), & la chiusura di R(T*) in o(E*, E). n

2.6.1 Nella iv) del Corollario precedente, la chiusura di R(T™*) nella

topologia o(E*, E) non puod (in generale) essere sostituita dalla chiusura nella
topologia forte o in quella debole. Poniamo E := F := ¢!, e sia T 1'operatore in
L(¢Y) definito da T{x,} := {x,/n}, cosicché il suo aggiunto T* € L({*°) & dato
da T*{yn} = {yn/n} € co. Sihaallora *N(T) = ¢>°, mentre, come ora mostria-
mo, la chiusura di R(7T™*) nella topologia forte di £*° & ¢y. Ricordando la Propo-
sizione 2.1.2, ¢ sufficiente verificare che ogni y = {y,,} € ¢¢ € limite di una suc-
cessione di vettori in R(T™*); per questo, basta porre (") := Soney kyk e & e
vidente che (™ € ¢g e che Tz = ZZ:1 Yk e(k), cosicché, essendo lim,, vy, = 0,
si ha lim,, |ly — T2/, = 0.

Si ha anzi 1'ulteriore proprieta

Proposizione‘ 2.6.6 Siano E, F spazi normati; se T € L(E, F), allora
T* ¢ continuo da (F*;0(F*,F)) in (E*;0(E*, E)).
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Dim.: basta mostrare (Proposizione 2.4.2) che Vx € E l’applicazione ¢,
definita da ¢, (g) := p-(T*g,x)g & continua da (F*;o(F*, F)) in R. Dato che
risulta, per definizione, g« (T*g,2)g =p~ (9, Tx)F, posto y := Tz si ha, Vo > 0,

vz (| =0 0l) ={g € F* |p-(T"g.2)E| = |- (9, y)F| < 0},
che ¢ un intorno dell’origine in (F*;0(F*, F)); quindi ¢,(g) ¢ continua per
g = 0. Per la linearita di ¢, ne discende la continuita di ¢, su tutto F.. =

2.6.2 Il risultato precedente ¢ particolarmente rilevante perché, men-

tre per un generico operatore lineare la continuita da F, in E! ¢ equivalente
alla continuita da F)5 in EX (si ricordi la Proposizione 2.5.4), non vale una
proprieta analoga se si muniscono E*, F* delle topologie deboli*. Mostriamo
anzi che, scelto £ = F = ¢q, esiste un isomorfismo di E} su F; che non é
continuo da E}. in F.. Identificando E* ed F* ad ¢!, definiamo T : ¢! — ¢!
ponendo

T{zn} ={), ®n,22,23,...,Zn,...} V{z,} € (L
T ¢ evidentemente (ben definito), lineare, iniettivo; & anche suriettivo, perché
dato {z,} € ¢' si ha che
y = {1 — Zz:; Thy T2, T3y -y Ty oo} € L1

e Ty = {z,}. oltre, |T{zn} i = |32, @l + 3455 |2] < 2[{zn} e, quindi
(Corollario 2.3.5) T & un isomorfismo di ¢! su ¢*. Se si considera la successione
{e(™} dei versori in £', si ha che, nella topologia debole* di ¢* = ¢, {e(™} tende
a zero, mentre, dato che Vn > 2 si ha Te(™ = e(M) 4 (™ risulta Te(™ = (1) g

La Proposizione precedente puo essere precisata:

‘Proposizione ‘ 2.6.7 Siano E, F' due spazi normali, e sia S un operatore

lineare da F* in E*. Allora S é continuo da F. in E. se e solo
se esiste un operatore T' € L(E, F') tale che S = T*.

Dim.: dobbiamo solo mostrare che se S ¢ continuo da F};. in E ., allora S =
T*, dove T' & un opportuno operatore in L(E, F). Siano Jg, Jr le immersioni
canoniche di Fin E** e di F in F**. Fissato ad arbitrio x € F, per il Teorema
2.5.2 si ha che Jg x € un funzionale lineare e continuo su EJ .; poiché

(BEe2)0S5)(9) = Fe2)(SY) = £-~QE7,59) B+ = E-(59,7)E,
ne viene che (Jg ) oS & un funzionale lineare e continuo su FJ5.. Ancora per il
Teorema 2.5.2, esiste —ed & unico- y € F tale che (Jpx) o S = Jry, cioe
e+(89,2)E = e (JFr Y, 9)p- = F-(9,y)r, Vg€ F™.
Naturalmente, y dipende dal vettore z fissato: poniamo allora y = Tx =
3;1((315 x) o S), cosicché
5 (Sg,2)g = p- {9, Tx)F, Vo € E, Vg € F*.

Si vede facilmente che T : E — F ¢ lineare; per dimostrare che T' € L(E, F),
grazie alla Proposizione 2.5.4, basta mostrare che T & continuo da FE, in
F,, cioeé che, per ogni g € F*, I'applicazione z +— p«(g,Tx)r & continua da
E, in R. Ora, Vo > 0 l'insieme {z € E | |p«{(g,Tx)r| = |g-(Sg,2)r| < o} &
un intorno dell’origine per o(E*, E), e, grazie anche alla linearita di T', se ne
deduce la continuita di T da E,, in F,,. Infine, dato che T' € L(E, F), esiste
T* € L(F*, E*), e l'identitd g«(Sg,x)p = p~(g, Tx)p mostra che S =T*. u

Se ne deduce anche il seguente complemento alla Proposizione 2.5.4:
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2.6.2 Siwano E, F' due spazi normati. Se T" e un operatore

lineare e continuo da E}. in F}., allora T € L(E*, F™).

Dim.: T & laggiunto di un operatore in L(F, E), quindi & continuo da E* in
F om

‘Deﬁnizione‘ 2.6.4 Sia V' un sottospazio chiuso dello spazio di BaNacH
E; W é detto un supplementare topologico di V (si scrive E =
VaeW) se:

i) W ¢ un sottospazio chiuso di E;
it) W & un supplementare algebrico di' V in E (cioe, VNW = {0},
e per ogni x € E esistonov e V,we W : x=v+w). n

‘Deﬁnizione‘ 2.6.5 Un proiettore nello spazio di Banacu E e un ope-
ratore P € L(E) idempotente (cio¢ tale che P> = P). u

E immediata la verifica delle seguenti proprieta elementari:

‘Proposizione‘ 2.6.8 i) Se W ¢ un supplementare topologico di V in E,
allora, Vo € E, la decomposizione v = v +w conv €V, w e W e
unica; posto Px := v, Qx := w, si ha che P, sono proiettori in F,

ed inoltre:
(2.33) PQ=QP=0; P+Q=1.
i1) Viceversa, se P ¢é un proiettore in E, anche Q := 1 — P ¢

un proiettore; P, Q) verificano le (2.33); R(P), R(Q) = N(P) sono
sottospazi chiusi di F, e risulta

E = R(P)® N(P).

Dim.: 4): 'unica proprieta non ovvia & la continuita dei proiettori P, QQ (che
sono evidentemente operatori lineari da E in sé¢). Questa & perd una conseguenza
immediata del Teorema del grafico chiuso: se {x,} & una successione in E tale
che z, — x e Px, — y, ne viene intanto che Q z,, = x,, — Px,, — = —y. Per
la chiusura di V edi W, si hay € V e x —y € W; quindi, per l'unicita della
decomposizione, da © = y + (x —y) = Pz + Qy si ricava, in particolare, che
y = Pz, cioe che il grafico di P ¢ chiuso, dunque che P & continuo; lo stesso
vale evidentemente per Q.

i7): & immediato verificare che @) & un proiettore, che R(Q) = N(P), e che
P, Q verificano la (2.33). E anche facile vedere, come nella dimostrazione della
Proposizione 1.10.13, che R(P) = {z € E | Px = z}; quindi, R(P), R(Q)
sono sottospazi chiusi. Se x € R(P)N N(P), si ha x = Px = 0; infine, Vo € E
risulta * = Pz + (v — Px), con Pz in R(P) e (x — Px) in N(P).n

Osserviamo che vale anche la seguente proprieta:

Proposizione‘ 2.6.9 Se E =V ® W, lo spazio quoziente E/V ¢ iso-
morfo al sottospazio chiuso W.
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Dim.: basta applicare il primo Teorema di isomorfismo, con F := W e T :=
proiezione di E su W (cosicché N(T)=V). n

E evidente la non unicita dell’(eventuale) supplementare topologico, gia in
R?: se V ¢ una retta passante per l'origine, ogni altra retta per I'origine & un
supplementare topologico di V. Si osservi poi che ciascuno dei proiettori P, Q
dipende da entrambi i sottospazi V,W: se E = R? V ¢ la retta {z2 = 0} e
W la retta {xo = z1}, si ha ad esempio P{x1;22} = {21 — x2;0}; se invece
si sceglie come W la retta {xo = —x1}, si ha che P{z1;22} = {x1 + x2;0}.
E anche ovvio che la norma di un proiettore & maggiore o uguale ad 1: in
entrambi gli esempi appena visti con £ = R?, si verifica immediatamente che si

ha [|P]| = Q] = v2.

Piu delicata ¢ la questione relativa all’esistenza di un supplementare topo-
logico (tranne, beninteso, nel caso di uno spazio di HILBERT); un risultato
semplice ¢ il seguente:

‘Proposizione‘ 2.6.10 Sia V' una varieta lineare dello spazio di BANACH
E; ciascuna delle due condizioni

i) V' ha dimensione finita;
i1) V' & un sottospazio chiuso di codimensione finita

¢ sufficiente a garantire l’esistenza di un supplementare topologico

di V.

Dim.: 4): fissiamo ad arbitrio una base {e1,...,e,} in V, cosicché ogni x € V
si scrive in modo unico nella forma z = >°;_; zxep (zx € R). Per ogni k =
1,...,n, poniamo @i (z) := xy; & evidente che ogni ¢; & un funzionale lineare

e continuo definito su V. Per il Corollario 2.1.1, esiste un prolungamento
o € E* di ¢p. Poniamo W := (;_, ker @; & evidente che W & un sottospazio
chiuso, e che VN W = {0}. Infine, fissato un qualsiasi z € E, poniamo v :=
Soroy Pr(z)er e w:=x—wv. Sihav €V, e, poiché ¢, (v) = gr(v) = Pr(x), ne
viene che w € W, il che conclude la dimostrazione.

i1): evidente, perché un supplementare algebrico di dimensione finita &
automaticamente chiuso, quindi € anche un supplementare topologico. =

Si puo dimostrare che, ad esempio, il sottospazio chiuso ¢g di £ non ha
supplementare topologico in ¢°°. Ci limitiamo poi ad enunciare un risultato, di
natura ben piu generale, dovuto a LINDENSTRAUSS-TZAFRIRI, che fornisce tra
I’altro un’ulteriore interessante caratterizzazione di natura geometrica:

2.6.2 Dato lo spazio normato (E;|.||), le sequenti afferma-
zioni st equivalgono:
i) esiste in E un prodotto scalare la cui norma indotta é equiva-
lente a || .||;
i1) ogni sottospazio chiuso di E ammette un supplementare topo-
logico. m

Un’altra proprieta relativa a sottospazi con dimensione o codimensione finita:
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Proposizione‘ 2.6.11 7) Se V' ¢ un sottospazio di dimensione finita n

di E, il suo ortogonale *V ha codimensione n in E*;

i1) Se V. ¢ un sottospazio di dimensione finita n di E*, il suo
ortogonale (V,)* ha codimensione n in E.

Dim.: sia {z1,...,2,} una base per V; consideriamo l’applicazione lineare e
continua A : E* — R” definita da A(f) := S_p_, (f, k) e®), dove gli e®
sono i versori in R™. Mostriamo intanto che deve essere A(E*) = R"; in caso
contrario, Jy = Y"1 _; yre®) € R\ A(E*), e, poiché A(E*) & un sottospazio
di R™, & possibile separare strettamente A(E*) ed {y} in R". Esistono quindi
z=30_, zke® #£0ed a € R tali che (z,9) < a < (2,A(f)) Vf € E*. Ne
discende che (z, A(f)) = 0, cioe > 2z (f, k) = (f,>opey 2kzr) = 0Vf € E*,
quindi ZZ:1 zrry = 0, assurdo perché gli xj sono linearmente indipendenti e

z # 0.

Di conseguenza, esistono fi, ..., f, € E* tali che A(fr) =e® perk=1,...,n
E evidente che fi,..., f, sono linearmente indipendenti. Inoltre, si ha che
span{fi,..., fn} & un supplementare topologico di V' (si osservi che ogni f in

E* si scrive nella forma f = (f = >0, (f.zr) fu) + Yopey (fs2x) fr)-

In modo analogo si procede per quanto riguarda (V). =

Un’applicazione (si riveda la Proposizione 2.5.4):

‘Proposizione‘ 2.6.12 Siano E, F due spazi di BanacH, e sia T un ope-

ratore in L(E, F); T ¢é continuo da E munito della topologia debole
in F' munito della topologia forte se e solo se T ¢ a rango finito
(dim R(T") < 00).
Dim.: se T ¢ continuo da E, in Fs, T"1(Xr) ¢ un intorno dell’origine in
o(E, E*); quindi 3f1,..., f, € E* ed 3¢ > 0 tali che

({fe, o) <e, (k=1,....,n))= (||Tz||lr<1).
In particolare, Vo € V := (}_, ker fj risulta || Tz||p < 1, dunque, dato che V
¢ un sottospazio, Tx = 0, cioe V' C N(T'). Per la Proposizione 2.6.2, esiste
A € L(E/V,F) tale che R(T) = R(A). 1 sottospazio Vi :=span{fi,..., fn} ha
dimensione < n, ed evidentemente V = (V,)*; per la Proposizione 2.6.11,
i7), si ha codimV = dim E/V = dimV, < n; ma allora anche dim R(T') =
dimA(E/V) <n.

Reciprocamente, se dim R(T) < oo, R(T) & chiuso, quindi, con la norma
indotta da quella di F, ¢ uno spazio di BANACH F Indichiamo con T' I’ appli-
cazione da E in F definita da T := Tx. Poiché T € L(E, F), si ha (Propo-
sizione 2.5.4) che T & continuo da FE, in F Ma, nello spazio a dimensione

finita F , topologia forte e debole coincidono, quindi T~e continuo da F,, in Fs7
e allora T =ioT (dove i ¢ 'immersione canonica di F in F') & continuo da E,,
inFy. m

Vediamo infine qualche collegamento con gli spazi quoziente:

Proposizione‘ 2.6.13 Sia V' un sottospazio chiuso dello spazio di Ba-
NACH E:
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i) LV ¢ isometricamente isomorfo a (E/V)*;

ii) V* ¢ isometricamente isomorfo ad E*/*V .
Dim.: 4): fissiamo f € 1V; dato & € E/V, e scelto x € 7 (%), osserviamo che
il valore (f, =) dipende da f e da Z, ma non dal vettore z €  (se 2’ € 7 *(2),
2 —x eV, quindi (f,2') = (f,z)). Definiamo quindi

Af)z=(f2), xenl(@)
Si vede subito che Af & un funzionale lineare su F/V; inoltre,
(Af) T = [fa) < I fllllell, Vo en™H(@),

quindi [(Af)F) < [£]l- |7/ da cui Af € (B/V)* e |Aflspvy- < IF]-

L’applicazione A & evidentemente lineare e iniettiva da -V in (E/V)*. E
anche suriettiva: dato F € (E/V)*, posto (f,z) = (F,n(z)), si ha f € E*
(si noti che ||f|l. < |[Fll(g/vy+), f €V e Af = F. Come si & visto, risulta
IAfll /vy < || fll«; resta solo da mostrare che || f[|« < [[Af|/(z/v)-. Per questo,
si osservi che se T # 0, 3z € 7~ 1(Z) \ V; inoltre, si ha ||z|| > ||Z]| g/ > 0, quindi

ANz (f )]

ez = Nzl

Afll(z/vy >

Data Darbitrarieta di  # 0, la disuguaglianza vale Va ¢ V, ed ¢ ovvia per
gli € V'\ {0}. Quindi, passando all’estremo superiore per = # 0, si ha la
disuguaglianza cercata.

ii): indichiamo con m; I'immersione canonica di E* in E*/1V. Per ogni
funzionale ¢ lineare e continuo definito su V', cioe ogni ¢ € V*, per il Teorema
di HAHN-BANACH esiste almeno un’estensione ¢ € E* tale che ||@]l« = pv () =
ll¢llv+- Se @ &un’altra estensione di ¢, si ha evidentemente @' —@ € +V, quindi
la classe d’equivalenza 71 (@) & indipendente dall’estensione scelta, e dipende solo
da ¢: poniamo allora

Ap=m(), GEE, &) =¢) VeV

A1 ¢ un’applicazione lineare da V* in E*/ LV, e chiaramente & iniettiva (se
¢ =0, si ha @ = 0). E anche suriettiva: VF € E*/1V, scelta f € 7, '(F) e
detta v la restrizione di f a V, risulta ¢ € V* e Ay¢p = m1(f) = F. Si ha poi

[Arellpejrv = M (@) g jrv = infgery lo+gll« < [|@ll« = [l
d’altra parte, Vg € -V si ha

Vs

lellve = sup [(p,0)) = sup [{p+g,0)| < sup [(g+g,v)] = [lg+g]-
VeV, ||vf|=1 VeV, ||v]|=1 lvll=1
da cui [|o|lv+ <infgery [|@ + g+, e ne segue che A; ¢ un’isometria.

2.7 Riflessivita.

Diamo la seguente (fondamentale) definizione (si riveda il Paragrafo 2.5):

‘Deﬁnizione‘ 2.7.1 Sia E uno spazio di BANACH, e sia J [immersione
canonica di E in E**, definita V¢ € E da

(2.34) g (38 fpe = g ([, &)p V[ € E;




2.7. RIFLESSIVITA. 127

FE si dice riflessivo se J ¢ suriettiva. m

Osservazione | 2.7.1 E essenziale avere ben chiaro che la definizione di riflessivita

richiede che proprio l’immersione canonica, e non un’altra opportuna appli-
cazione, sia un isomorfismo isometrico di E su E**. E possibile costruire (in
modo piuttosto elaborato) esempi di spazi non riflessivi E per i quali si riesce
a costruire un isomorfismo isometrico (che ovviamente non ¢ J) di E su tutto
E**. u

Vale il seguente

2.7.1 Ogni spazio di HiLBert H é riflessivo.

Dim.: indicati con J e J, gli isomorfismi di R1ESz di H* su H e di H** su H*
rispettivamente, si ha che, V(z € H, f € H*),

(2'35) (J*(Sx)vf)* —H~* <3x7f>H* = H* <f7 .Z'>H - (x7 Jf) = (J_lxvf)*v

quindi J, 03 = J !, dacui J = J ' oJ!. Come composizione degli isomor-

fismi isometrici J~! (da H su H*) e J; ! (da H* su H**), J & un isomorfismo
isometrico di H su tutto H**. u

Dimostriamo la seguente proprieta:

Proposizione‘ 2.7.1 Siano E,F spazi normati, e sia T € L(E,F);
dette Jg, Jr le immersioni canoniche di E in E** e di F' in F**, il

diagramma
E T F b N ok ~ ~ -
e commutativo: T* oJg = Jpod'; in
N N particolare, se E, I sono riflessivi,
JE JF ed identificati ai rispettivi biduali,
ok ok T** - T.
E T F

Dim.: dalla i) della Proposizione 2.6.5 si ha intanto che T** € L(E**, F**),
e che

1T | (e poey = 1T 2(pe ) = 1T ]| (2, F)-
Inoltre, per la (2.32), si ha che, Vg € F* e Va € E, risulta

(T (Jp2),9)r = po(Jpz, T"9) 5+ =p~ (I"g,2)E
- F*<Q,TI>F —F** <3F(T:C)ag>*F7
dacuil T"*oJg =JpoT.m

Si noti che, in generale, R(T** o Jg) C R(Jr), cosicché (dato che Jp &
invertibile su R(Jr)) risulta 3;1 oT** o Jg = T. Inoltre, si ha il

2.7.1 Se E ¢ isomorfo ad uno spazio riflessivo F', anche E

e riflessivo.
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Dim.: sia T un isomorfismo di F su F; per la Proposizione 2.6.5, iii), T**
e un isomorfismo di E** su F**. Dalla Proposizione precedente, si ricava allora
che Jp = (T**)™! o Jr o T; quindi anche Jg, composizione di applicazioni
suriettive, e suriettiva. m

Gli spazi riflessivi sono caratterizzati da una proprieta di compattezza de-
bole della sfera unitaria, come mostreremo tra poco. Premettiamo il seguente
risultato:

‘Proposizione’ 2.7.2 (Lemma di Goldstein) Sia E uno spazio nor-
mato; nella topologia debole* o(E**, E*), I'immagine J(Xg) della
sfera unitaria in E é densa in Y. := {p € E* | ||p|l < 1}.

Dim.: per assurdo, supponiamo che esistano & € ., ed un intorno aperto V'
in o(E**,E*) di & tali che VNJ(Xg) = 0. Poiché (E**;0(E**, E*)) & uno
spazio LCS, possiamo supporre V' convesso. Per il Teorema 2.4.2 (si ricordi
anche il Teorema 2.5.2, con E, E* sostituiti rispettivamente da E*, E**),
A(f € E*\ {0}, a € R) tali che

(2.36) g0, [ler <a< gz, g = g (f,2)p, Yx € Zg.
Ma (€0, )] < léollz= |fll« < | f]l«, quindi —||f|l« < (o, f); inoltre, dato che

Y ¢ equilibrata, infyex, (f,2) = —sup,cx, (f,2) = —|fll+; dalla (2.36) si
ottengono allora le disuguaglianze assurde

—flls <a<—=[[f]+ m

Siamo ora in grado di dimostrare il Teorema di KAKUTANI

Teorema | 2.7.2 Sia E uno spazio di BANacH; E ¢ riflessivo se e solo se

la sfera unitaria chiusa X é compatta in o(E, E).

Dim.: se E ¢ riflessivo, J(Xg) = s, € quest’ultima ¢ compatta in o(E**, E*)
per il Teorema 2.5.4, applicato ad E** = (E*)*. Basta quindi mostrare che
J~! & continuo da (E**;0(E**, E*)) in (E;0(E,E*)). Per la Proposizione
2.4.2, iii), ¢ equivalente dimostrare che, Vf € E*, l'applicazione che manda
£ € B in g{f,J )k & continua da (E**;0(E**, E*)) in R; ma questo &
ovvio, perché g+ (f, 371 g =g« (£, f) B+, ed il funzionale lineare dato da & +— g
(&, fYp~ & continuo in o(E**, E*) per definizione di topologia debole* in E**.

Supponiamo ora X compatta in F,,. L’applicazione J & continua da E, in
E%*, quindi, per la Proposizione 2.5.4,

J ¢ continua da E,, in EXf = (E**;0(E**, E***)),42
dunque anche da E,, in E}: = (E**;0(E**, E*)). Ne viene che J(Xg) ¢ com-
patta, dunque chiusa, in E;%; poiché, per il Lemma di GOLDSTEIN, J(XE) ¢
densa in X, per la topologia o(E**, E*), si conclude che J(Xg) = Y., e ne
discende immediatamente che J(E) = E**. n

Un risultato notevole, che riguarda i sottospazi di uno spazio riflessivo:

42 B*** ¢ per definizione il duale di E**, o equivalentemente (dato che (E**)* = ((E*)*)* =
(E*)**) il biduale di E*.
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Proposizione| 2.7.3 Se (E;||.||) ¢ uno spazio di Banacu riflessivo, ed
M ¢ un suo sottospazio chiuso, anche (M;||.||) é riflessivo.

Dim.: M ¢ uno spazio di BANACH, sul quale possiamo considerare la topologia
debole, e definire M,, := (M;o(M,M*)). D’altra parte, possiamo considera-
re M come sottospazio topologico My di F,,, il che equivale a porre My :=
(M; M Nno(E,E*)). In realtd, questi due spazi coincidono. Per mostrarlo,
e sufficiente verificare che hanno un medesimo sistema fondamentale di intorni
dell’origine; come sistemi fondamentali V,,, V) di intorni dell’origine in M,,, M
possiamo scegliere, per quanto si ¢ visto in precedenza, quelli definiti da:

237)  VeVedd ve{zeM||lgna)<e k=1,...,n}

dovee >0, gr € M*, e

{VGVO se e solo se

(2.38) V=MOW, dve W={x€E||{frx)] <e, k=1,....n

con fr € E*. Indichiamo con gj la restrizione di fr ad M, che & evidentemente

un elemento di M*. Il generico V' € V si scrive allora nella forma (2.37), quindi
e in V,,. Reciprocamente, se V ha la forma (2.37), per ogni k = 1,...,n esiste,
per il Corollario 2.1.1, un’estensione di g ad fr € E*, cosicché V si scrive
nella forma (2.38), quindi ¢ in V.

Siamo ora in grado di concludere la dimostrazione, applicando il Teorema
di KAKUTANI. Detta ¥y = {# € M | ||z|| < 1} la sfera unitaria chiusa
in (M;].]]), si ha che ¥y = M N Xg; ora, X & compatta in E,, ed M &
chiuso, anche nella topologia debole (per la Proposizione 2.5.3). Allora IY;
¢ compatta in My, dunque anche in M,, = Mj; per il Teorema 2.7.2, M ¢
riflessivo. =

Un’importante conseguenza:

Teorema | 2.7.3 Lo spazio di Banacu E ¢ riflessivo se e solo se lo ¢ il

suo duale E*.

Dim.: supponiamo che FE sia riflessivo. Per il Teorema 2.5.4, la sfera uni-
taria chiusa ¥, in E* & compatta nella topologia o(E*, E), quindi —essendo E
riflessivo— nella topologia o(E*, E**); allora, per il Teorema di KAKUTANI, E*
e riflessivo.

Sia ora E* riflessivo; per quanto appena visto, E** ¢ riflessivo, dunque, dato
che J(E) & chiuso in E**, per la Proposizione 2.7.3 anche J(E) & riflessivo.
Ma allora ¢ riflessivo anche E, che & isomorfo a J(E).

Ne discende il seguente notevole

2.7.2 Se lo spazio di Banacu E non e riflessivo, nel suo

spazio duale E* la topologia debole* o(E*, E) ¢ strettamente meno
fine della topologia debole o(E*, E**).

Dim.: se E non e riflessivo, non lo ¢ neppure £*, dunque, per il Teorema di
KAKUTANI, X, non & compatta in o(E*, E**); dato che ¥, & sempre compatta
in o(E*, E) (Teorema 2.5.4), ne viene che la topologia debole* ¢ strettamente
meno fine della topologia debole. n
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2.7.2 Se E ¢ uno spazio di BANACH non riflessivo, esistono in E*

degli insiemi convessi (addirittura, degli iperpiani) che sono chiusi in E* —o,
equivalentemente, in Ef— ma non in E.. Ad esempio, se £ € E**\ R(J), allora
V :=ker¢ & chiuso in E* per le topologie forte e debole, non per quella debole*:
si ricordi che, per il Teorema 2.5.2, £ non & continuo su (E*;0(E*, E)). u

Per quanto riguarda la completezza sequenziale, vale il seguente risultato:

Proposizione‘ 2.7.4 Ogni spazio di Banacu riflessivo E é debolmente
sequenzialmente completo.

Dim.: E** duale di E*, ¢ *-debolmente sequenzialmente completo (Propo-
sizione 2.5.7), quindi, dato che ¢ riflessivo (Corollario 2.7.1) ¢ debolmente se-
quenzialmente completo; ma allora lo ¢ anche E, che ¢ isometricamente isomorfo
ad E** m

E interessante osservare che uno spazio di BANACH isomorfo al duale di uno
spazio normato verifica proprieta aggiuntive rispetto a quelle valide in uno spazio
di BANACH generico. Un esempio deriva facilmente dal seguente risultato:

Proposizione‘ 2.7.5 Siano F' uno spazio normato, Jp« 'immersione
canonica di F* in F***; il sottospazio chiuso R(Jp+<) = Jp+(F*)
ammette supplementare topologico in F***.

Dim.: consideriamo 'aggiunto J}. dell'immersione canonica Jr di F' in F™**,
cosicché J% ¢ in L(F***, F*), e poniamo P := Jp« o J%. E chiaro che P ¢ in
L(F***); mostriamo intanto che P & un proiettore in F***. In effetti, poiché si
ha, V(z € F, f € F*),

o (Jp@r-f),2)Fp = e (Jp- [, Ipx) por = poe (Jp, f)pe = P+ (f,2)F,
ne viene che
(2.39) JpoJps = Ipx (dove Ip+« = identitd in F*),
e di conseguenza P? = Jp.o(J5hoJp+)oJ5 = Jp-0J% = P. Per la Proposizione
2.6.8, ii), si ha allora che F*** = R(P) @ N(P); la dimostrazione sara quindi
completata se mostriamo che R(P) = R(Jp»). Ora, dalla definizione di P si
ha intanto Pinclusione R(Jp+) D Jp= (I (F***)) = R(P); d’altra parte, Vi in
R(Jp~) esiste f € F* con ¢ = Jp~f. Per la (2.39), si ha 3o = 3%(3r-f) = f,
dunque ¢ = Jp-(J5p) = Py € R(P). In conclusione, R(P) = R(Jp+), dunque
ker P & un supplementare topologico di R(Jg+).

Non ci sono difficolta a dimostrare la seguente estensione:

2.7.3 Se £, F sono spazi di Banach, ed E ¢ isomorfo ad

F*, allora R(Jg) ammette supplementare topologico in E**.

Dim.: sia T un isomorfismo di E su F*, cosicché T** & un isomorfismo di E**
su F***. Se si definisce Q := (T**)~1 o P o T**, dove, come nella Proposizione
precedente, P := Jp~ o J5, si ha che Q € L(E**); inoltre, @ ¢ un proiettore in
E**, dato che

Q2 — (T**)—l OPO (T** ° (T**)—l) o POT** _ (T**)—l ° P2 OT** — Q
Infine, si ha R(Q) = R(Jg), dato che
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(T)HP(T**(E*))) = (T*)~HP(F*)) = (T™)"H(R(JF)) = R(3p);

dunque, R(Jg) ammette N(Q) come supplementare topologico. =

Ricordando che, come abbiamo enunciato, ¢y non ha supplementare topo-
logico nel suo biduale £°°, si puo altresi osservare che

2.7.4 Lo spazio ¢y non é isomorfo al duale di nessuno spazio

normato. m

2.7.3 La (2.39) mostra che se F' ¢ uno spazio normato, l'operatore

J70Jd p+ coincide con I’ identita I'p~ in F'*. Supponiamo ora che F' sia uno spazio
di BANACH non riflessivo. Dato che, per quanto ricordato, Jj : F*** — F* e
suriettivo, non puo essere iniettivo: se lo fosse, anche Jp~ = (3})_1 sarebbe
suriettivo da F™* su F*** dunque F* sarebbe riflessivo, il che & assurdo per il
Teorema 2.7.3. n

2.8 Convessita stretta; convessita uniforme.

Nel Paragrafo 2.1 abbiamo introdotto la nozione di norma strettamente con-
vessa (Definizione 2.1.1).

Osserviamo che la convessita stretta non € un invariante per la relazione di e-
quivalenza introdotta tra norme, nel senso che una norma strettamente convessa
pud essere equivalente ad una norma che non lo &. L’esempio pit banale & R?,
in cui le norme

2l = la1] + a2l lallz = (2% +23)"/? 2]l = max(|z1]; |z2])
sono equivalenti, ma soltanto la seconda e strettamente convessa.
La stretta convessita della norma equivale alla circostanza che la superficie

della sfera unitaria, cio¢ 'insieme {z € E | ||z|| = 1}, non contenga alcun
segmento. Un’altra caratterizzazione ¢ fornita dalla seguente

‘Proposizione‘ 2.8.1 Sia (E; || .||) uno spazio normato; sono equivalenti
le proposizionai:

i) la norma di E é strettamente convessa;

it) sex,y € E e ||z +yl = ||zl + ||lyll, allora uno dei due vettori
e un multiplo non negativo dell’altro.
Dim.: i) = ii): sia (E;||.]|), e siano z,y € E tali che ||z + y|| = ||=] + |ly||. I
risultato e banale se uno dei due vettori € nullo; non e limitativo allora supporre
che 1 = ||z|| < ||y||. Posto z := y/|ly||, si ha allora

22 otz = lz+y— 1 -yl )yl >

> [lz+yll = @ = [yl Iyl = llll + Iyl = llyll + 1 =2

di conseguenza, ||(z+2z)/2|| = 1. Poiché ||z|| = ||z|| = 1 e lanorma & strettamente
convessa, questo & possibile solo se r = 2z = ||y|| "1 .

i1) = 14): se x,y sono due elementi distinti di E con norma = 1, dall’ipotesi
segue che ||z + y|| < [|z|| + |lyl| = 2, cioe ||(x + v)/2|] < 1, quindi il punto
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((x +y)/2) & in int X(0,1). Applicando due volte il Lemma 2.2.1, si vede che
tutti i punti del segmento aperto di estremi x,y sono interni a $(0,1). m

Abbiamo gia visto che la norma indotta da un prodotto scalare & sempre
strettamente convessa. Diamo qualche esempio di norme non strettamente
convesse:

Proposizione‘ 2.8.2 Le norme usuali sugli spazi ¢*, (>, L' (), L>=(Q)
non sono strettamente convesse.

Dim.: dato che [le1||1 = [le2|li = |[(e1 + e2)/2][1 = 1, la norma in ¢! non
¢ strettamente convessa. Non lo ¢ neppure la norma in £*°, dato che, posto
Tr:=e;+ e, y:=e; —eg, siha
[#]loo = llylloe = [[(z +5)/2[[cc = 1.

Per quanto riguarda gli spazi L'(Q), L°°(Q2),*3 si fissino due sottoinsiemi A, B
misurabili e disgiunti di €2, ciascuno con misura positiva e finita, e si definiscano
z, y, @', y' ponendo z := (m(A))"'xa, y = (m(B)) " xp, ¢’ = xa +
XB, ¥ = x4 — XB; si ha allora

lzlls = llyll = Itz +9)/2l1 = l2"lec = 1¥"lloc = [[(z" +4")/2[0c = 1.

Le norme usuali degli spazi /P, LP(2) con 1 < p < 400 hanno una proprieta

ben piu forte della stretta convessita, e che e verificata anche da ogni norma
indotta da un prodotto scalare. Premettiamo una definizione:

| Definizione | 2.8.1 La norma || . || sullo spazio vettoriale E si dice uni-
formemente convessa®! se

(2.40) Ve>030>0: Vo,y € E, se |z =yl =1
' e |lx =yl > e allora ||(z+y)/2|| < 1—0;
in tal caso, lo spazio normato (E;||.||) si dice uniformemente

convesso (od anche superriflessivo). n

Anche 'uniforme convessita non é un invariante per la relazione di equiva-
lenza tra norme: una norma uniformemente convessa puo essere equivalente ad
una norma che non lo & (si riveda l'osservazione all’inizio di questo Paragrafo).

I facile vedere che

Proposizione‘ 2.8.3 Ogni spazio di HiLBert H ¢é superriflessivo.

Dim.: fissati € €]0,2] ed xz,y € H tali che ||z|]| = ||y|| = 1, ||z — y|| > &, per
Uidentita del parallelogrammo si ha che

I +y)/211* = 2ll=/2]1? + 2]ly/2II* = (= — y) /2l <1 - (/2)?,
quindi ||(z +y)/2|| <1 =6, dove 6 := 1 —[1 — (£/2)?]'/2. u

Vale la seguente proprieta, che mostra 'importanza delle norme uniforme-
mente convesse (e giustifica il nome “superriflessivo”):

43
44

ovviamente, si suppone che m(€2) > 0.
in inglese, anche uniformly rotund



2.8. CONVESSITA STRETTA; CONVESSITA UNIFORME. 133

‘Proposizione‘ 2.8.4 Ogni spazio isomorfo ad uno spazio di BANACH

(E; || . 1]) superriflessivo é riflessivo.
Dim.: grazie al Corollario 2.7.1, basta dimostrare che E stesso ¢ riflessivo.
Per questo, ¢ sufficiente mostrare che ogni & € E** con ||{][« = 1 ¢ in J(Xg).

Fissato ad arbitrio € > 0, sia § > 0 tale che valga la (2.40); per definizione di
norma duale in E** = (E*)*,

(2.41) IFeE: |flli=1 e p(& e >1fg.

Posto .
Vi={neE" ||g=(n—§ -] <d/2},

si ha che V' & intorno di ¢ in o(£**, E*); per il Lemma di GOLDSTEIN, 31
in ¥ : Jz; € V. Mostriamo che [|{ — Jz1« < €, cioe che £ € Jry + X,

Per assurdo, supponiamo che sia £ € W := E** \ (Jz1 + €X.). Dato che, per
il Teorema 2.5.4, 3, ¢ chiuso in o(E**, E*), ne viene che W ¢ aperto nella
topologia debole* di E**; applicando ancora il Lemma di GOLDSTEIN, si ha che
3zy € ¥ tale che Jzo € V NW. Dalla (2.40) e dal fatto che Jx1, Joz sono in
V', si ottiene allora che

1
+ Sleee (€~ 302, P+

pel6 e < glpe(E~ 30, fie
)

1 1 1
+JE*<f,§(x1 +29))p| < Z5+15+1f571f§7
che contraddice la (2.41). =

Osservazione | 2.8.1 E ovvio che I'uniforme convessita implica la convessita stretta,

e che ogni spazio isometricamente isomorfo ad uno spazio superriflessivo & an-
ch’esso superriflessivo. Esistono tuttavia spazi riflessivi ma non superriflessivi,
e spazi strettamente convessi ma non riflessivi. m

Mostriamo ora che, quando 1 < p < 4oo, gli spazi LP(A,E,m) (dove
(A, €, m) & uno spazio di misura o-finito e m > 0) sono superriflessivi; ne segue,
in particolare, la riflessivita per 1 < p < +oo di ¢ e di LP(§2). Due risultati
preliminari:

2.8.1 (1* disuguaglianza di Clarkson) Per ogni fissato nu-

mero reale p > 2, si ha

(2.42)  |a+bP+|a—bP <207 (|a]P + [b]") Va,beR

Dim.: per |a| = |b] oppure p = 2 il risultato ¢ ovvio. Sia a # b e p > 2; si
osservi intanto che la funzione ¢(¢) := €P/2 + 1 — (¢ + 1)P/2 & in C([0, +o0]),
si annulla per ¢ = 0 ed ha derivata negativa per ogni & > 0. Quindi si ha
241 < (E+1)P/2 VE>0. Per € := (a+b)?/(a — b)? e moltiplicando per
|a — b|P si ottiene quindi facilmente che

p p 2 2p/2_p12 121)/2
la+ 0P +|a—b” < ((a+b)*+ (a—b)*)"" =2 50+ 5b .

Dato che la funzione 7 + |n|P/? & convessa su R (perché p > 2), I'ultima quantita
scritta & < £(|al? + [b|P), da cui la (2.42). =
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2.8.2 (disuguaglianza di Morawetz) Per ogni p tale che
1 <p <2, esiste una costante c, > 0 tale che
P\ P/2
) =

a+b

(2.43) <mv+ww9mm(mv+wv—z

> cpla—0P Va,beR.

Dim.: per |b| = |al, il primo membro della (2.43) vale

0 se b=a,
2]alP se b= —a,

ed ¢ quindi > ¢, |a — b|P, ad esempio se ¢, = 2! 7P.
Se invece |b| # |a|, data la simmetria della (2.43) in a, b possiamo supporre
che sia |b| > |a| > 0. Verifichiamo che, posto 7 := a/b, la funzione

p>P/2 1)

ha estremo inferiore strettamente positivo su]—1,1[. Dato che (|7|P+1)2-»)/2 >
1, e sufficiente mostrare che, posto

P 1= 2((r /2P
(2.44) folr) = ooy ,

T+1
2

7 (7P + 1)P)/2 <|T|P +1-2

si ha infj.|<y fp(7) > 0. Ora, la funzione 7 — |7|P ¢ strettamente convessa,
dunque, per ogni 7 # 1, si ha |(7 +1)/2|P < (|7|” 4+ 1)/2, e ne viene che f,
e continua e strettamente positiva in [—1,1[. Poiché, come & facile verificare,
lim; 1o fp(7) = p(p —1)/4, si conclude che 'estremo inferiore di f, in |1,1[ &
Uun NUIEro ¢, positivo. m

Possiamo ora dimostrare il

2.8.1 Perognip conl < p < 400, lo spazio LP := LP(A,E,m)

e superriflessivo.

Dim.: per p = 2, il risultato & noto (Proposizione 2.8.3); mostriamo intanto
che vale anche per p > 2. Fissato ¢ > 0, siano z,y € L? tali che |z]/, = |lyll, =1
e ||z —yll, > e. Dalla (2.42), (con a := 3z(t) e b := 1y(t) q. o. in A, ed
integrando su A), si ottiene che
E\P
<1-(z),
2

da cui l'uniforme convessita della norma ||. ||, (si veda la Definizione 2.8.1,
con § :=1—[1 — (g/2)P]/P).

Per 1 < p < 2, fissiamo x,y € LP; la (2.43), scritta con a := z(t) e b := y(t)
per q. o. t € A, e dopo aver integrato su (2, assume la forma

p p

<1-

Tty

r—y
2

/A £1(1) Fo(t) dm(t) > ¢, /A (1) — y(6)|? dm(2),
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dove
A = (@) + [y(@)P) P72 e LY (4),

z(t) +y(t)

p\ P/2
5 > e L7 (A).

falt) = (|x<t>|p P -2

Dato che 2/(2 — p) e 2/p sono esponenti coniugati, dalla disuguaglianza di
HOLDER si ottiene



136 CAPITOLO 2. SPAZI DI BANACH.

N

lz—yllb < ¢, 1 fill2y—p) 1 f2ll2yn =

N (2-p)/2 Tty
= ;" (=15 + llylIB) <||:v|£+ lyll> — 2

2

p\ P/2
1”)

Fissato € > 0, se ||z, = |lyll, =1 e ||z — y||, > € si ha allora
e’ <2¢," (L=l +y)/2Ip)

da cui
Tty

1
4 p /p
2 ?

<1-—46, con (5:1—[1—
P

cioe la convessita uniforme di ||.||,. =

Siamo ora in grado di completare la dimostrazione del Teorema 2.1.3,
mediante il

2.8.1 Per ognip €]1,+00], il duale di LP ¢é isometricamente

isomorfo ad L.

Dim.: fissato p €]1,+oc[, dobbiamo solo mostrare che, con le notazioni usa-
te nella dimostrazione del Teorema 2.1.3, I'operatore (lineare ed isometrico)
J@ L9 — (LP)* & suriettivo. Sappiamo gia che il sottospazio R(J(@) & chiuso
in LP; basta quindi mostrare che ¢ denso in LP. Per questo, utilizziamo il
Corollario 2.2.2: sia ¢ € (LP)** ortogonale ad R(J@), ed osserviamo che,
essendo L? riflessivo, esiste x € LP tale che ¢ = J, z. Si ha allora

()= (@, [ ey = @oy={frz)er =0 Vf € (LP),

da cui z = 0; dunque ¢ = 0, e ne viene che R(J(Q)) e denso in LP, quindi
coincide con tutto lo spazio LP. m

2.9 Separabilita.

Nel §1.8, abbiamo introdotto la nozione di spazio separabile. E facile verificare
che

‘Proposizione‘ 2.9.1 ¢y e gli spazi (P, LP(Q) con 1 < p < 400 sono
separabili.

Dim.: per quanto riguarda ¢y e gli spazi /¥ con 1 < p < +00, basta osservare
che la successione {e(™} dei versori ¢ evidentemente una base in ciascuno di
tali spazi, ed applicare la Proposizione 1.8.2. La separabilitd di LP(2) per
1 < p < 400 si dimostra in modo perfettamente analogo alla Proposizione
1.8.3. =

La limitazione p < +oo € essenziale; per mostrarlo, premettiamo il
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2.9.1 Sia (X;d) uno spazio metrico; se esistono € > 0 ed un
sottoinsieme B non numerabile di X tali che
(r,y € Bex#y) = (dz,y) >e),
allora X non e separabile.

Dim.: per assurdo, supponiamo che la successione {z,} sia densa in X. In
particolare, Vo € B si ha X(z,¢/2) ({an} # 0, quindi Vo € B Jv(x) € N :
Tyz) € X(x,e/2). L’applicazione v : x + v(z) ¢ iniettiva da B in N, dato
che v(z) = v(y) implica che ,,) € ¥(x,e/2)(X(y,/2), possibile solo se
x = y. Ma allora B sarebbe equipotente a v(B) C N, quindi al pitt numerabile,
contrariamente all’ipotesi. m

Ne discende il seguente risultato:

‘Proposizione‘ 2.9.2 Gli spazi (> e L*(£2) non sono separabili.

Dim.: in £°°, si consideri il sottoinsieme B (non numerabile, perché equipotente
a P(N)) delle successioni = {x,} tali che |z,| = 1 Vn € N. Evidentemente,
se x,y € Beax # y si ha d(xz,y) = 2; per il Lemma precedente, > non &
separabile.

Dimostriamo la non separabilita di L>°(€2) nel caso particolare 2 =]0, 1] (il caso
generale presenta qualche ulteriore complicazione, ma di natura esclusivamente
tecnica). Poniamo

B = {xpq | t €[0,1]};
e chiaro che B non & numerabile, e che ogni coppia di elementi distinti x,y € B
verifica ||z — y||o = 1; per il Lemma precedente, L°°(0,1) non & separabile.

Da quanto appena visto, discende che esistono spazi di BANACH separabili
(ad esempio, ¢! ed L'(Q)) il cui duale non ¢ separabile. Non si puo presentare
invece la situazione opposta:

2.9.1 Se il duale E* dello spazio di Banacn E ¢ separabile,

anche E ¢ separabile.
Dim.: sia {f,} una successione densa in E*; per definizione di norma in E*,
per ogni n esiste z,, € E tale che ||z,|| =1 e (fn,2n) > 3| fall«. Poniamo
Lo :=spang{z,} ={r € E |z = Sohoi akze, keN, ap € Q},
L:=span{z,} ={x € E|x=>}_, apxr, k€N, oy € R};
¢ evidente che Ly C L, e che Ly ¢ denso in £. Basta allora mostrare la densita
di £ in E, da cui discende la densita in E di Ly, che ¢ numerabile. Per questo,
sia f € E* tale che (f,z) = 0 Vz € £; in particolare, si ha (f, z,) =0 Vn € N.
Fissato ad arbitrio € > 0, esiste f,, tale che ||f,, — f||« < &; per tale n risulta
sIfnlle < (frsn) = (fn = frn) + (f,20) <e,
quindi [|f]l« < |If = fall« + | fall« < 3e, da cui f = 0. Grazie al Corollario
2.2.2, ne viene che £ ¢ densa in E. n

2.9.1 (L*>°(Q)* (risp., (£*°)*) non e isometricamente iso-
morfo a L*(Q) (risp., a (). =
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2.9.2 Sia E uno spazio di Banacu riflessivo; allora E e

separabile se e solo se E* ¢ separabile.

Dim.: se E & separabile, lo & E** = J(E), quindi, per la Proposizione prece-
dente, anche E*. n

Osserviamo (omettendo per semplicita la dimostrazione) che, se E ha dimen-
sione infinita, lo spazio (E*;o(E*, E)) non é mai metrizzabile. Vale tuttavia il
seguente risultato:

2.9.2 Lo spazio di Banacu E ¢ separabile se e soltanto se lo
spazio Lcs (X425, No(E* E)) (dove X, :={f € E* | ||f]l« <1}) ¢
metrizzabile.

Dim.: sia E separabile, e sia {z,, } una successione densa in YSi={reE||z| <
1} (si ricordi la Proposizione 1.8.1); per ogni f, g € X, poniamo

E immediato verificare che d & una metrica su 3,; mostriamo che la topologia

74 da essa indotta coincide su ¥, con la topologia 7 := %, No(E*, E).

Verifichiamo che T C 74: sia fo € 3,, e sia U un intorno di fp in 7; esistono
allorae >0, yr € ¥ (k=1,...,n) (non & limitativo supporre che |yx| < 1)
tali che

V::{fef* | [{f = fosur) <&, k=1,...,n} CU.

Per ogni k = 1,...,n, sia n; tale che |lyx — an, || < €/4; sia poi g tale che
"o <e/2, k=1,...,n. Se f € .(fo,0), allora

27k |<f _f07xnk>| S d(fafo) < 0, k= 1)"'7”7
quindi, per k =1,...,n,
|<f - anyk>| § |<f7 anyk *lL’nk>| + |<f7 anxnk>| <g,
e se ne deduce che U DV D X(fo, 0), cioé che U & un intorno di fy in 74.
Verifichiamo che 74 C 7: dati fo € ¥, e 0 > 0, poniamo
V(Evn) = {f ES* | |<f*f0733k>| <e, k= 1;”’7”};

e mostriamo che ¢ possibile determinare ¢ > 0, n € N in modo che risulti
V(e,n) € S(fo, o). Poiché

d(f, fo) = Y 27FUf = fo i)l + D 275 [(f — fo, )| <
k=1 k=n+1

oo
<et Y 2F=eq2i
k=n-+1

e sufficiente scegliere € < /2, ed n tale che 2" > 4/p.

Supponiamo ora che (X,; 7) sia metrizzabile, e mostriamo che E & separabile.
Sia S, := {f € Si | d(f,0) < n~'}, e sia U, un intorno di 0 nella topologia
debole* di E* con U,, C S,,. Esisteranno allora

Ap ={1,...,Nu}, {zitren, CE {er > 0}gen,
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tali che V;, := {f € X, | [{f, 21)| < ex, VkE€A,} CU, CS,.

L’insieme A := J,, {zr}rea, € numerabile; inoltre, (", V, €, Sn = {0},
quindi se f € E* & tale che (f,x) =0 Vo € A, siha f €V, Vn € N, dunque
f =0. Per il Corollario 2.2.2, ne viene che span A € denso in F. n

Vale anche (ma ci limitiamo ad enunciarlo) I’analogo risultato con i ruoli di
FE ed E* scambiati; si ha cioe che

2.9.3 Il duale E* dello spazio di Banacu E ¢ separabile se e
solo se lo spazio vcs (X; X No(E, E*)) e metrizzabile.

Vediamo ora qualche conseguenza riguardante la compattezza sequenziale;
premettiamo la seguente

Osservazione | 2.9.1 Ricordiamo che la compattezza non implica, in generale, la

compattezza sequenziale. Ad esempio, poniamo E := ¢(*°: per il Teorema
2.5.4, in E* la sfera unitaria chiusa %, ¢ compatta in E* munito della topologia
o(E*, E)); mostriamo che non é sequenzialmente compatta nella stessa topolo-
gia. Poniamo® 7™ := J, e, e mostriamo che da {n(™} non si puo es-
trarre nessuna sottosuccessione che converga in (E*; o(E*, E)). In effetti, fissata
{n)}  {n™}, definiamo ¢ € E ponendo
__{(1)’C se dk € N: n=mny;

=0 se n # ny, Yk € N.

Si ha allora
B (™), ) g == (p, e™H)p = (-1)F,

quindi {#™*)} non puo ammettere limite in o(E*, E). u

Vale pero il seguente notevole risultato (che, in particolare, si applica al caso
in cui B* = L>®(A4,&,m)):

2.9.4 Il duale E* di uno spazio di Banacu separabile E ¢
localmente *-debolmente compatto per successioni: se {f,} é una
successione limitata in E*, esiste una sottosuccessione { f,, } di {fn}
che converge nella topologia o(E*, E).

Dim.: non & limitativo supporre che [[f,[l« < 1 ¥n € N. Nella topologia

debole*, la sfera X, & compatta (Teorema 2.5.4) e metrizzabile (Teorema
2.9.2), da cui la tesi. m

Inoltre, nel caso di uno spazio riflessivo vale la proprieta espressa dal seguente

2.9.5 Ogni spazio di Banach riflessivo e localmente debol-

mente compatto per successioni: se {x,} & una successione limitata
in E, esiste una sottosuccessione {x,, } di{x,} che converge ® nella
topologia o(E, E).

45 dove gli {e(™} sono i versori in £'; si noti che |[n(™ | g+ = [le(™]|,1 = 1.
46 si ricordi la Proposizione 2.7.4.
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Dim.: poniamo M := §pan{z,}; per la Proposizione 2.7.3, M ¢ riflessivo;
procedendo come nella dimostrazione del Teorema 2.9.1, si vede che M e
separabile. Dunque, per il Corollario 2.9.2, M* & separabile; pertanto, per il
Teorema 2.9.2, ¥+~ & metrizzabile nella topologia o(M**, M*). Ne viene che
S = S+ & metrizzabile, e, per il Teorema 2.5.4, compatta, nella topologia
o(M,M*) = o(M**, M*). Esiste quindi una sottosuccessione {x, } di {z,} che
converge in o(M, M*), e se ne deduce facilmente che {x,,} converge anche in
o(E,E*). u

Il Teorema di EBERLEIN-SMULIAN, che per brevita non dimostriamo, af-
ferma che il Teorema precedente si puo invertire: ogni spazio di BANACH che
sia localmente debolmente compatto per successioni € uno spazio riflessivo.

Il problema di minimizzare la distanza di un punto da un convesso chiuso
e non vuoto, gia esaminato nel Paragrafo 1.5, ha soluzione nell’ambito degli
spazi riflessivi; pitl precisamente, si ha il seguente risultato:

Proposizione | 2.9.3 Siano E uno spazio di Banach riflessivo, K un
convesso chiuso e non vuoto di E. Per ogni x € FE, esiste in K
almeno un punto k di minima distanza da x:

dk e K: |z — k| =d(z,K) :=inf ek [z —y].
Tale punto é unico se E e strettamente convesso.

Dim.: posto d :=d(x, K), sia {k,} C K una successione minimizzante:
kn € K; d<|lo—kn| <d+ 1.
La successione {k,} & limitata, dato che
lenll < Nhn = 2l + llll < d+ 5 + [l < d+ 1+ [|2;
poiché E e riflessivo, si puo estrarne una sottosuccessione k,, debolmente con-
vergente ad un punto k (Teorema 2.9.5). Per la coincidenza tra convessi forte-

mente e debolmente chiusi (Proposizione 2.5.3), si ha che k € K; inoltre, dal
Corollario 2.3.2 si ricava che

d < ||z — k|| <liminf; ||z — ky,,| = d,
quindi k € un punto in K tale che ||z — k|| = d(z, K).

Sia ora &’ € K un altro punto tale che ||[x — k|| = d > 0 (se d = 0, ¢
ovvio che k = k' = x), e poniamo z := (v — k)/d, 2/ := (x — k’)/d. Dato che
[z]] = [|2']] = 1, se E & strettamente convesso si deve avere

1> [l(z+2)/2) =d7 o = ((k+£)/2)[| = 1
(dato che ((k+ k')/2) € K), assurdo. n

Dimostriamo ora il Teorema di SCHUR:

2.9.6 In (', z, =z <z, > .
Dim.: definiamo intanto, Vf, g € Yoo := {f € £ | || flle < 1},
d(f,9) = 2% 275 | fr — gil-

E_immediato verificare che d ¢ una metrica su Y, € che lo spazio metrico
(B0 d) & completo: se { f(™} & una successione di CAUCHY in (X4; d), per ogni
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k fissato si ha 1nfatt1 che |f("+r n)| < 2k d(f(rtm) ] £ quindi la successione

numerica {fk }nEN e anch’essa di CAUCHY. Detto f, il suo limite, da |fkn)| <
7 ]|e < 1 siha che |fy] <1, quindi f := {fx}ren € Xoo. Mostriamo che
lim,, (f("),f) = 0. Fissato € > 0, sia N tale che Z;::ONH 2”“*1 < /2, e sia

n tale che Vn > 7 risulti chvzl 2k |f,£n) — fx| < &/2; si ha allora che, Vn > 7,

N “+o0
d(f™, f) = 3" 27 a0 2R - fil <
k=1 k=N+1
3 =
—k+1
<5+ > o2 <e

k=N+1
quindi d(f™, f) — 0.

Sia ora {z(™} C ¢! tale che w-lim,, (™ = x, e mostriamo che allora si ha
s-lim,, (™ = z; sostituendo eventualmente z(™ con z(™ — z, basta verificare
che se (") — 0 allora 2(™ — 0. Fissato ¢ > 0 ad arbitrio, poniamo, Vk € N,

F, = Fp(e):={f eS| [(f,z™)| <e, VYn>k}.

Mostriamo che Fj, & chiuso in (Z;d). Sia {f™} C F) una successione tale
che risulti lim, d(f(, f) = 0, cosicché, in particolare, limy, f,ih) = fr Vk €
N. Poiché ||f™|. < 1, per il Teorema 2.9.4 esiste una sottosuccessione
{fP} di {fM} con w*—lim,. f) = g: questo implica, per ogni k fissato, che
lim,. (f(*) e®)) = lim, f " = {g,e®)) = gp; di conseguenza, risulta g = f.
Dal momento che, fissato n > k, si ha |[(f(*) z(")| < ¢ Vr, risulta anche
|(f,z(™)| < e Vn >k, cioe f € F}, dunque F}, & chiuso in (Eoo,d)

Poiché w-lim, 2™ =0, Vo € S In: [(p,2™)| <e Vn >, ciot ¢ € F:
dunque Yo = J,, Fi. Per il Lemma di BAIRE, Jko : int Fy,, # 0; cioe,

E'(koEN, wEFkoa QO>O): se Hf”oog]-ed(waf)SQOa allomeFkO.

Sia N tale che 2= N*! < pg; data f € Yo, scriviamo f = f' + f”, dove

= Zszl (fr — r)e®; = Zk PYre®) 43 N1 fre®).
Si ha evidentemente f” € Yo (infatti V=1, se k < N, mentre f; = fi se
k > N), anZia p01Ché d(f”ﬂ/f) Zk N+1 2 F |fk7f¢)k| < Zk N+1 2- ktl S 00,
ne viene che f” € Fj,, dunque |(f”,z(™)| <& Vn > ko.

D’altra parte, |(f/,z(™)| < ZZszl |x§€n)| e lim, Zk 1 |xk )| = 0, quindi
Jn tale che Vn > m, Zszl |x§€n)| < &. Dunque, Vn > n* := max{ko; 7} si
ha |(f,z(™)| < 3e; poiché tale disuguaglianza vale Vf € Y., si ha ||z, =
3o ™ [|(1yer = sup s [T 2™, f)| = suppeg [(f,2M)] < 3¢ Vn > n*;
quindi, s-lim,, (™ = 0. u

Si ha peraltro il seguente risultato:

Proposizione‘ 2.9.4 Sia E uno spazio di Banacu con dim F = oco. Se

E* ¢ separabile, oppure E ¢é riflessivo, esiste una successione {x,}
in E tale che |z,]| =1 e w-lim, z, =0.
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Dim.: si e visto nel Corollario 2.5.1 che la chiusura nella topologia debole
dell’insieme A := {2 € E | |z|| = 1} coincide con ¥; in particolare, 0 appartiene
a tale chiusura. Se E* & separabile, & & metrizzabile in o(FE, E*) (Teorema
2.9.3): dunque, esiste una successione {x,} C A tale che x,, — 0.

Il caso in cui F sia riflessivo si riconduce a quello appena esaminato: sia
infatti Fy un sottospazio chiuso e separabile di E, con dim Ey = oo; per la
Proposizione 2.7.3, E; é riflessivo, quindi (Corollario 2.9.2) anche Ef &
separabile. Si e cosi ricondotti al caso esaminato prima. m

2.10 La teoria di Riesz-Fredholm.

E chiaro che le definizioni di operatore a rango finito, operatore compatto e
operatore completamente continuo (Definizione 1.12.1) si estendono senza mo-
difiche al caso di un operatore T' € L(E, F'), dove E, F sono spazi di BANACH.
Si osservi che non wale pero, in generale, ’equivalenza tra operatori compatti e
completamente continui dimostrata, nel caso hilbertiano, nella Proposizione
1.12.1: ad esempio, il Teorema di SCHUR pu0 essere riformulato dicendo che
lidentita in ¢! & completamente continua, mentre sappiamo che non é compatta,
per il Teorema 2.5.3.
Si ha comunque la seguente implicazione:

Proposizione‘ 2.10.1 Se E, F sono spazi di Banacu, e T € L(E,F) ¢

compatto, allora ¢ completamente continuo.

Dim.:*” supponiamo che x,, — x in E. Si ha allora T'z,, — T = (Proposizione
2.5.4), e ||lzy]l, |T @n|| < ¢ per un’opportuna costante ¢ (Corollario 2.3.2).
Per assurdo, supponiamo che T z,, /4 T x; allora Je¢ > 0 ed I{x,, } estratta da
{zy} tale che ||T x,, — T x| > 9. Dato che {T'z,,} ¢ relativamente compatto
nello spazio metrico F', & possibile estrarre da {z,, } una sottosuccessione {x}, },
con T, 1= Tn,, , tale che {T'z},} converga fortemente ad y € F'. Ma allora si ha
anche T ), — y, e, poiché {T z}, } ¢ estratta da {T z,, } che tende debolmente a
Tz, per I'unicita del limite ne viene che y = T x. Questo pero & assurdo, perché
ne risulterebbe che T'x], — T x, mentre [Tz, —T x| > ¢co.m

Rileviamo esplicitamente che la non equivalenza tra compattezza e completa
continuitd per un operatore in L(E, F) & legata esclusivamente alle proprieta
dello spazio E: lo spazio F' puo anche essere uno spazio di HILBERT, come
mostra la seguente variante dell’esempio dato all’inizio (identita in £1).

Consideriamo gli spazi £*, £2, con le norme abituali || . ||1, || . ||2. Se y € £* ha
norma < 1, si ha |y,| <1 Vn € N, quindi |y,|? < |y.|, dunque |y|l2 < HyH}/2 <

1; dato che ogni x € ¢! si scrive nella forma z = Ay con [jy|l; = 1, ne viene
che [|z]|2 = [A||lyll2 < [A| = ||z]|1. Di conseguenza, 'immersione I di ¢! in (2
& continua, con ||I|| = 1 (dato che ||[Ie™ ]|y = 1 = [|e™]|;). Per il Teorema di
SCHUR, I & completamente continua (se x,, — 0 in £*, si ha z,, — 0 in £, quindi
x, — 0 in £?); d’altra parte, 'immagine {Ie(™} dei versori non ¢ relativamente
compatta in £2.

A questo proposito, ci limitiamo ad enunciare il seguente risultato:

47 si veda la dimostrazione della Proposizione 1.12.1.
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Proposizione‘ 2.10.2 Sia T € L(E,F); se ¢ verificata una delle con-
dizioni

i) E* ¢ separabile; oppure: i) E ¢é riflessivo,
allora T ¢ compatto se e solo se e completamente continuo. m

Osserviamo inoltre che il Corollario 1.12.6 non si estende al caso degli
operatori compatti tra due spazi di BANACH: gli operatori a rango finito possono
non essere densi, nella topologia uniforme, in K(E, F).

Vale invece il seguente analogo della Proposizione 1.12.2, i):

‘Proposizione‘ 2.10.3 Siano Ey, Es, E3 spazi di Banacu. Se T é in
K(Ey, Ey) eTy ¢ in L(Es, E3), alloraTyoT € K(E4, E3); inoltre, se
Ty € L(Ey, Ey) eT € K(Ey, E3), allora T o Ty, € K(Ey, E3).
Dim.: nel primo caso, se A ¢ limitato in E, T'(A) ¢ relativamente compatto in

Es, quindi T7(T(A)) & relativamente compatto in Es; nel secondo caso, To(A)
e limitato in Es, quindi T'(72(A)) & relativamente compatto in E3. m

Dimostriamo il Teorema di SCHAUDER:

2.10.1 T € K(E,F) se e solo se T* € K(F*, E).

Dim.: siano T € K(E,F) e {g,} C Xp+(0,1). Indichiamo con A l'insieme
(compatto in F) A := T(Xg(0,1)), e con A il sottoinsieme di C°(A) cosi
definito:

A= {en | n(y) :==p- (gn,y)r Yy € A (n € N)}.
In CY(A), l'insieme A & limitato, dato che Vn € N si ha

lenllcocay = supses, |pe{gn, Tx)p| < |Tlcce,F),
ed equicontinuo: vale infatti la disuguaglianza

| on(¥) = en (@) = |r+(gn,y = ) r| <y = GllF.
Per il Teorema di ASCOLI, & possibile estrarre da {y,} una sottosuccessione
{on, } tale che ¢,, — ¢ in C°(A). In particolare, {p,, } verifica la condizione
di CAucHY in C°(A), cioe Ve > 0 In. € N: Vh, k > n. risulti

Sup,es, |F(Gny, TT)F —F (gn,,, TT) F| < &

ne viene che ||[T*g,, — T*gn,| g+ < &, dunque che {T*g,,} converge in E*.
Quindi T*(X p+) & relativamente compatto in E*, cioe T* € IC(F*, E*).

Supponiamo ora che T* € KC(F*, E*); per la prima parte della dimostrazione,
T** € K(E**, F**). Dato che Jg(Xg) C g+, Uinsieme T"*(Jg(Xg)) e relati-
vamente compatto in F**. Ma, per la Proposizione 2.7.1, tale insieme coincide
con Jp(T(Xg)); poiché Jr & un’isometria, T'(Xg) & relativamente compatto in
F', il che dimostra la compattezza di T'da F in F. m

La teoria di RIESZ-FREDHOLM riguarda equazioni della forma = — Kz =y,
dove K & un operatore compatto nello spazio di BANACH F, y ¢ assegnato in
FE, e la soluzione x € pure cercata in E; generalizza quindi lo studio di equazioni
integrali quali, ad esempio,

data y € L?(Y), cercare x € L*(Q) tale che risulti
x(t) — [ k(t,7)x(r)dr = y(t), q.o. inQ,
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dove k & un assegnato nucleo integrale in L?(Q x ). i Nel seguito, riterremo

fissati uno spazio di BANACH E ed un operatore K in IC(E); porremo poi T :=
I — K, dove I e l'operatore identita su E.
Vale il seguente risultato (primo e secondo Teorema di RIESZ):

‘Proposizione‘ 2.10.4 Se K e K(E) eT =1 - K, allora
i) dim N(T') < oo;
it) R(T) é chiuso.
Dim.: i): N := N(T) & un sottospazio chiuso di F, quindi, con la norma
indotta da quella di E, & uno spazio di BANACH. Si noti che, per definizione,
x € N se e solo se x = Kx; in particolare, N & invariante*® per K, dunque la
restrizione di K ad N ¢ (ben definita ed) in C(N), come ¢ evidente. Ma tale

restrizione coincide con I'identita su IN; ne segue, per il Teorema 2.5.3, che N
ha dimensione finita.

i1): Sia {y,} C R(T) tale che y, — y € E: vogliamo mostrare che
y € R(T). Sia {z,} tale che y, = Tz, VYn € N; posto dy, := d(z,,N) =
infeen ||zn — €|, mostriamo intanto che {d,} ¢ limitata. Fissiamo {n,} C N
tale che, posto z, := x,, — n,, si abbia ad esempio ||z,|| < 2d,; & evidente che

Tz, =Tz, —Tn, =Tx, = yp.

Per assurdo, supponiamo che {d,,} non sia limitata; poiché {y,} & conver-
gente, quindi limitata, posto w, = z,/d, si ha |w,|| < 2, e w, — Kw, =
T(zn/dn) = yn/dn — 0. Per la compattezza di K, {wy,} ha una sottosucces-
sione {wy, } tale che Kw,, — z € E; allora anche {wy, } converge a z (perché
Wy, = (W, — Kwy, ) + Kwy,, ), cosicché Tw,, — 0 = Tz, ciot z € N. Ma
allora, dato che si ha dy, < ||z, — £| V€ € N, quindi ||jw, — || > 1 V¢ € N, in
particolare si deve avere ||w,, — z|| > 1; il che & assurdo, perché w,, — z.

Possiamo ora concludere la dimostrazione. Sappiamo che z, — Kz, = Tz, =
yn — y; dato che ||z,|| < d,, da quanto appena dimostrato risulta che {z,} ¢
limitata, quindi ammette una sottosuccessione {z,, } tale che K z,, — w. Allora
si ha anche z,,, = Tzp, + Kz, — y+w, quindi Tz,, — T(y+w), e, per 'unicita
del limite, y = T(y + w) € R(T). m

Poniamo la

| Definizione| 2.10.1 T € L(E) ¢ detto operatore ad indice se R(T)
é chiuso, e almeno uno dei numeri dim N(T'), codim R(T") é finito.
In questo caso, l’indice di T ¢

ind7 := dim N(T') — codim R(T). m

Possiamo dimostrare le seguenti proprieta:

‘Proposizione‘ 2.10.5 Sia K un operatore compatto nello spazio di Ba-
NacH F, e poniamo T := 1 — K.

i) T & un operatore ad indice, con indice zero; in particolare, T
¢ suriettivo se e solo se ¢ iniettivo®; in tal caso, T™' € L(E);

48 cioe, K(N) C N; si ricordi la Definizione 1.10.1.
49 proprieta che non vale per un generico operatore lineare e continuo, neppure in uno spazio
di HILBERT: si ricordino gli operatori €5, %, definiti nel’ESEMPIO 3 del § 1.9.
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Z’L) dim N(T) = dim N(T*)

Dim.: 4): per assurdo, supponiamo intanto 7" iniettivo ma non suriettivo, cosic-
ché Fy := T(F) & un sottospazio chiuso (Proposizione 2.10.4, ii)) e proprio
di F, che e evidentemente invariante per T', quindi per K; dunque la restrizione
di K ad E; & un operatore compatto (la verifica ¢ immediata) in E. Indicando
ancora con K, T le restrizioni ad Fy di K, T, si ha che Ey := T(Fy) & un
sottospazio chiuso di Ej, invariante per T. Inoltre, se y € E \ E; si ha, per
iniettivita di T, che Ty € E; \ Ea, quindi By = T(E;) = T?(E) ¢ a sua
volta un sottospazio chiuso e proprio di By = T(E). Se si definisce, VYn € N,
E, :=T"™(E), si ottiene una successione {E, } di sottospazi di E tali che E, 11
¢ un sottospazio chiuso e proprio di E, (invariante per K, quindi tale che
la restrizione di K ad FE, & compatta). Per il Lemma di RIESZ, esiste una
successione {z, } C E tale che
VneN, xz,€FEy |z|=1; dan, Eny1) > %

Per tale successione, risulta Kx,, — Kx, = Ty, — T +T1T 2, —Txm; se, ad esempio,
m<mn,sihaFE,,1 CFE,CFEyn1 CE, C...CE, quindiz,+Tx, —Tz, ¢in
Epy1, dunque |Kzp — Ko || = (@0 +Txm —Tan) — Tm|| = d(@m, Emy1) > %
Cio pero contraddice la compattezza di K; pertanto, T, se ¢ iniettivo, deve
essere suriettivo.

Mostriamo ora che se T' ¢ suriettivo, allora ¢ iniettivo. Per il Corollario
2.6.1, i), si ha N(T*) = R(T)* = {0}. Poiché T* = I* — K*, e K* & compatto
in E*, per la prima parte della dimostrazione si ha che T* ¢ suriettivo. Di
conseguenza, ancora per il Corollario 2.6.1, i), N(T) = R(T*)* = {0}, cioe
T & iniettivo.

La continuitd di 7! & data dal Corollario 2.3.5.

Poiché, VK’ € K(E), Voperatore T" := I — K’ ha nucleo di dimensione
finita, & ad indice (Proposizione 2.10.4, i7)); mostriamo che U'indice & nullo
ragionando per induzione su n := dim N(7"). Come abbiamo appena mostrato,
la proprieta & vera per n = 0. Supponiamo che ind 7’ = 0 se dim N(T”) < n,
e sia K € K(F) tale che T := I — K abbia nucleo di dimensione n(> 0),
cosicché R(T') # E, quindi Jyg € E\ R(T) (da cui, in particolare, yo # 0).
Per la Proposizione 2.6.10, esiste un sottospazio chiuso E; C FE tale che
E =N(T)® Ey. Sia {z1,...,%,} una base per N(T'): ogni x € E si scrive
allora, in modo unico, nella forma x = \x; + ...+ \pyz, + 4y, con y € Ey;
definiamo 7" € L(E) ponendo

T'x = )\1y0 +Tx = )\1y0 + Ty

E chiaro che {za,...,2,} C N(T"); inoltre, se T"z = 0 si ha che A\; = 0
(perché yo # 0) e y € N(T'), quindi & = Aoxa + ... + A\pz,. Allora N(T7) =
span{za,...,x,} ha dimensione n — 1; d’altra parte, si ha T2 — Tax = A1y,
quindi S :=T"—T ¢ arango uno, dunque compatto,e 7/ =T+S =1— (K —5)
con (K —8) in K(E); quindi, per 'ipotesi di induzione, codim R(T") =n — 1.
Poiché R(T’) ¢ chiuso (Proposizione 2.6.10), ammette un supplementare
topologico V’ di dimensione n — 1 (Proposizione 2.6.9): E = R(T")®V’'. Ma
R(T")={yo | A€ R} ® R(T), dunque E = R(T)® ({M\yo} ® V') = R(T) & V,
con V ={Ayp} ® V', quindi codim R(T) =dimV =1+ dim V' = n.

i1): poniamo n := dim N(T) e n* := dim N(T*) (per la Proposizione
2.10.4, i), si ha che n,n* < +00). Cominciamo a mostrare che non puo essere
n < n*. Poiché N(T) ha dimensione finita, per la Proposizione 2.6.10, i),
N(T) ha un supplementare topologico V' in Fj; inoltre (Proposizione 2.6.8,
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ii)), il proiettore P su N(T) & in £(E). Analogamente, R(T) = R(T) = N(T*)*
ha codimensione finita n* (Proposizione 2.6.4, ii)), quindi R(T") ha un sup-
plementare topologico W, con dimW = n*. Se n < n*, esiste un’applicazione
lineare iniettiva ma non suriettiva A : N(7') — W. Poniamo K := K+AoP; da-
to che Ao P ha rango finito, anche K e K(E). Inoltre, I—K & iniettivo: sex € E
verifica 0 =  — Kx = Tx — A(Px), si ha Tz = A(Pz) € R(T)NW = {0},
da cui x € N(T) e Pr = z, dunque Az = A(Pz) = 0; dato che A ¢ ini-
ettivo, ne viene che x = 0. Per la i), I — K, essendo iniettivo, ¢ suriettivo;
ma questo ¢ assurdo, dato che R(A) # W: se infatti y € W \ R(A), non e-
siste aleun € E tale che 2 — Ko = Ta — A(Pz) = y (altrimenti, sarebbe
Tx=y+ A(Pz) € R(T)NW = {0}, quindi y € A(P(—x)) € R(A)).

Risulta quindi n > n*. Applicando questo risultato a K*, si ottiene che
dim N(I** — K**) < dim N(I* — K*) < dim N(I — K) = n; poiché pero si ha
che N(I"* — K**) D J(N(I — K)) (J = isomorfismo canonico di E in E**), e J ¢
un’isometria, si ha dim N (I**—K**) > dim N(I—K), da cui dim N (I**—K**) =
dmN(I[*—K*)=n*=dmN{I -K)=n.u

Possiamo riformulare i risultati precedenti nella seguente forma (Teorema
dell’alternativa di FREDHOLM):

2.10.2 Sia K un operatore compatto nello spazio di BANACH
E, e si consideri l'equazione (nell’incognita x)

(2.45) r—Kr=y (y assegnato in E);

vale la sequente alternativa:
i) o l'equazione aggiunta omogenea

(2.46) F—K*f=0

ha in E* la sola soluzione f = 0, ed allora la (2.45) ha, per ogni
fissato y € E, una ed una sola soluzione x € E;

i1) oppure la (2.46) ammette soluzioni non nulle. In questo ca-
so, il numero n di soluzioni linearmente indipendenti della (2.46) é
finito: precisamente, é uguale al numero di soluzioni linearmente in-
dipendenti dell’equazione omogenea x—Kx = 0; inoltre, se f1,..., [
sono soluzioni linearmente indipendenti della (2.46), condizione ne-
cessaria e sufficiente perché la (2.45) sia risolubile é che y verifichi
le n condizioni di compatibilita

<fk,y):O, (k‘:l,...,n).
Infine, se xy & una (fissata) soluzione della (2.45), le soluzioni
della stessa equazione sono tutti e soli i vettori della forma
T =70+ D oy kT,
dove x1,...,x, sono soluzioni linearmente indipendenti dell’equa-
zione omogenea x — Kx =0, ed aq, ..., q, sono numer: reali. m
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Osservazione | 2.10.1 Quando K, in particolare, ¢ un operatore compatto in uno

spazio di HILBERT H, il Teorema dell’alternativa ammette una formulazione
pitt sintetica: come & facile verificare, si pud infatti tradurre (con l'usuale
identificazione tra H ed il suo duale) nelle relazioni

dim N(T*) = dim N(T) < 00; ~ H = R(T) & N(T*). u

Diamo ora qualche cenno di teoria spettrale. Nel seguito, riterremo fissato
uno spazio di BANACH E che converra scegliere sul campo dei numeri complessi.

Premettiamo qualche proprieta valida, pitt in generale, in L(E). E intan-
to evidente che le Proposizioni 1.10.2-1.10.3 si estendono senza modifiche
al caso di uno spazio di BANACH. Si ha inoltre che I'insieme degli operatori
invertibili in E ¢ aperto in L(E):

‘Proposizione‘ 2.10.6 Sia T € L(E) un operatore invertibile; se Ty in
L(E) ¢ tale che ||Ti| zp) < HT‘1HZ(1E), anche T'— Ty é invertibile.

Dim.: supponiamo dapprima che T' = I, e sia dato 71 € L(F) con || T3] < 1. Si
vede facilmente che la serie Z:i% m =1+ :z T™ converge in L(E): posto
Sn =35 T{, si ha infatti
+k j +k j

1Stk = Snll = 1 25201 TEIN < 225500 1Tl
e ne viene che {S,,} ¢ una successione di CAUCHY rispetto alla topologia uni-
forme. Poiché (Proposizione 1.9.4) L(E) & completo, S, converge ad un
operatore S € L(E), ed & immediato verificare che

TS=T+> !5 1mp="t1r=5-1,
cosicché (I — T4)S = I; analogamente, si controlla che S(I —T7) = I. Quindi
(Proposizione 1.10.2) [ — T; ¢ invertibile, con inverso S.

Veniamo al caso generale: se T' & invertibile e 71 € L(FE) verifica ||T1|| <
|T=Y|~1, poiché T~1Ty € L(E) e ||[T~1T1]| < 1, da quanto precede risulta che
I —T7'Ty & invertibile. Dato che T — Ty = T(I — T~ 'Ty), anche T — T} &
invertibile, con

(2.47) (T-T) ' t=U-T') ‘T = f:O(T*1 T)"T ' u

n=0

Poniamo la

| Definizione| 2.10.2 L’insieme risolvente o(T) di T € L(E) ¢
o(T):={ANe€C| X[ -T ¢ invertibile}.
Per ogni A € o(T), loperatore Ry()\) := (M — T)~! si dice risol-
vente di T.

Lo spettro o(T') di T ¢é il complementare di o(T') in C; lo spet-
tro puntuale 0,(T) ¢ l'insieme degli autovalori di T in C. u

Possiamo allora dimostrare il seguente risultato:

2.10.1 Sia T € L(E); allora: o(T) & un sottoinsieme aper-

to di C (quindi, lo spettro o(T) e chiuso in C); inoltre, per ogni
Xo € o(T) si ha
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Rr(\) = 32,5 (Br(Xo)"™™ (Ao = A" se [Ao = Al < [[Re(Xo)] ™

n=0

(in particolare, la serie scritta converge in L(FE)); infine, per ogni
o € o(T), si ha d(Xo,a(T))) > ||[(Rr(Xo))||7E, dove d( Mo, o(T)) ¢ la
distanza di Ao dallo spettro di T'.

Dim.: sia Ao € o(7T'); applicando la Proposizione 2.10.6, con T sostituito da
Ml —T e Ty da (Mg — A\)I, si ottiene che A\I — T & invertibile se [\g — A| <
(Mol —T)7 |7t = ||[Rr(Xo)||~*. Quando questa condizione ¢ verificata, per la
(2.47) si ha

Rr(A) = 2,25 (Rr (M) (ho = M) Rr(Xo) = 25 (Rr(ho))™ ! (Ao = )™

L’ultima affermazione segue subito dalle considerazioni precedenti. m

2.10.1 Sia T un operatore lineare su E; autovettori corrispon-

denti ad autovalori diversi sono linearmente indipendenti. Se T e

in L(E), si ha o(T) C X(0,[|T])).

Dim.: siano \,u € Ccon A\ # p e z,y € E\ {0} tali che Tz = Az e Ty = puy.
Se risulta ax + Sy = 0 con «, 8 € C, si ha 0 = T'(ax + By) = alx + Buy, ed
anche aAz + By = 0, quindi S(A — p)y = 0. Poiché A # p e y # 0, deve essere
(= 0; quindi, poiché x # 0 e 0 = ax + By = ax, anche o = 0.

L’ultima affermazione e evidente, perché se Tx = Az con x # 0, si ha
(Al = [zl = [|T=] < [[T]||=]]. =

Nel caso degli operatori compatti, si ha inoltre il seguente risultato

2.10.2 Sia K € IC(E); per ogni v > 0, il numero di autovalori

di K con modulo maggiore di r é finito.

Dim.: fissato r > 0, supponiamo per assurdo che {\,} sia una successione di
autovalori distinti con |A,| > 7, e sia {x,} una corrispondente successione di
autovettori: z, # 0, e Kz, = A\px,. Poniamo X,, := span{z1,...,z,}. Per il
Lemma precedente, X,, ¢ strettamente contenuto in X, 11; grazie al Lemma di
RIESZ, Vn > 1 3y, = >.1_, axxk € X, tale che

[ynll = 1 d(yn, Xn-1) > 3.
Dunque si ha
Kyn — Myn = Sopey ke — An)awar, = Sp—t (A — An)awzy, € Xno,
cioe Kyp = ApYn + 2n, con z, € X, _1; ne viene che se n > m risulta
Kyn — Kym = Myn + (20 — AmYm — 2m) = Ay +y, con y € X, 1.
Di conseguenza,
[Kyn — Kym| > |An| d(Yns Xn-1) > [An]/2 > 1/2,

ma questo & assurdo, perché allora l'insieme {Ky,}, che & relativamente com-
patto, non ammetterebbe nessuna sottosuccessione convergente. m

Veniamo ora alla caratterizzazione dello spettro di un operatore compatto
nello spazio di BANACH E:



2.10. LA TEORIA DI RIESZ-FREDHOLM. 149

2.10.3 Sia E uno spazio di BanacH, e sia K € K(E).

i) Se dimE = oo, allora 0 € o(K); 0 puo essere o no un
autovalore di K, ma ogni elemento # 0 dello spettro ¢ un autovalore:

o(K)\ {0} = 0,(K) \ {0}.
La molteplicita di ogni autovalore # 0 ¢ finita.

i1) o(K) é costituito da un numero finito o da uninfinita nume-
rabile di numeri complessi distinti {\,}. Se i A, sono infiniti, la
successione {\,} ¢é infinitesima.

Dim.: i): se 0 € o(K), si ha, per la Proposizione 2.10.3, che [ = K o Ri(0)
& compatto, quindi (Teorema 2.5.3) dim E' < +cc.

Per ogni A € C\ {0}, poniamo Sy := I — A1 K = A7 (A — K). Per la
Proposizione 2.10.5, i), se N(S)) = {0} allora Sy ¢ invertibile, quindi lo ¢
anche A\I — K, cio¢ A € o(K): cio mostra che se 0 # A € o(K), necessariamente
A € o, (K).

Inoltre, se 0 # X\ € 0,(K), la molteplicita di A & uguale a dim N(Sy), che &
< +o0 per la Proposizione 2.10.5, ii).

i1): entrambe le affermazioni sono conseguenze immediate del Lemma 2.10.2;
la prima, perché

o(K)\{0} =U,so{A € a(K) | [N 2 7}
Quanto alla seconda, posto \ := lim sup,, |Anl, se A > 0 esiste una sottostc-

cessione {\,,, } di autovalori distinti tale che |\,, | > \/2, il che perd contraddice
il Lemma 2.10.2. »

2.10.2 Abbiamo gia rilevato (Osservazione 1.12.1) che, anche in

uno spazio di HILBERT, per un operatore compatto K puo risultare o, (K) = 0.
In tal caso, si ha ovviamente, per il Teorema precedente, ¢), che o(K) = {0}. In
generale, (anche per un operatore compatto non identicamente nullo), non vale
I'implicazione reciproca : I'operatore K definito in ¢2 da K := T, o ; verifica

K{xn}:{%,...,xn-’_l,...};

n+1

¢ compatto, e 0 € 0,(K), dato che K e = 0. Inoltre, K non ha autovalori
# 0 (quindi, o(K) = op(K) = {0}): infatti, se A € C\ {0} e 2z = {z,},
I'uguaglianza Kx = Ax implica, come si vede facilmente, che Vn € N deve essere
Tnt1 = (n 4+ 1)!IA"2z1. Quindi, o 1 = 0, ma allora 2, =0 Vn € N (e x non &
un autovettore); oppure 1 # 0, ma in questo caso la successione {acn} non ¢
infinitesima, quindi non & in ¢2. =
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