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1 _ Antefatto (equazione del calore)
E lequazione parabolica (prototipo)

) — A= f
Y(x,t) = temperatura relativa

f(x,t) = sorgente nota

r € Q (aperto di R?), t € (0,7T)
Essa deriva dalle leggi

Oie +divq = f bilancio energetico
(e = energia interna)
(q = flusso di calore)
e =1 legge costitutiva per e
q=-Vv legge costitutiva per q
(legge di Fourier)

il tutto a meno di costanti di proporzionalita.
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2 Antefatto (problema di Stefan)

Formulazione classica

(= Qliquido U Qsolido U Flibera

Y >0 e eq.ne calore in ;.40

¥ <0 e eq.ne calore in €24

¥ =0 e condizione di Stefan su I},,.,.

Gli aperti incogniti €2} 440 € eonao dipendono da t e
[ivera (frontiera libera) e la superficie che li separa.

La condizione di Stefan € un legame fra il calore la-
tente di fusione A, la velocita di I};,... e il salto della
componente normale q - n.

Uso del parametro di fase

oe +divg = f in tutto

e =19+ AX legge costitutiva
q=—-Vv legge di Fourier
X=0 ove ¥ < 0
X=1 ove v > 0

Si ottiene un problema “equivalente”.
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3 Antefatto (problema di Stefan)

Formulazioni generalizzate

oe+divqg = f
e =14+ X
q=-Vv
X € H(V)
ove H : IR — 2B (grafo di Heaviside) &

0 se ¥4 <0
{1 se 4 >0
[0,1] se d =0

Osservato che H(A\Y) = H(¥}), riformuliamo:

oe +divg = f
e =1+ X
q=-—-Vv
B(X) 3 X\

ove B =H"':IR — 2% & il grafo inverso, cioe

( (—00,0] se X =0

~J [0, +00) se X =1
ﬁ<x)_<0 se0 < X <1
L () se X € [0,1]
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4 Phase field models

Sostituzione

frontiera libera netta

l

zona sottile di transizione

che separa le zone corpose {X ~ 0} e {X ~ 1}

Panoramica nel libro

A. Visintin: Models of phase transitions, 1996
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5 Phase field models

Caginalp ARMA 1986
Problemi del tipo

8te—|—divq=f
e =1+ X
q=—-Vv

o X — vAX + W' (X) = X0

(dinamica di fase)
ove YV e un doppio pozzo, ad esempio
W(X) = X*(1 — X).

La dinamica di fase ¢ legata al funzionale

Fo(X) = g/QWXP + /Q(W(X) — M?X)

(equazione di Eulero = dinamica stazionaria)

L’ultimo integrando e ancora un doppio pozzo, ma
con valori minimi locali che dipendono da v.

Il minimo privilegiato dipende dal segno di .
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6 Caso Stefan

Sostituiamo il problema di Stefan
8756 + div q = f
e =19+ AX
q=—Vv
B(X) 3

con quest’altro (Stefan rilassato)

ﬁte—l—divq:f
e =19+ AX
q=—Vv

,LL@tX — vAX + B(X) > A\

ove (1, v > 0 sono parametri piccoli e 8 = H 1.

Torniamo a Caginalp:
W(X) = B(X) + o'(X)
ove 3 non decrescente con 3(0) = 0 e ¢’ lipschitziana.

La dinamica di fase si riscrive

UAX — vAX + B(X) + o' (X) = M
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7 Modello unificato

Unifichiamo Caginalp e Stefan rilassato in

(9te+divq:f
e =1+ AX
q=-—-Vv

o X — vAX + B(X) + o' (X) 5 A\

condizioni iniziali e al contorno

o (:IR — 2B ¢ un “oggetto monotono” (v. dopo)
con 3(0) 30

e ¢ :IR — IR ¢ lipschitziana

bibliografia vasta (v. libro di Visintin)

sviluppi in varie direzioni
e¢ modelli con memoria
e dinamica di fase del quarto ordine

° analisi asintotiche

con vari contributi pavesi
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8 Antefatto (OMM)

Operatori monotoni

Una funzione f : IR — IR € monotona (non decr.) se
e solo se per ogni u,v € IR risulta

—n)(u—v)>0 ove {= f(u), n=f(v)

Se f & multivoca, cioe f : IR — 2™, si modifica la
definizione scrivendo

E—n(u—-v)>0 VEe f(u) Vne f(v)

Se H & uno spazio di Hilbert e f : H — 2 si usa il
prodotto scalare anziché il prodotto di numeri reali

(E—nu—v)>0 VEe f(u) Vne f(v)

Definizione. Un operatore 3 : H — 2% & mas-
simale monotono (OMM) quando esso ¢ massimale
nella classe degli operatori monotoni da H in 2% ri-
spetto alla relazione d’ordine

B1 =X By seesolose graf 3y C graf 3s.

Antefatto (OMM) 8




9 Modello di Penrose—Fife

Inconvenienti dei modelli precedenti:

e funzionano bene solo per || non troppo grande
causa linearizzazioni intorno a ¥ = 0 (t.c.f.)

° non termodinamicamente consistenti

Penrose—F'ife, Physica D, 1990:

e modello senza linearizzazioni (nuovo F)

e consistenza termodinamica (zuppa - acquario)
e 1 =temperatura assoluta: ¥ >0

e .. = temperatura critica

Modello generalizzato

8756 + div q = f
e =1+ X
legge costitutiva per q
A A
poX — vAX + B(X) +o'(X) 3 T3

condizioni iniziali e al contorno

ove § &€ un OMM con (3(0) 2 0 e ¢’ e lipschitziana.

Modello di Penrose—Fife 9




10 Modello di Penrose—Fife

Diversi lavori sull’argomento
diverse leggi costitutive per q:

Colli, Kenmochi, Laurencot, Niezgddka, Sprekels,
Zheng, ... (singoli e combinazioni varie, anni ’90)

Anche qui sviluppi in varie direzioni

e¢ memoria, quart’ordine, analisi asintotiche

con vari contributi pavesi

Colli-Laurencot 1998 (CL)
Colli-Laurencot—Sprekels 1999 (CLS)

q = k1(9)V(1/9)

q = —k2(J)VY

q=—Va(J)

k1,ko,a: (0,400) — IR regolari q.b.
k(0

0/(19) — ]{;2(19) — 11;2 )

k; > 0 e o strettamente crescente
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11 CL e CLS

h(V+X)—Au=f
u = a(9)

¢ € B(X)

Condizioni al bordo (usuali):

Opu + cu = dato  (terzo tipo, ¢ > 0)
OpX =10 (Neumann)

Condizioni iniziali per ¢ e X.
CL:  esistenza
con « molto generale

CLS: regolarita e unicita della soluzione regolare

con « piu particolare
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12 CL e CLS

Ipotesi di CL:

o strettamente crescente e concava
o/ (9) =~ 9P per ¥ piccolo, 1/2 < p < +o0
o/ (¥) =~ 921 per ¥ grande, 0<¢q<1/2

“vale a dire”

a(¥) ~Ind oppure () ~—-1/9* (a>0)

a(v)  “compreso fra” Inid e ¥ (estremi inclusi)

per v} piccolo e ¥ grande rispettivamente.

Ipotesi di CLS: p=1 e ¢=0
“vale a dire”

a(¥) ~ —1/9 per ¥ piccolo
a(v) =9 per 9 grande
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13 GM

Lavoro in collaborazione con
Andrea Marson (Brescia)
e Condizioni di Dirichlet (non usuali) per u

e limite di problemi di terzo tipo

e ipotesi generali per quanto possibile

Ipotesi intermedie: p=1 e 0<¢<1/2
“vale a dire”

a() ~ —1/9

a(v)  “compreso fra” Inid e ¥ (estremi inclusi)

per ¢} piccolo e ¥ grande rispettivamente.

e LEsistenza, come limite di problemi di terzo tipo
e Regolarita e unicita della soluzione regolare

e Listensione di CLS nelle ipotesi intermedie
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Problema approssimato P,

815(195 -+ Xe) — Aua = f
ue = a(v:)

1
O Xe — AX. + & +0'(Xe) = ——

V-
& € B(Xe)

1
OpUe + g(u6 —ur) =0

OpnXe =0

condizioni iniziali

Problema (congetturato) limite P

h(V+X)—Au=f

u = a(9)

IX — AX+E+0'(X) = —%
§ € B(X)

U = ur

O, X =0

condizioni iniziali

GM

su [
sul

sul’

sul’

GM
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Formulazioni ‘“precise”

GM

d 1
— (¥ + Xe,v) + (Vue, Vo) + — /(us — Up)v
T

dt €
= (f,v)
Vv regolare, per q.0. t € (0,T)
ue = V)
(O Xe,w) + (VXe, Vw) + (&, w) + (o/(Xe), w)
= —((1/4%), w)
Vw regolare, per q.o. t € (0,T)
& € B(Xe)

condizioni iniziali

i(ﬁJrX,v) + (Vu, Vo) = (f,v)

dt
Vv regolare nulla su I', per q.o. t € (0,7T)
u = a(v)
(OeX, w) + (VX, Vw) + (§,w) + (o' (X), w)
= —((1/9),w)
Vw regolare, per q.o. t € (0,T)
¢ € B(X)

u—ur =0 sul

condizioni iniziali

GM
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16 Limite per ¢ — 0

Strumenti del tutto classici:
e compattezza debole per successioni
e tecniche di monotonia (OMM) dato che

la convergenza debole e il nonlineare
non vanno d’accordo!!!

OMM coinvolti:

o (3:IR—2R

e «a:(0,+40)—1R
e p=a!:R—R
e UV —1/¥, V>0

Si tratta effettivamente di OMM:

e [J per ipotesi
e p perché monotona e continua in tutto IR

e vper gli altri due si prolunga ponendo

V— 0 perd <0
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17 Antefatto (OMM)

Esempio importante di OMM

A: R — 2% OMM
S spazio di misura (misura finita)
H = L*(S).

Allora ¢ un OMM l’operatore A:H —2H

se u,v € H allora v € A(u) se e solo se

v(s) € A(u(s)) per q.o. s € S

Si usera S = €2 x (0,7) con la misura di Lebesgue e

~

si scrivera A anziché A.

Risultato importante

H Hilbert e A: H — 2% OMM
Up — U, Uy =0, v, € A(uy) Vn.

Se una delle convergenze e forte, allora v € A(u).
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18 Limite per ¢ — 0

Convergenza debole. Strumento:

Teoremi classici di compattezza debole,

cioe stime a priori.

Ma serve qualche convergenza forte. Strumento:

Immersioni compatte, cioe
varianti del Teorema di Ascoli.
Esempio: Teorema di Rellich,
cioe stime a priori per le derivate.

Dunque: tante stime a priori.

Grazie alle stime si ottiene {e,, \, 0} tale che

(7957 Ue, Xe, gs)zs:en — (197 u, X, f)

Grazie a certe convergenze forti, il limite risolve P.
Grazie all’unicita, tutta la famiglia converge.

Prossimo e ultimo lucido: esempio di stima.
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19 Limite per ¢ — 0

Esempio di stima (prima stima)

/0 (16(7))‘ v & (ue —ur + 9 — Ir)(7) i

+ /Ot (28(7))‘ 0 — 85X () dr

ove ur : 2 x (0,7) — IR e ¥r := p(ur).
Con tre pagine di calcoli si ottiene

1G] o 0,730y + 1B Lo 0 i )
+ el Lo 0.1 22 (02)) + el 20,7200 ()
+ [IXell Lo (0,711 (2)) T 10 Xell L2(0.7.12(0))
+e 2 |lu. — url| L2 0,1y
+ HVﬁé‘l_qHL?(O,T;L?(Q))
< costante
ove a e B sono “primitive” >0 di o e 0.
L’Analisi I implica
1/ <c(a?(r)+1) Vr>0
e si deduce

11/9e | 120,712 (q2) < costante
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