Metodi Matematici per I'Ingegneria
(Prof. Ugo Gianazza)

Esercizi in preparazione alla I prova in itinere
Dott. Antonio Marigonda !
Pavia, 9 Novembre 2007

1 Integrali di funzioni trigonometriche

Esercizio 1.1. Calcolare il seguente integrale al variare di n € NU {0}:

27 eint
| e
o ©+2cost

Soluzione 1.1. Poniamo z = e'’. Grazie alle formule di Eulero, si ha che cost = %(2 + %), pertanto l'integrale
richiesto vale

z" dz 1 z" d
A5+(z+1/z) iz 1L22+5z+1 =
dove v ¢ la circonferenza centrata nell’origine di raggio 1 percorsa in verso antiorario. La funzione integranda
f(2) = 2™ /(22 +5241) ¢ singolare per 22 +5z+1 = 0 ovvero nei punti z; = (—=5++v/21)/2 e 2o = (—5—/21)/2,
si tratta di poli semplici. Stabiliamo quali singolarita sono contenute all'interno di . Si ha |zo| = (5++/21)/2 >
5/2 > 1, quindi z; non ¢ interno a . D’altra parte, si ha |2 = (5—+/21)/2. Siha 5 —+/21 < 2, ovvero |z1| < 1,
perché 21 > 9, quindi 25 € interno a . E’ possibile pertanto applicare la formula dei residui:

1/7“2) dz = 27Res(f; 21).

I1 calcolo del residuo ¢ immediato:

Res(f;2) = Jim (=~ 21)/(z) =

L’integrale richiesto vale quindi:

54 2cost i on—1,/91
Esercizio 1.2. Calcolare il seguente integrale:

2m
/ e® sin(6t) dt.
0

Soluzione 1.2. Grazie alle formule di Eulero, si ha che e = cos(5t) + isin(5t), pertanto I'integrale richiesto
vale

2m int _ 21"
/ e gt - (55 V20)
0

27 27 2m
/ €51t sin(6t) dt = / cos(5t) sin(6t) dt + z/ sin(5t) sin(6t) dt.
0 0 0

Ricordando a questo punto che per m,n € N si ha:

2m 2m o
/0 cos(mz) cos(nz)dr = 5 /0 cos((m —n)x) + cos((m + n)x) de = { g 22 :Z ; Z ;
2m 2m o
/O sin(ma) sin(nz) de = % /O cos((m — n)zx) — cos((m +n)z) dz = { 0 e S v
2m 1 2m
/ sin(mx) cos(nz)dx = 3 / sin((m + n)x) — sin((m — n)x) dx = 0,
0 0
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si conclude che l'integrale richiesto e nullo.

Esercizio 1.3. Calcolare il seguente integrale:
27
/ eS(cos z+isinz) COS(I) dt.
0

Soluzione 1.3. Posto z = e'* = cosx + i sin x, grazie alle formule di Eulero, si ha che cosxz = %(z + %), pertanto
Iintegrale richiesto vale

1 1\ d 1 1 1 3z
7/63Z z4 - _—Z:—,/632(1+1/z2)dz:—./e?’zdz—l——_/e—dz,
2/, z) iz 2i J, 2i J, 2i J, 22

dove «y & la circonferenza centrata nell’origine di raggio 1 percorsa in verso antiorario. Poiché e3? ¢ olomorfa su
tutto C, si ha che il suo integrale calcolato lungo ~ ¢ nullo. La funzione 3% /22 presenta in zy un polo doppio.
Si ha pertanto

; 1 d e3?
Res(e**/2%,0) = — li <z2 . ) =3,

= 1m — —
1! z—0 dz 22

e l'integrale richiesto vale

L, ] 2miRes(e%%/2%;0) = 3
QE— Z—i. S . - .
% 722 % YIN2 S(e Z73 Y8

27 .
t
/ sm. gt
o 2-+sint

27 : 2m - 27
t sint + 2 — 2 dt
/ S dt:/ smife—s dt=2ﬂ'—2/ =
o 2+sint 0 2 +sint 0o 2+sint

Posto z = €', grazie alle formule di Eulero si ha sint = %(z —1/z), pertanto

2 .
1 2 1 1
o 2+sint v 24 5 0z yditz—1/z iz 5 diz+22—1 5 27+ 4diz—1

dove 7 & la circonferenza centrata nell’origine di raggio 1 percorsa in verso antiorario. La funzione f(z) =
1/(2% + 4iz — 1) @& singolare nei punti z; = i(—2 4+ v/3) e 2o = i(—2 — v/3), che sono poli semplici. Si ha
|z2| > 2 > 1, quindi z2 non & contenuto all’interno di . Invece |z;| = 2 — V3 < 1 perché 3 > 1, quindi z @
all’interno della regione di piano complesso delimitata da ~. Il residuo di f in z; € quindi:

Esercizio 1.4. Calcolare il seguente integrale:

Soluzione 1.4. Si ha:

1 1
Res(fi2) = Jimy (= /() = S, =

Si ha allora: s
1 . 4v3
4L mdz =4-2miRes(f;21) = 3

pertanto I'integrale richiesto vale 27(1 — 2v/3/3).

2 Integrali di funzioni razionali fratte

Esercizio 2.1. Calcolare il seguente integrale:

/3:52—6x+1
47dx.
R X +1



Soluzione 2.1. Consideriamo la funzione:

322 —6z2+1
2)="T_""-) zeC.
)= 0%
Essa presenta singolarita nei punti corrispondenti a z* = —1, ovvero nei punti z;, = e!("/4+t57/2) per k = 0,1, 2, 3.

Si tratta di poli semplici, essendo le quattro radici di z* + 1 = 0. Si ha che:

20 = Q(l +i), 21 = Q(—l —‘ri)7 2o = Q(—l — i), Q(l - Z)

2 2 2 2
Consideriamo il circuito yg nel piano complesso costituito dalla semicirconferenza centrata nell’origine e giacente
nel semipiano Im(z) > 0, di raggio R > 1/2/2, percorsa in senso antiorario a partire dal punto v = R fino al
punto w = —R e dal segmento congiungente w a w. Si osservi che su tale circuito non cadono singolarita di
f(2) e inoltre solo zy e z; cadono all’interno di esso. Inoltre, si ha che |f(z)| = O(|z|~2) perché il grado del
denominatore ¢ di due unita superiore a quello del numeratore, pertanto al tendere di R — +oo si ha che
I'integrale sul pezzo curvo di vr tende a 0 e l'altro tende all’integrale richiesto.
Pertanto e possibile calcolare I'integrale tramite la formula dei residui:

/Rf(x) dx = 2mi(Res(f; z0) + Res(f; 21)).

Trattandosi di poli semplici, il calcolo del residuo puo essere svolto nel modo seguente (si ricordi che 2} +1 = 0
peri=0,...,3):

Res(fiz) = lim (z—2)f(z) = lim (32> — 62 + 1) ;:ji = (327 — 6z +1) lim o 12):?24 -y
3z —06z+1
N 421‘3
dove si ¢ tenuto conto del fatto che 322 — 6z; + 1 # 0. Nel caso i = 0,1, osservando che 22 = i, 27 = —i,

20+ 21 =iV2, 20 — 21 = V2 e 2921 = —1 si ha:

/f(x)dx 2m(3z§—6z0+1 3z%—6z1+1):2m(3i—6z0+1 —3i—6z1+1>
R

423 423 4izg —4iz
. 31— 629+ 1 + —3i— 62 +1Y\ ™ —3i21 4+ 62021 — 21 — 3129 — 62120 + 20
o 2 Z0 —2Z1 o 2 —Z0%1
= g(—?ﬂ,zl — 21 — 3’62’0 + Zo) = g(—?)Z(ZO + Zl) + zZ0 — Zl) == 2(3\/5"' \/5) == 2\/§7T

Esercizio 2.2. Calcolare il seguente integrale:

z+5
dz.
/R(a:2+10x+26)(x+5—6i)2 v

Soluzione 2.2. Consideriamo la funzione:

z+5
z) = , z € C.
1) (224102 4+ 26)(z + 5 — 67)2
Essa presenta singolarita nei punti corrispondenti a (22 +10z+26)(z+5—6i)? = 0, ovvero nei punti z; = —5+1,
29 = =5 —1, 23 = =5+ 6i. Si ha che 21 e z3 sono poli semplici, mentre z3 € un polo di ordine 2. Consideriamo il

circuito g nel piano complesso costituito dalla semicirconferenza centrata nell’origine e giacente nel semipiano
Im(z) <0, di raggio R > |z1| = V/29, percorsa in senso orario a partire dal punto v = R fino al punto w = —R
e dal segmento congiungente w a w. Si osservi che su tale circuito non cadono singolarita di f(z) e inoltre solo
2z cade all’interno di esso. Inoltre, si ha che |f(z)| = O(]z|~3) perché il grado del denominatore & di tre unita
superiore a quello del numeratore, pertanto al tendere di R — 400 si ha che l'integrale sul pezzo curvo di v



tende a 0 e 'altro tende all’integrale richiesto.
Pertanto e possibile calcolare I'integrale tramite la formula dei residui:

/Rf(o:) dx = —2miRes(f; z2).

Trattandosi di poli semplici, il calcolo del residuo puo essere svolto nel modo seguente:

. zZ9 + 5 721
Res(f; =1 - = ~— = - ~— = —1/98.
(f;22) ZLHPEQ(Z 2)f(2) (22— 21)(22 + 5 —60)2  —2i(—Ti)? /
L’integrale richiesto vale pertanto: ‘
im
fl@)de = —.
/R 49
Esercizio 2.3. Calcolare il seguente integrale:
/ z+3
- dx
r (x4 30) (22 + 62 + 18)
Soluzione 2.3. Consideriamo la funzione:
z+3
z) = - , z e C.
1) (z +3i)(22 4 62 + 18)
Essa presenta singolaritd nei punti corrispondenti a (z + 3i)(22 + 6z + 18) = 0, ovvero z; = —3i, 20 = —3 + 3i,
z3 = —3 — 3i. Si tratta di poli semplici. Consideriamo il circuito vr nel piano complesso costituito dalla
semicirconferenza centrata nell’origine e giacente nel semipiano Im(z) > 0, di raggio R > |22| = V18, percorsa
in senso antiorario a partire dal punto v = R fino al punto w = —R e dal segmento congiungente w a w. Si
osservi che su tale circuito non cadono singolarita di f(z) e inoltre solo z5 cade all’interno di esso. Inoltre, si
ha che |f(z)| = O(|z|72) perché il grado del denominatore ¢ di due unita superiore a quello del numeratore,

pertanto al tendere di R — +o0 si ha che l'integrale sul pezzo curvo di yi tende a 0 e 'altro tende all’integrale
richiesto.
Calcoliamo i residui di f in 2z9. Trattandosi di poli semplici, il calcolo del residuo puo essere svolto nel modo
seguente:

, n+3 3 1 1+2i
: = 1 — = = = = — .
Res(fize) = lim (2 =2)f(:) = o = ~ 3 asiesz 3 6@i—1) 30

L’integrale richiesto vale:

x4+ 3 ™

/]R (z + 3i)(22 + 6z + 18) dr = 2miRes(f; 22) = 72(2 - 1)

Esercizio 2.4. Calcolare il seguente integrale:

6
/]R G+ 0@ 1)

Soluzione 2.4. Consideriamo la funzione:

6
z) = , z e C.
1) (z+20)(224+9) (2 — 44)
Essa presenta singolaritd nei punti corrispondenti a (z + 2i)(2% + 9)(z — 4i) = 0, ovvero 21 = —2i, z5 = 3i,
z3 = —3;, z4 = 44. Si tratta di poli semplici. Consideriamo il circuito v nel piano complesso costituito dalla
semicirconferenza centrata nell’origine e giacente nel semipiano Im(z) > 0, di raggio R > max |2o|, |z4| = V4,
percorsa in senso antiorario a partire dal punto v = R fino al punto w = —R e dal segmento congiungente w a

w. Si osservi che su tale circuito non cadono singolarita di f(z) e inoltre solo z3 e z4 cadono all’interno di esso.
Inoltre, si ha che |f(z)| = O(|z|~*) perché il grado del denominatore & di quattro unita superiore a quello del



numeratore, pertanto al tendere di R — +oo si ha che I'integrale sul pezzo curvo di yi tende a 0 e I'altro tende
all’integrale richiesto.

Pertanto & possibile applicare la formula dei residui.

Calcoliamo i residui di f in z9 e z4. Trattandosi di poli semplici, il calcolo del residuo puo essere svolto nel
modo seguente:

. 6 6 6 1
Restfiza) = i om0 = G e )G — 2~ Gt 20Gi+30Gi—4) 561 (=) 50
. 6 6 6 1
Res(fiza) = Jm(z=2)/(:) = N0~ G 2g(-1649) 6 (-0 W0
L’integrale richiesto vale
/]R o 22‘)(1’2(«5# 9@ = 47 dx = 2mi(Res(f; z2) + Res(f; z4)) = 47/35.

Esercizio 2.5. Calcolare il seguente integrale:

3z
RT +

Soluzione 2.5. Consideriamo la funzione f(z) = 322 > € C. Essa presenta singolarita nei punti corrispondenti

ZG+1 I
i /6+ikT /3

azl +1=0, ovvero z; = ¢ , 1 =0,...,5. Si tratta di poli semplici (inoltre le radici sono due a due

complesse coniugate). Si ha:

R I AR VE R V3 i VB

ATy tpRThAaS T AT T T BT h S Ty
Consideriamo il circuito yg nel piano complesso costituito dalla semicirconferenza centrata nell’origine e giacente
nel semipiano Im(z) > 0, di raggio R > max |2s],|24| = V4, percorsa in senso antiorario a partire dal punto
v = R fino al punto w = —R e dal segmento congiungente w a w. Si osservi che su tale circuito non cadono
singolarita di f(z) e inoltre solo 21, 22 e z3 cadono all'interno di esso. Inoltre, si ha che |f(z)| = O(|z|~*) perché
il grado del denominatore ¢ di quattro unita superiore a quello del numeratore, pertanto al tendere di R — 400
si ha che 'integrale sul pezzo curvo di vg tende a 0 e I'altro tende all’integrale richiesto.
Pertanto & possibile applicare la formula dei residui.
Trattandosi di poli semplici, il calcolo del residuo puo essere svolto nel modo seguente (si ricordi che 2% +1 =0
peri =0,...,3):

L . Nt PN z— 2z 322 11
Res(f520) = lim (= = 2) () = lim (3) 55 = (320) iy (o Gy = 55 = 5 3
dove si & tenuto conto del fatto che 322 # 0 per i = 0,...,5. Osservando che 23 =i, 23 = —i, 23 = i, si ha che

I'integrale richiesto vale:

3 : /1011
/Rimﬁ 1 dx = 2mi(Res(f;20) + Res(f; z1) + Res(f; 22)) = 2mi (22 5 + 22> = .

3 Applicazioni del Lemma di Jordan

Esercizio 3.1. Calcolare il seguente integrale:

sin(4x)
/R @2 =22+ 10)(z —51) &

Soluzione 3.1. Consideriamo le funzioni:
4iz —4iz

= Y7 f(2), g (2) = (22— 22+ 10)(z — 59)

e

(22 — 22+ 10)(z — 59)

97 (2) = =e 2 f(2), zeC.



Esse presentano singolarita nei punti corrispondenti a (22 — 22z +10)(z —5i) = 0, ovvero z; = 1+ 3i, 20 = 1 — 3i,
23 = bi. Si tratta di poli semplici. Si ha che il coefficiente a per cui g*(2) = €' f(2) & positivo, e nel semipiano
Im(z) > 0 cadono solo le singolarita z1 e z3. Si ha che il coefficiente « per cui g~ (2) = €*** f(2) & negativo, e nel
semipiano Im(z) < 0 cade solo la singolarita zo. Poiché il grado del denominatore di f & di due unita superiore
al grado del numeratore di f, &€ possibile applicare il lemma di Jordan, ottenendo che I'integrale richiesto e:

/ sin(4x) de - / eliz _ gmdiz de
r (22 — 22 + 10)(z — 5i)  Jr 2i(22 — 22 + 10)(z — 5i)

1 e4zm 1 e—4ix

= */ — dx — */ —dx
2i Jp (22 — 22 + 10)(x — 57) 2i Jr (22 — 2z + 10)(x — 51)

= 7(Res(g";21) + Res(g";23) + Res(97; 22))

Calcoliamo i residui di g™ e g~ Trattandosi di poli semplici, il calcolo del residuo puo essere svolto nel modo
seguente:

N ) n e4izl e4’i21 1 €4i712 6712 4 )
Res(ghiz) = lm(z=2)9" () = o S S =G 6247 30 ¢ 20
4izs —20 —20 —20
+. = 1. — + = € = € = — € = —e — 2
ReS(g 723) ZLHZlg(Z 23)9 (Z) (23 — 2’1)(23 — Zg) Z§ — 223+ 10 5(3 + 21) 65 (3 Z).
€—4iZQ e—4’i22 1 e—4i—12 6_12 )
Res(g™: = i — - = = = — = = — _418_.~
es(97522) dm (2= 22)9" () = 5 =) T Seii—s) 6 844 390¢ 879
Pertanto l'integrale vale:
sin(4x) e 2, 4 ) _s ) 4 .
do = (26 — 13i) — e~5(18 — 12i) — e~41(8 — 7)) .
/R (22— 22+ 10)(x —5i) 390 (™ B =e( i) =8 =)

Esercizio 3.2. Calcolare il seguente integrale:

63132
—dx.
/R 219z —61) "
Soluzione 3.2. Consideriamo la funzione:

. e3iz
9(2)2631 f(z):m7 zeC.

Si ha che il coefficiente « per cui g(z) = €% f(z) & positivo. La funzione f(z) & singolare nei punti corrispondenti
a (2249)(z—61) = 0 ovvero z; = 3i, 20 = —3i, 23 = 6i. Di queste singolaritd, solo z; e z3 cadono nel semipiano
Im(z) > 0. Poiché il grado del denominatore di f ¢ di due unita superiore al grado del numeratore di f, ¢
possibile applicare il lemma di Jordan, ottenendo che l'integrale richiesto e:

63”: ‘ . .
/R @2+ 9)(z — 6i) dr = 2mi(Res(g; 21) + Res(g; 22))

Calcoliamo i residui di g in 27 e in z3. Trattandosi di poli semplici, il calcolo del residuo puo essere svolto nel
modo seguente:

. e3iz e~ 9
Res(g;21) = Zhlgll(z —21)g9(2) = (21 — 22)(21 — 23) T
Bizo 3173 e 18
Res(g; = i - = - T ‘
es(g; 22) szIzls(Z 23)9(2) (23— 21)(23 —22) 2349 27

Pertanto l'integrale richiesto vale:

2mie? 1 i
9 2 3 )



Esercizio 3.3. Calcolare il seguente integrale:

/ sin 4x d
—d=.
r 22+ 62 + 14

Soluzione 3.3. Ricordando le formule di Eulero si ha che sin4z = (e?® — e=41) /(2i). Consideriamo quindi le
funzioni:

e4iz 6741'2

9t (2) = 26,114 et f(2), g ()= 216,114 ¢ Y2 f(2), zeC.
Esse presentano singolarita nei punti corrispondenti a 22 +6z+14 = 0, ovvero z; = —3+1iv/5, 20 = —3—iv/5. Si
tratta di poli semplici. Si ha che il coefficiente a per cui g*(2) = €'** f(z) & positivo, e nel semipiano Im(z) > 0
cadono solo la singolarita z;. Si ha che il coefficiente o per cui g~ (z) = €'®*f(z) & negativo, e nel semipiano
Im(z) < 0 cade solo la singolarita z. Poiché il grado del denominatore di f & di due unita superiore al grado
del numeratore di f, & possibile applicare il lemma di Jordan, ottenendo che I'integrale richiesto é:

sin 4x 1 edit _ gmdiz
———dr = — ) dx
r (22 + 6z + 14) 2i Jp (22 + 6z + 14)

1 64132 1 €—4i3:
[ af e,
2i Jr (2% 4 62 + 14) 2i Jr (2% 4 62 + 14)

= m(Res(g":21) + Res(g;22))

Trattandosi di poli semplici, il calcolo del residuo puo essere svolto nel modo seguente:

n n 641'21 642'21
Res(g™; 2 = lim(z—2z z) = = .
(g 1) z—>zl( l)g ( ) (Zl — 22) 22\/5
e—4i22 e—4’L22
Res(g7522) = lim (z— 22)9 (2) = =—

z— 29 (22 — Zl) 22'\/5 '

Pertanto I'integrale richiesto vale:

El 6—121—4\/5 _ 6121'—4\/5 B \/5#6_4‘/5 e—i12 _ gil2 B \/57re_4‘/gsin 192
NG 2i B 5 2i B 5

Esercizio 3.4. Calcolare il seguente integrale:

/ cos 2 d
—_——dx.
r T2 — 62 + 25

Soluzione 3.4. Ricordando le formule di Eulero si ha che cos2x = (e?* 4 ¢72®)/2. Consideriamo quindi le
funzioni:

esz e—21z

gt (2) = P 615 e f(2), g (2) = 2 6.5 e 2 f(2), zeC.
Esse presentano singolarita nei punti corrispondenti a 22 — 6z + 25 = 0, ovvero z; = 3 + 44, 2o = 3 — 4i. Si ha
che il coefficiente o per cui g7 (2) = €% f(z) & positivo, e nel semipiano Im(z) > 0 cade solo la singolarita z;. Si
ha che il coefficiente o per cui g~ (2) = €'®* f(2) & negativo, e nel semipiano Im(z) < 0 cade solo la singolarita
z2. Poiché il grado del denominatore di f € di due unita superiore al grado del numeratore di f, & possibile
applicare il lemma di Jordan, ottenendo che 'integrale richiesto e:

/ cos 2z d 1 / e2iT | g 2iw d 1 / e2iw do + 1 / e~ 2iw d
——dr = - | 5————do=z | 5———dx+ - | 5——dx
r (22 — 62 + 25) 2 Jp %2 — 62 + 25 2 Jp ¥%2 — 62 + 25 2 Jgp 2?2 —6x+25

im(Res(g";21) — Res(97;22))



Trattandosi di poli semplici, il calcolo del residuo puo essere svolto nel modo seguente:

+ . + e?i=1 et
Res(™sm) = Jlim (== 2)0"() = oy = 5
6721'22 6721'22
Res(g7:2) = lim (2 —2)g (2) = T
sloTin) = lmGo2 @)= gy =

L’integrale richiesto vale pertanto:
m 818 4 =618 - e 8 cos6
4 2 T4
Esercizio 3.5. Calcolare il seguente integrale:

/ cos 3 e
r (22 =22+ 2)(22+9)

Soluzione 3.5. Ricordando le formule di Eulero si ha che cos3z = (€3 4 ¢73%)/2. Consideriamo quindi le
funzioni:

3iz 673iz
97 (2) =

=¥ f(2), 9 (2) = (22 =224 2)(22 +9)

(22 —22+42)(22+9)

Esse presentano singolarita nei punti corrispondenti a (22 —2z+2)(22+49), ovvero z; = 1+14, 2o = 1 —1i, 23 = 3i,
z4 = —3i. Si ha che il coefficiente o per cui g7 (2) = €'®* f(z) @ positivo, e nel semipiano Im(z) > 0 cadono solo
le singolarita 21 e z3. Si ha che il coefficiente a per cui g~ (2) = €!®* f(2) & negativo, e nel semipiano Im(z) < 0
cadono solo la singolarita zo e z4. Poiché il grado del denominatore di f € di quattro unita superiore al grado
del numeratore di f, & possibile applicare il lemma di Jordan, ottenendo che 'integrale richiesto e:

=e 3% f(2), zeC.

/ cos 3x de — 1 / el 43I o
r (22 — 22 +2)(22 +9) T2 Jp (22 — 22+ 2) (22 +9)

B 1/ eBzx d N 1/ 6731'@ d
T 2 @20 +2)@2+9) " 2y (@t —22+2)@2+9)
= mi(Res(g";21) + Res(g";23) — Res(g7; 22) — Res(g™;24))

Trattandosi di poli semplici, il calcolo del residuo puo essere svolto nel modo seguente:

4 i e?)izl eBizl
R ; = i — = = .
es(g7; 1) ZLIIle(Z )97 (2) (21 — 22)(21 — 23)(21 — 24)  2i(2%+9)
. . 63i23 e3i23
R ; = 1 — = = .
es(g 7Z3) anzl3<Z Zg)g (Z) (2,’3 - Zl)(2’3 - 22)(2’3 - 24) (Z§ - 223 + 2)61
6731‘22 6732'22
Res(g7;22) = lim (2 —2)g (2) = = - :
es(g™5 22) ZLHQQ(Z 22)9°(2) (22 — 21)(22 — 23) (22 — 24) 2i(22 4 9)
e—3i24 e—3i24
Res(g~; = lim(z—2)g (2) = = .
es(g 724) anzl4<Z Z4)g (Z) (2’4 - Zl)(Z4 - 22)(24 - 2’3) (ZZ - 22’4 + 2)62

Pertanto I’integrale richiesto vale:
T (3€3iz1 63123 36—3izQ e—3iz4 )

6 z%+9+z§7223+2+ z§+9 +z§—224+2
Per semplificare quest’espressione, osserviamo che 22 = 2i, 253 = —2i, 23 = 27 = —9 quindi:
e3i#1 n e 3%z e373(9 — 2i) + e73173(9 + 24) _3€%(9 — 24) + e731(9 + 2i)
= = e
2249 2249 (9+ 2i)(9 — 20) 85
s 9631' . 22'631' + 96731' + 22‘6731' 4 18 63i+2673i — 4 e3i—2573'i
= =e
85 85
2 -3
= 25 (9cos3 +2sin3)
e3i%3 . e~ 3% B e3izs n e~ 3124 B e (=T +6i) +e (=7 —6i) B 14e~2
22—223+2 27-2x4+2  —T—6i —T+6i (=7 + 6i)(—7 — 61) 85



Allora l'integrale richiesto vale:

2e? 14e~? -3
z (3 c (9cos3+28in3)—e) = (27cos3 + 6sin3 — 7e~%).

6 85 85 255

4 Sviluppi, residui ecc...

Esercizio 4.1. Si consideri la funzione di variabile complessa:

f(z) =

cos z _
3 e /%,
23+ 8

Determinare le singolarita della f, classificarle e calcolare il relativo residuo (¢ molto utile osservare che la f ¢ la
somma di due funzioni). Scrivere quindi lo sviluppo di Laurent della f relativo a z = 0, precisandone l'insieme
di convergenza.

Soluzione 4.1. La funzione f & olomorfa in tutti i punti eccettuati quelli per cui 22 + 8 = 0, ovvero z, =
2eim/3+2k7/3 I = (0,1,2, e il punto z3 = 0. Si osservi che per k =0,1,2 si ha 2, = —8/2% 1 punti z, k=1,2,3

sono poli semplici. Ricordando che e=/# & olomorfa in un intorno di z; e cos z;, # 0:
Res(f;zr) = lim (2 —z;)f(2) = lim cos Z(z—i,%) + (2 — zp)e * = cos z;, lim (2 — 2)
z—zk zZ— 2z 2348 2=z (28 + 8) + (23 +8)

cosz  8coszp  2zZ(efr 4 eTi3k)

322 3z 3

Per quanto riguarda z3 si ha che si tratta di una singolarita essenziale, infatti cos z/(z% + 8) & olomorfa in un
intorno di 0 e in C\ {0} vale:

ez =14 i (—=1/2) — 14 i (*1)]6271@’

k! k!
k=1 k=1
pertanto Res(f; z3) = —1. Ricordando che:
> ZQn
cosz = Z(_l) —
n=0
1 I S B O B P € ) L
248 §1+§—gn§ 98~ —;23(n+1)z . se |z| <2,

Lo sviluppo di Laurent di f relativo a z = 0, che converge se 0 < |z| < 2, & il seguente:

> 22n > (=)™
1y, 1

_ J -k
= Z > (D" sty +1+Z P

k=0n+j=k

. k 1 37+21 — )k k
- Z(_l) Z 23G+1) © Tl +Z

k=0 n-+j=k k=1

Esercizio 4.2. Determinare e classificare le singolarita di

f(z) = exigf)

Calcolare il residuo del polo e scrivere lo sviluppo di Laurent relativo a z = 1 precisando I'insieme di convergenza.



Soluzione 4.2. La funzione presenta singolarita in z; = 1 e 29 = —1. Si ha che 25 & un polo semplice, in quanto
la funzione f(2)(z — 2z2) ¢ olomorfa in un intorno di ze. Pertanto il calcolo del residuo porge:

zZ—29 z — 1

Nel punto z; = 1 la funzione presenta una singolaritd essenziale: si ha infatti, posto w = (z — 1)},
e n
w
eXpw = 1 + Z F,
n=1

da cui
1 — (z—1)m™
(=" = <<z DY (n,)> ,

che al limite per z — 1 diverge per ogni m € N. La funzione ¢ olomorfa in B(1,2) \ {1}, ovvero nell'insieme
{z € C: 0<|z—1| <2} e pertanto in tale insieme la serie di Laurent relativa a z = 1 converge.

T DR Bt H) DL D= HEREIL gt
z = _— = = —_— = z — . —_
_ 1 z—1 Al k+1 1
(z 1)+2j:0 4! 21+ %5 = 2 = !
(oo} ; oo
(=1)* g w’ (=D* k—j
= 2 > -1 i > EETTICRV
n=0k+j=n n=0k+j=n

Esercizio 4.3. Calcolare il seguente integrale, dove C3(0) indica la circonferenza centrata in z = 0 di raggio

R = 2 e orientata positivamente
2z
e*—1
C2(0) 3z2(z+1)

Soluzione 4.3. La funzione integranda, che indicheremo con f(z) presenta singolaritd in zg =0 e 23 = —1. Si

noti tuttavia che
e -1 2

2 p—
z+1)2 22 3

i £6) = i

pertanto 0 & una singolarita eliminabile, e il prolungamento di f in 0 definito da f(0) = 2/3, rende la funzione
olomorfa in C\ {—1}. L’unica singolarita & pertanto il polo doppio z; = —1, che ¢ interno al cerchio centrato
in 0 di raggio 2. Calcoliamo il residuo di f in 21, trattandosi di un polo doppio si ha:

1d _od (e -1
Res(f;z1) = J{llﬁa(f(z)(z‘i‘l)%:zlinjl@ ( 32 )
(2673 3( 1)\ | —Ge?-3e P43 1-3
= lim = = .
z——1 922 9 3

L’integrale richiesto vale allora:

2] 1—3e?
/ 672 dz = 2miRes(f; —1) = omi— .
cs(0) 32(2 +1) 3

Esercizio 4.4. Determinare e classificare le singolarita della funzione di variabile complessa

() = 22 4 23 —sinz
T 195 T (2 + 12508

Indicato con T il rettangolo di vertici 5, 5 4+ 5i, —5 + 5¢, —5 percorso in senso antiorario, calcolare

/F (2) d=.

10



Soluzione 4.4. La funzione & singolare nei punti z® = 1254, ovvero zj, = 5e/™/6+2k7/3 ] — (01,2 e z3 = 125i. 1
punti zy = 5e*7/%, z; = 5¢"™/6 ¢ 2, = —5i sono poli semplici per la funzione, mentre z3 & un polo di ordine 3.
All’interno del rettangolo I' cadono solo zg e z1. Calcoliamo il residuo di f in questi punti:

2%(z — 20) 23 —sinz 2 1

5 == 1. - - 1. — —_— e — = —
Res(f3 20) Jim f(2)(z = 20) = lim a5 = 1250 (2= 20) 3 12m0)8 3:2 3
. ) 22(z — 1) 23 —sinz 2 1

Res(fizn) = Jim f(2)(z = 21) = lim (2 —1251) — (2 —1250) | (2 =21) (z +125i)3 322 3

L’integrale richiesto vale:
i

/ f(z)dz = 2mi(Res(f;20) + Res(f;z1)) = 3
r

11



Metodi Matematici per I'Ingegneria
(Prof. Ugo Gianazza)

Esercizi di Metodi
Dott. Antonio Marigonda 2
Pavia, 11 Dicembre 2007

5 Serie di Fourier

Esercizio 5.1. Si consideri la funzione f : R — R, 2m-periodica definita da

1. Scrivere lo sviluppo di Fourier in forma esponenziale.

2. Studiare la convergenza della serie alla f.

+oo
3. Determinare la somma della serie numerica Z (=1)"cp.
n=—oo
Soluzione 5.1. 1. Lo sviluppo in serie di Fourier di f in forma esponenziale ¢ dato da f =

—+o0

E cne™ dove

n=—oo

si ha per n € Z \ {0}:

27 ™ 2m ™ 27
w = oo [ awa= g ([Crwas [Tra) = L ([T [T2a) =

1 2m

—(4m+27) = 3.
T

) 1 T ) 2m ) 1 s ) 2 )
Cn = — ft)e ™ dt = — (/ ft)e ™ dt + f(t)e dt) = — (/ 4= dt+/ 2e~mt dt)
271— 0 27T 0 T 27T 0 P

. (4 [emt]: +2 [emt]iﬁ> = fi(2(e*“”r — 1)+ (e 2 — e M) = !

2T —mn —in mn

giacché €™ = ¢~ = (—1)". Pertanto:

+oo
L—(=D"
— 3 zn,.
f * n:z_:oo N c

n#0

2. La serie
+oo
1— (=" |
S(t) =3 -~ 7 eint,
(t) +n;m p—

n#0

converge alla funzione nel senso dell’energia perché:

T 0 ™
/ |f(t)|2dt:/ |f(t)|2dt+/O |£(t)]? dt = 167 + 47 = 207 < +o0.

—T —T

Per quanto riguarda la convergenza puntuale:

2 Antonio Marigonda, Dipartimento di Matematica F. Casorati, Universita di Pavia, Ufficio E22,
email: antonio.marigonda@unipv.it
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(a) per ogni t # km, k € Z, si ha che f & continua e derivabile in ¢, e quindi la serie di Fourier calcolata
per t # km, k € Z converge a f(t);

(b) per t = km, k € Z, si ha che f presenta una discontinuita di prima specie t, e f/'(kx™), f/(kn~
esistono entrambe finite. Siamo nel III caso del Teorema di convergenza puntuale, quindi:

flkn™) — f(kn™)
2

=3.

S(km) =

3. La serie numerica richiesta si ottiene valutando S(t) per ¢ = 7, e si ha S(w) = 3.
Esercizio 5.2. Si consideri la funzione f : R — R, 2m-periodica e pari definita da f(t) = g —t per t € [0,7].

1. Scrivere lo sviluppo in serie di Fourier di f;
2. Studiarne la convergenza;

3. Valutare la somma della serie in ¢ = 0.

Soluzione 5.2. 1. La funzione & pari, quindi f(t) = % + Z ay, cosnt. Si ha per n € N, n # 0:

n=1

a@ = & Wf(t)dti/()ﬂf(t)dto

™

1 (7 2 [T/m 2 ™ sinnt]” T sinnt
an = _ﬁf(t)cosntdt—;/O (2—t)cosntdt—7r({(2—t> - ]0—/0 - dt)
2 { COSTLt:| To2(1— (-1

- 2

nm n ™ n

0

Pertanto:

2 (1-(=n")
==y t.
f 2 2 cosn
Osservando che a, =0 se n =2k ¢ pari e a, = 4/(7m2) se n = 2k + 1 e dispari, si ha:

oo

f= % S (2K + 1)? cos (2K + 1)),

k=0

2. Si ha che la serie converge alla funzione nel senso dell’energia, perché la funzione & periodica e limitata.
Per quanto riguarda la convergenza puntuale, posto:

S(t) = % i (1_7&7;1)% cosnt,

si ha che:

(a) per ogni t # km, k € Z, si ha che f & continua e derivabile, quindi vi & convergenza puntuale
S(t) = f(t).
(b) per ogni t = km, k € Z, si ha che f & continua e presenta un punto angoloso, quindi anche in questo

caso S(t) = f(¢).

oo

4 1
3. In particolare, S(0) = f(0) = /2, concludiamo percid che g = ];) W, da cui si pud dedurre
= 1 w2
h —_— = —.
e kZ:O 2k+1)2 8

13



Esercizio 5.3. Si consideri la funzione u : R — R, 27-periodica che nell’intervallo (0, 27] vale

te (0,7/2)
ten/2,m)

€ [m,37/2)
0 € [37/2,2x].

u(t) :==

O w o

Dopo averne accuratamente disegnato il grafico, calcolare lo sviluppo di Fourier in forma trigonometrica.
Studiare quindi la convergenza della serie alla funzione. Infine calcolare la somma della serie numerica Y - | ay.

Soluzione 5.3. La funzione ¢ limitata e periodica, pertanto sviluppabile in serie di Fourier. Si ha per n € N\ {0}:

27 w/2 37/2 5
| uwae= [ 2aes [ sar) =2
0 0 g 2
27 1 /2 37 /2
/ ) cos(nt) dt = / 2 cos(nt) dt+/ 3cos(nt) dt
0 T \Jo m

. 37m/2
(2 Sm “ i3 rm(nt)] ) - i@sin(mr/z)+3sin(3mr/2)>

apg =

3=

(07% =

3=

3=

n s

51

_ sin(nm/2)

= (2 sin(nn/2) 4+ 3sin(—nn/2 4+ 2nm)) = %(2 sin(nm/2) 4+ 3sin(—nn/2)) = e

2m 1 w/2 37/2
/ u(t) sin(nt) dt = — (/ 2sin(nt) dt + / 3sin(nt) dt)
0 ™ \Jo Tr

(e )

= % (2 = 2cos(nm/2) + 3cos(nm) — 3cos(3nm/2)) = 24317 - 2cos(n7r7i72r) = Scos(Znm — nm/2)
2+ 3(—1)" — 5cos(nm/2)

nm

3=

Quindi si ha:

i sin mr/2) cos(nt) + 2+ 3(—1)" — 5cos(nm/2) sin(nt).

nm

»-lk\cn

Poiché w e limitata e periodica si ha che la sua serie di Fourier converge a f in energia. Per quanto riguarda
la convergenza puntuale, poiché u & continua e derivabile con derivata continua in ogni punto ad eccezione di
t = krw/2, k € Z, si ha che la sua serie di Fourier converge puntualmente a u(t) per ¢ # kn/2, e nei punti
t = km /2 converge alla media dei limiti destro e sinistro di u, ovvero converge a 1 per t = dkm e t = w/2(4dk+1),
e converge a 3/2 per t = (2k+ 1)m e t = w/2(4k + 3). La somma della serie richiesta si ottiene valutando la
serie di Fourier per t = 0, si ha allora

o0

Z sin ’I’Lﬂ'/ 2

Esercizio 5.4. Si consideri la funzione f : R — R, 27-periodica, pari, definita da

6
—t+3, t€0,m/2]
71'

»Jk\Cﬂ

f(t) = i
?(T&'—t), te (m/2,7).

Tracciare il grafico della f, scrivere lo sviluppo in serie di Fourier della funzione, verificare che converge alla
funzione nel senso dell’energia. Applicare infine I'uguaglianza di Parseval per calcolare la somma della serie

numerica Y oo, a2.

14



Soluzione 5.4. Poiché f e pari, si avra:

= % + ngl an cos(nt),

dove:

p /2 ™
w = 2 [ wa=2 f(t)dti</0 Ftydt + /2f<t>dt>

2 7r/2 ™ 12
_ 77(0 t+3> dt+/ﬂ/2(ﬂ(7rt)> dt)

2( 6 2 [12< t2)]” )
= = ——+3t + = (rt—- =

U T us 2 _—
2 371' 12 72 12 (72 w2\\ 15
T D)D)

/2 ™
ap = %/ f(t)cos(kt) d /f cos(kt) d i( f(t) cos(kt) dt + 7T/2]"’(15)(:os(l<:t)dt>

2 ”/2 T 12
= W(A t+3> cos(k:t)dt+//2 (W(w—t)> cos(kt)dt)
2 sin kt) ™2 /2 6 sin(kt) 12 sin(kt)]™ ™12 sin(kt)
- w<[ Y A () B e By

2 (6 7r 6 coskt]™? 6 | i 12 [ cos(kt)]”™
= w(ksm 2 ‘;m{ k ] —kSIH(k2)+m[‘ K L/Q)
_i(immmq);umhmmmo

2

= 5 (3cos(km/2) — 1 —2(— 1))

Allora si ha: -
1 12 3 2) —1—2(=1)k
sy = 104 12 5 3eos(km/2) S
4 2 k2

n=1

Posto:

N

15 12 3cos(km/2) — 1 —2(-1)F

SN(t) = Z + ﬁ E ( / )k2 ( ) COS(k‘t),
n=1

dato che f e limitata e periodica, si ha che

/ﬂU@Pﬁ<+m,

15



Nel nostro caso si ha:

/_T;If(t)Ith 2/Oﬂ|f(t)|2dt=2 (/Oﬂ/2|f(t)th—i—/ﬂ:2|f(t)|2dt>
= 2 /077/2 (it+3>2 dt+/7:;2 (f(w—t))zdt>
4

e ]
21w

pertanto la serie converge a f nel senso dell’energia, ovvero:

s

lim |f(t) — Sy ()|*dt = 0.

N—oo -

Per I'uguaglianza di Parseval si ha:

Nel nostro caso si ha:
225 o= o
33 = ? + 7;1 Ay
Pertanto la somma della serie numerica vale 39/8.

Esercizio 5.5. Si consideri la funzione f : R — R, 27-periodica, definita da

1

) = 3+ 2cost’

1. Scrivere lo sviluppo di Fourier di f in forma esponenziale.
2. Verificare il Teorema di convergenza puntuale in ¢t = 0.
Soluzione 5.5. 1. La serie in forma esponenziale é:
+oo
S(t) = Z cpe™,
n=—oo
dove al variare di k € Z si ha:
1 1 ™ efikt

= e *at = — | ———dt
Ck 27 f(t)e 27 J_. 3+ 2cost

—T

Poiché l'integrale del coniugato e il coniugato dell’integrale, si ha che ¢, = ¢_,, per ogni n € N. Pertanto,
dato n > 0, si ha:

1 /7r ekt it 1 / 2" dz
Cep = — ——dt = — -_—
2w J_. 3+ 2cost 27 Jizj=1 3+ 2+ 1/z iz

1 2"

— —dz
270 J)p=1 2%+ 32+ 1
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La funzione integranda ¢ singolare nei punti dove 22 + 3z +1 = 0, ovvero z; = (=3 + V5)/2, 20 =
(=3 — v/5)/2. Verifichiamo la loro posizione rispetto alla circonferenza C1(0) = {z € C : |z| = 1}. Si
ha |21]? = (3 — v/5)2/4. Poiché 3 — /5 < 1 (infatti v/5 > 2), si ha che (3 — /5)? < 1 e quindi |z;| < 1,
pertanto z; & interno a C1(0). Viceversa, |z2| = (3 +1/5)/2 > 3/2 > 1, pertanto 2y & esterna. Calcoliamo
il residuo della funzione integranda in z;. Trattasi di un polo semplice:

Res (z zl) = lim (z — 21) : = - (v5-3) :

22 4+3z+1’ 2521 22432+1 21— 29 on.\/5

Pertanto si ha
. _(V5-3)"

Ch =C p=Cpn=—"", co =
27\/5

-

Dunque:

e e = +
2n\f 25 VE o 2B

LSS e (S e LB

cos(nt).
n=1

2. Si ha che f € C*(R), quindi la serie di Fourier di f converge ad f puntualmente per ogni t € R. In
particolare, se t = 0 si ha f(0) = S(0) e quindi:

11 & (WE-3) 1 < (V5-3\" 1423 4
5:¢5+22n—1\/5:\/5<1+2,;< 2 ))zﬁ

n=1

Si ha che la serie dell’espressione precedente & una ridotta della serie geometrica di ragione z1, pertanto:

- TL_OO n 1_ 1 1_ Zl
Zzl_zzl_ _1721_ T 1z
n=1 n=0

Si ha quindi

1-z 1-z 2-22 5-+v5 5

Sostituendo nell’espressione S(0) il risultato ottenuto si trova proprio f(0).

ad 2 1 242 5—1 1
n=1

Esercizio 5.6. Si consideri la funzione f : R — R, 27-periodica, pari, definita da f(t) = 3(n+t) per t € [—m,0].

Dopo aver verificato che la f & sviluppabile in serie di Fourier, scriverne lo sviluppo. Utilizzando poi I'uguaglianza
oo
1

di Parseval, determinare la somma della serie numerica Z m
n

Soluzione 5.6. La funzione & periodica e limitata, pertanto ad energia finita e dunque sviluppabile in serie di

Fourier. Si ha: o o
T 3
/ |f(t)\2dt:2/ 9(w+t)2—18[(”;” } = 67°.

—T —T

Essendo f pari si avra

2y Z ay, cos(kt),

S(t) = 5
k=1
1" 2 [0 2 [° 6 [(x+0?]" _3
a = ;[ ft)dt = — 7f(t)dt:;/7 3(”+t)dt_ﬁ{ 2 ] r
an = %/ﬂ F(#) cos(kt) dt = 2 0f(ﬁ)cos(lmf)dt:i/0 3(m +t) cos(kt) dt
sin 0 0 sin cos 0
T

17



Quindi per k > 1 si ha che ar = 0 se k = 2n & pari e ar, = —12/(wk?) se k = 2n — 1 & dispari. Si ha quindi:

oo

3 12 <= cos((2n + 1)t
S(t) ; 2n_1 cos((2n—1)t):27r+ﬂy§((z(m~_—;)2)).

Per I'uguaglianza di Parseval si ha:

ovvero:

La somma richiesta vale pertanto 7#/96.

6 Trasformate di Fourier

Esercizio 6.1. Ricordando che H(t) = 1 per t > 0 e H(t) = 0 per t < 0, si calcoli la trasformata di Fourier
delle funzioni:

f1(t) = H(—t)te™, fa(t) = H(—t + 2)te, f3(t) = H(—t)te* cost.

Soluzione 6.1. Consideriamo la funzione f(t) = H(—t)e3!, ovvero f(t) = € per t < 0 e 0 altrove.

0 0
~ . . . 1
He ™t 4t 3t —iwt dt / (83—iw)t dt .
“) /Rf()e /_Ooe ¢ _Ooe 3 —iw

Poiché f1(t) = tf(t), si ha:

~ d ~ . d 1 . —1 1
hlw) =iz W) =2 (3 —iw) - <(3 —iw)2> T T B iw)e
Per quanto riguarda fa, si ha fo = t(H(—t + 2)e3(t=2eb) = teS f(t — 2), da cui:

- 60 [ 1 o] e B2
3 —iw (3i4+w)?

Per quanto riguarda f3, si ha f3 = t(H(—t)e3! (e + e~%)/2, da cui f3(t) = (f1(t)e" + fi(t)e~)/2, pertanto:

falw) = % (fﬂw— 1) “?1(“’“)) - _% ((3—1@1}— e (3—z'(ci+ 1))2) '

Esercizio 6.2. Si consideri la funzione f : R — R, pari, definita da

t+4, € [—4,-2]

1—1t/2, € [-2,0]
ft):==4q 1+t/2, t€(0,2)

4 - ta [ 4]

0, altrove.

1. Verificare che f ¢ F-trasformabile.
2. Elencare le principali proprieta che si possono ricavare su fdalla teoria, prima di calcolare f

3. Calcolare esplicitamente f

18



Soluzione 6.2. 1. f ¢limitata e nulla fuori dall’intervallo [—4, 4], pertanto ¢ immediato verificare che / |f(®)]dt <
R

400, e questo garantisce che f ¢ F-trasformabile.
2. Alcune proprieta della trasformata sono le seguenti:
(a) poiché f & pari e reale, allora fé pari e reale.
(b) per il Lemma di Riemann-Lebesgue, si ha fe C°(R) e wgrzf:loo f(w) =0.
(c) poiché f & nulla fuori da [—4,4], non solo f ma anche tf € L', quindi anche tf & trasformabile e si
ha tf = Z%f Pertanto %fe C°(R), quindi fe CL(R).

dk
dwk

(d) il ragionamento precedente pud essere iterato: per ogni k € N, si ha t*f € L', da cui t/’“? =k f
pertanto %}.fe C°(R), quindi f € C*(R). Quindi f € C®(R)

3. Un calcolo diretto a partire dalla definizione risulta molto difficoltoso. Un procedimento alternativo e il
seguente: si osserva che

1 1
J'(t) = X[oa,—9) () — 5 X[-2,0] (t) + 2 X[0.2] ~ X[2,4] (1), t#0,£2, 4.

Inoltre valgono le seguenti relazioni:

Xi—4,—2](t) = X[—1,1(t+3),  X[—2,01(t) = x(=1,u(t+3),  Xj0,21(t) = x(—1,u(t=1),  Xj2,4(t) = x[=1,17(t=3).

Percio si ottiene:

1 1
() = x1y(t+3) — X1 (t+1)+ X1 (t—1) = xj—1,11(t = 3).

Trasformando membro a membro e osservando dalle tabelle che:

— ~ — sinw

flt—to) = (u})e*iwtﬂ7 X[=1,1] t)=2 — F—iwf
si ottiene:
7 i W L1, ,
iwf(w) _ 251240 (e?’“" . §ew + §e_w _ e—3w>
_ 2sinw Y e3iw f.673iw - ieiw . ‘e*"‘“
w 21 %
_ o Snw (2sin(3w) — sin(w).
w
e quindi:

2
flw) = — sinw(2sin(3w) — sinw).
w
Esercizio 6.3. Calcolare la trasformata di Fourier della funzione f : R — C definita da
it
t) = 5—77—.
1) 2 —4t+8
Soluzione 6.3. Posto g(t) = 1/(t* — 4t + 8), si ha f(t) = g(t)e>. Per le proprieta della F-trasformata, si ha:
f(w) = §(w —5), dove:
+0o 1 ot
§(w) = —— e Wt
g(w) /_Oo t2—4t+86
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La funzione integranda @ singolare per t2 — 4t + 8 = 0, ovvero t; = 2 + 2i, ty = 2 — 2i. Per il lemma di Jordan,
si ottiene allora:

—iwt
2miRes (W, 24 2i> se w <0
i) = »
—2miRes (M, 2 — 2Z> se w > 0
Si ha:
e iwt elwt e—twty 677,'(2+2i)w 6(72i+2)w
R ——242i ) = lim(t—t = = . = . =
es(t2—4t+8 * Z> =) i) T h—h 4 4
et elwt e Wiz e(—2i—2)w
R ——2—2i | = lim(t—t = = .
o <t2 "4+ 8 Z) A=) T T hoh “4i

Pertanto si ottiene:
g(w) — 76—21’0.16—2“:.)\7
e il valore in 0 & determinato per continuitd (il teorema di Riemann-Lebesgue ci assicura che § & continua).
Quindi
f(w) _ ge_%(‘”_5)e_2“”_5|.

Esercizio 6.4. Data la fuzione f : R — R definita da

cos 4t — cos 2t

ft)= —

calcolare futilizzando opportunamente le tavole.

Soluzione 6.4. Possiamo riscrivere f nel modo seguente:

cosdt — 1 1—cos2t 1—cos2t 1 — cos4t
W=—— "t =~ ¢

Per le formule di bisezione, si ha 1 — cos 2t = 2sin®t e 1 — cos 4t = 2sin® 2t, da cui

. 2 . 2
sin“t  sin“ 2t
f(t):2< 2 _tz)

Dalle tavole si ricava che la trasformata di sin®(at)/t2, a > 0 &

T (a + %) X[—2a,0/(W) + 7 (a - g) X[0,2a] (W),
sostituendo nell’espressione della trasformata di f si ha il risultato richiesto.
Esercizio 6.5. Data la funzione f : R — R definita da

f(t) = e 81 + 442) sin(2¢),
calcolare futilizzando le relazioni fondamentali.

Soluzione 6.5. Si ha:
F(t) = M sin(2t) + 4t? (eI sin(2¢).

Dalle tavole si ricava che se g(t) = e~8I*l, allora §(w) = 16/(64 + w?), inoltre

1 . 1 .
— o8It 2%) — —8|t| ,2it —8|t| ,—2it
h(t) =e¢ sin(2t) 56 e e e

da cui:

. 1 16 16
Mw) =5 (64+(w—2)2 - 64+(w+2)2) |
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Esercizio 6.6. Si consideri f : R — C definita da

it
)= —
1®) (3+1it)(4 —it)
1. Verificare che f & F-trasformabile.
2. Calcolare f
Soluzione 6.6. Si ha: _
e41t 1
101 =| e = T
(34 1it)(4 —it) (9+1t2)(16 4+ t2)

Quindi

1
/R F(e)]dt = /]R (94 t2)(16 + t2) dt-

Tale integrale ¢ finito, perché f € C°(R) e all’infinito f ¢ asintotica a 1/t2, e cio assicura 'integrabilita. Per
quanto riguarda la trasformata, abbiamo f(t) = g(t)e*, con g(t) = 1/((3 +it)(4 —it)). Perco f(w) = g(w —4).

Si ha: » »
e*Z(A} e*Z(A}
g = —  _dt= — dt.
9(w) /R (3+it)(d—qt) /R (t — 3i)(t + 4i)
la funzione integranda e singolare in t; = 3i e to = —44. Calcoliamo il residuo:
efiwt efiwtl edw
Res | ———————=,1 = =
es((t—Si)(t+4i)’ 1> th—ta T
e—iwt e—iwt2 e—4w
Res | —————,¢ = = _
es ((t3z‘)(t+4z‘)’ 2) ty — 1y 7i
Per il lemma di Jordan, si ha:
e—iwt o
2miRes | ———————,t; | = —€* 0
i es((tBi)(t+4i)’1> —e se w <

9(w) =

e*iwt o
—27miRes [ —————— 5 | = e W >0
e es((t—3z)(t+4z) 2) 76 se w

Infine:

2
163(“}74) sew < 4

fw)=gw-4)=

277%74(“’*4) sew >4

Si osservi che e necessario prestare particolare attenzione alla traslazione di g.
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