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1 Funzioni lisce a supporto compatto

Lemma 1. Siano f ∈ C1(a, b) e g ∈ C1(b, c). Supponiamo che esistano
numeri y0, y1 ∈ R tali che

lim
x→b−

f(x) = lim
x→b+

g(x) = y0 (1)

lim
x→b−

f ′(x) = lim
x→b+

g′(x) = y1. (2)

Allora la funzione

F (x) =


f(x) x ∈ (a, b)

y0 x = b

g(x) x ∈ (b, c)

(3)

è di classe C1 su (a, b) e la sua derivata è data da

F ′(x) =


f ′(x) x ∈ (a, b)

y1 x = b

g′(x) x ∈ (b, c)

(4)
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Dimostrazione. La formula (1) dice che la funzione F è continua su (a, b).
Sappiamo inoltre che F è C1 su (a, b) e su (b, c) e che la derivata F ′ è ivi
data dalla formula (4). Resta da provare che F è derivabile anche in b e che
la derivata F ′(b) = y1. Seguirà immediatamente dalla (2) che F ′ è continua
su tutto (a, c), cioè che F ∈ C1(a, c). Per la definizione di F applicando il
teorema di de l’Hôpital otteniamo:

lim
x→b−

F (x)− F (b)

x− b
= lim

x→b−
f(x)− f(b)

x− b
= lim

x→b−
f ′(x) = y1.

Analogamente si verifica che

lim
x→b+

F (x)− F (b)

x− b
= y1.

Dunque

lim
x→b

F (x)− F (b)

x− b
= y1.

Pertanto F è derivabile in b e F ′(b) = y1.

Proposizione 2. Sia k ∈ N. Siano f ∈ Ck(a, b) e g ∈ Ck(b, c). Supponiamo
che esistano numeri y0, y1, . . . , yk ∈ R tali che per i = 0, 1, . . . , k si abbia

lim
x→b−

Dif(x) = lim
x→b+

Dig(x) = yi. (5)

Allora la funzione definita dalla formula (3) è di classe Ck su (a, b).

Dimostrazione. Il risultato è noto per k = 0. Procediamo per induzione su
k ≥ 1. Per k = 1 è stato dimostrato nel lemma precedente. Procediamo
per induzione su k. Sia k > 1 e supponiamo (ipotesi induttiva) che il
risultato sia vero per incollamenti di funzioni Ck−1. Siano f e g due funzioni
che soddisfano le ipotesi della proposizione. Poiché k > 1, esse soddisfano
anche le ipotesi del lemma precedente. Pertanto F ∈ C1(a, b). Per l’ipotesi
induttiva applicata alle funzioni f ′ e g′, la funzione

ϕ(x) =


f ′(x) x ∈ (a, b)

y1 x = b

g′(x) x ∈ (b, c)

è Ck−1 su (a, c). Ma per la (4) ϕ = F ′. Dunque F ′ ∈ Ck−1(a, c), ossia
F ∈ Ck(a, ).
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Corollario 3. Siano f ∈ C∞(a, b) e g ∈ C∞(b, c). Supponiamo che per
ogni i ∈ N esista un numero yi ∈ R tale che

lim
x→b−

Dif(x) = lim
x→b+

Dig(x) = yi. (6)

Allora la funzione definita dalla formula (3) è di classe C∞ su (a, b).

Dimostrazione. Basta applicare la proposizione precedente per ogni k ∈
N.

Teorema 4. Sia ϕ : R→ R la funzione definita dalla formula

F (x) =

{
0 x ≤ 0

e−1/x x > 0.

Allora ϕ ∈ C∞(R).

Dimostrazione. Sia f ∈ C∞((−∞, 0) la funzione identicamente nulla e g ∈
C∞((0,∞) la funzione g(x) = e−1/x. Dimostreremo che F è C∞ applicando
il corollario precedente alle funzioni f e g. È necessario dimostrare che i
limiti delle derivate m-esime di f e di g per x → 0 esistono, sono finiti e
coincidono. Poiché le derivate di f sono identicamente nulle, è sufficiente
dimostrare che per ogni m ∈ N

lim
x→0+

Dmg(x) = 0.

Cominciamo dimostrando che per ogni m ∈ N esiste un polinomio pm(t) ∈
R[t] tale che

Dmg(x) = pm

(
1

x

)
e−

1/x. (7)

Procediamo per induzione su m. Se m = 0 la formula (7) è vera se si sceglie
il polinomio (costante) p0(t) = 1. Supponiamo vera la formula (7) per m e
calcoliamo

Dm+1g(x) = D

[
pm

(
1

x

)
e−

1/x

]
=

= p′m

(
1

x

)(
− 1

x2

)
e−

1/x2 +
1

x2
pm

(
1

x

)
e−

1/x2 .

Poniamo

pm+1(t) = −t2 p′m(t) + t2 pm(t).
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Allora pm+1 è ancora un polinomio e

Dm+1g(x) = pm+1

(
1

x

)
e−

1/x2 .

È cos̀ı provata la (7). A questo punto possiamo calcolare

lim
x→0+

Dmg(x) = lim
y→+∞

pm(y)

ey
= 0.

È cos̀ı provato che tutte le derivate di f e di g tendono a 0 per x → 0,
dunque il corollario precedente assicura che F ∈ C∞(R).

Definizione 5. Se X è uno spazio topologico e f : X → R è una funzione,
il supporto di f è l’insieme

supp(f) := {x ∈ X : f(x) 6= 0}.
Corollario 6. Esiste una funzione monotona crescente f ∈ C∞(R) tale che
f−1(0) = (−∞, 0] e f−1(1) = [1,+∞).

Dimostrazione. Indichiamo con F una qualunque funzione liscia su tutto
l’asse reale e tale che F (x) = 0 per x < 0 ed F (x) > 0 per x > 0. Il teorema
precedente assicura l’esistenza di tali funzioni. Poniamo

ψ(x) = F (x)F (1− x).

La funzione ψ è liscia su tutto R, è strettamente positiva su (0, 1) e supp(ψ) =
[0, 1]. Sia

h(x) =

∫ x

0
ψ(ξ)dξ.

Allora h(x) = 0 per x < 0, mentre per x ≥ 1, h(x) = h(1) > 0. Inoltre h
è crescente su R ed è strettamente crescente su [0, 1]. Quindi 0 < x < 1 ⇒
0 < h(x) < h(1). La funzione

f(x) =
h(x)

h(1)

ha le proprietà desiderate.

Corollario 7. Esiste una funzione η ∈ C∞(Rn) tale che η(x) = 1 se e solo
se |x| ≤ 1 e supp(η) = B(0, 2).

Dimostrazione. Sia f la funzione costruita nel Corollario precedente. Po-
niamo η(x) := f(2−|x|). La norma è una funzione liscia su Rn\{0}, dunque
η è liscia su Rn \ {0}. Ma |x| ≤ 1 ⇔ 2 − |x| ≥ 1 ⇔ η(x) = 1. Per lo stesso
motivo supp(η) = B(0, 2). Siccome η ≡ 1 su B(0, 1), η è liscia anche in 0.
Dunque η ha le proprietà desiderate.
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2 Ricoprimenti localmente finiti

Questa sezione viene da [1, p. 187].

Proposizione 8. Ogni varietà differenziabile ammette una base numerabile
formata da insiemi relativamente compatti.

Dimostrazione. Sia B la famiglia degli aperti della forma ϕ−1(B(x, r)) dove
(U,ϕ) è una carta su M e B(x, r) ⊂ ϕ(U). Questi aperti sono relativamente
compatti perché ϕ−1(B(x, r)) = ϕ−1(B(x, r)). È facile verificare che questa
famiglia di aperti è una base della topologia di M . Sia poi B′ una qualunque
base numerabile diM . Allora la famiglia B′′ formata dagli elementi di B′ che
sono contenuti in qualche elemento di B è ancora una base ed è numerabile
perché B′′ ⊂ B′. Se V ′′ ∈ B′′, per definizione esiste un elemento V ∈ B
tale che V ′′ ⊂ V . Dunque V ′′ ⊂ V . Quindi V ′′ è compatto. B′′ è la base
cercata.

Lemma 9. Su ogni varietà differenziabile M esiste una esaustione in com-
patti, ossia una successione di compatti K1,K2, . . . tali che Ki ⊂ K̊i+1 per
ogni i e

⋃
iKi = M .

Dimostrazione. Sia {Pi} la base costruita nel lemma precedente. Poniamo
K1 := P 1. Supponiamo induttivamente di avere costruito i compatti K1 ⊂
K̊2 ⊂ K2 ⊂ K̊3 ⊂ · · · ⊂ K̊i ⊂ Ki. Sia r > 0 un numero tale che Ki ⊂
P1∪· · ·∪Pr. Poniamo Ki+1 := P 1∪· · ·∪P r. Allora Ki ⊂ K̊i+1. Procedendo
in questo modo otteniamo una successione di compatti che soddisfa per
costruzione la prima richiesta. Poiché

⋃
i Pi ⊂

⋃
iKi, anche la seconda

proprietà è verificata.

Definizione 10. Se A è un ricoprimento aperto di M , diciamo che un altro
ricoprimento aperto B è un raffinamento di A se per ogni B ∈ B esiste
A ∈ A tale che A ⊂ B.

Definizione 11. Una famiglia F di sottoinsiemi di M è localmente finita
se per ogni x ∈ M esiste un intorno W di x che interseca solo un numero
finito di elementi di F.

Lemma 12. Se A è un ricoprimento aperto di una varietà M , allora esiste
una successione di carte (Ui, ϕi) di M tali che

1. {Ui} è un raffinamento numerabile localmente finito di A;

2. ϕi(Ui) = B(0, 3);
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3. gli aperti Vi := ϕ−1i (B(0, 1)) ricoprono M .

Dimostrazione. Sia {Ki} una esaustione in compatti. Poniamo K−1 = K0 =
�. Per ogni i = 0, 1, 2, . . . facciamo la seguente costruzione. Supponiamo
che A = {Aα}α∈I . Per ogni α ∈ I e per ogni p ∈ (K̊i+2 − Ki−1) ∩ Aα
scegliamo una carta (Up,α, ϕp,α) tale che

1. p ∈ Up,α ⊂ (K̊i+2 −Ki−1) ∩Aα;

2. ϕp,α(p) = 0;

3. ϕp,α(Up,α) = B(0, 3)

Possiamo sempre trovare una carta del genere. Basta scegliere una carta
qualsiasi attorno a p, restringere il dominio, comporre con una traslazione e
una dilatazione e quindi restringere di nuovo il dominio. Poniamo

Vp,α := ϕ−1p,α(B(0, 1)).

Gli aperti Vp,α formano un ricoprimento di K̊i+2−Ki−1. Siccome Ki+1−K̊i

è un compatto contenuto in K̊i+2 − Ki−1, possiamo trovare degli aperti
Vp1,α1 , . . . , Vpni ,αni

che ricoprono Ki+1− K̊i. Poniamo per semplicità Vi,k :=
Vpk,αk

, Ui,k := Upk,αk
, ϕi,k := ϕpk,αk

. Ricapitolando, per ogni i = 0, 1, 2, . . .
abbiamo trovato delle carte ϕi,k : Ui,k → B(0, 3), k = 1, . . . , ni, tali che

Ui,k ⊂ Aα per un certo α ∈ I, Ui,k ⊂ K̊i+2 − Ki−1. Inoltre gli aperti

Vi,k = ϕ−1i,k (B(0, 1)) ricoprono Ki+1 − K̊i. Segue immediatamente che

M =
∞⋃
i=0

(Ki+1 − K̊i) ⊂
∞⋃
i=0

ni⋃
k=1

Vi,k

per cui {Vi,k} e {Ui,k} sono ricoprimenti aperti di M . Inoltre sono raffina-
menti di A. Resta da dimostrare che {Ui,k} è localmente finito. Osserviamo

che Uj,k ∩ K̊i 6= � ⇒ j ≤ i. Infatti se j > i, si ha Ki ⊂ Kj−1 dunque

Uj,k ∩ K̊i ⊂ (K̊j+2 −Kj−1) ∩ K̊i ⊂ Ki −Kj−1 = �. Dato x ∈M scegliamo

i tale che x ∈ K̊i. Allora gli aperti Uj,k con j > i non intersecano l’intorno

K̊i di x. Quindi gli aperti che lo intersecano sono in numero finito.

3 Partizioni dell’unità

Teorema 13. Sia A = {Aα}α∈I un ricoprimento aperto di M . Allora esiste
una successione di funzioni {fi} ⊂ C∞(M) tali che
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1. fi ≥ 0;

2. supp(fi) è compatto;

3. la famiglia {supp(fi)} è localmente finita;

4. per ogni i c’è un α ∈ I tale che supp(fi) ⊂ Aα;

5.
∑∞

i=1 fi ≡ 1.

Dimostrazione. Scegliamo (Ui, ϕi) e Vi come nel Lemma 12. Sia η ∈ C∞(Rn)
tale che η(x) = 1 se |x| ≤ 1 e η(x) = 0 se |x| ≥ 2. Definisco gi ∈ C∞(M)
nel modo seguente:

gi(p) :=

{
η
(
ϕi(p)

)
se p ∈ Ui

0 se p ∈M \ ϕ−1i (B(0, 2)).

Su Ui \ ϕ−1i (B(0, 2)) le due definizioni coincidono, dunque gi è ben defini-

ta. D’altronde è liscia sia su Ui che su M \ ϕ−1i (B(0, 2)), quindi è liscia
dappertutto. Evidentemente gi ≥ 0. Il supporto di gi è un chiuso conte-
nuto in ϕ−1i (B(0, 2)), dunque è compatto. Siccome supp(gi) ⊂ Ui, la fami-
glia {supp(gi)} è localmente finita, perché {Ui} è localmente finito. Quindi
g :=

∑∞
i=1 gi è una funzione liscia perché localmente è una somma finita di

funzioni lisce. Siccome esiste α tale che Ui ⊂ Aα, anche supp(gi) ⊂ Aα. Ora
osserviamo che M =

⋃
i Vi e gi ≡ 1 su Vi. Quindi g(p) > 0 per ogni p ∈M .

Poniamo fi := gi/g. Allora supp(fi) = supp(gi), quindi tutte le proprietà
dimostrate continuano a valere per le funzioni {fi}. Inoltre

∞∑
i=1

fi =
1

g

∞∑
i=1

gi = 1.

Lemma 14. Sia X uno spazio topologico e sia E ⊂ X un insieme con la
seguente proprietà: per ogni x ∈ X esiste un intorno Vx tale che E ∩ Vx è
chiuso in Vx. Allora E è chiuso.

Dimostrazione. Sia x ∈ Ē. Allora x ∈ Ē ∩ Vx. Ma Ē ∩ Vx è la chiusura di
E ∩ Vx in Vx e E ∩ Vx è chiuso in Vx. Pertanto Ē ∩ Vx = E ∩ Vx. Dunque
x ∈ E.

Lemma 15. Sia X uno spazio topologico e sia {Fi} una famiglia localmente
finita di sottoinsiemi chiusi. Allora anche F :=

⋃
i Fi è chiuso.
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Dimostrazione. Sia x ∈ X e sia W un intorno tale che I(x) := {i : W ∩Fi 6=
�} sia finito. Allora

F ∩W =
⋃

i∈I(x)

Fi ∩W,

che è chiuso in W perché è una unione finita di chiusi. Per il lemma
precedente F è chiuso.

Teorema 16. Sia A = {Aα}α∈I un ricoprimento aperto di M . Allora esiste
una famiglia di funzioni {fα}α∈I ⊂ C∞(M) tali che

1. fα ≥ 0;

2. la famiglia {supp(fα)} è localmente finita;

3. per ogni α ∈ I si ha supp(fα) ⊂ Aα;

4.
∑

α∈I fα ≡ 1.

Dimostrazione. Scegliamo una successione di funzioni {fi} come nel Teore-
ma 13. Per ogni i ∈ N esiste un α ∈ I tale che supp(fi) ⊂ Aα. Scegliamo un
tale α e chiamiamolo τ(i). In questo modo abbiamo definito una funzione
τ : N→ I tale che per ogni i ∈ N si ha supp(fi) ⊂ Aτ(i). Ora poniamo

fα :=
∑

i∈τ−1(α)

fi,

dove si intende che fα = 0 se α 6∈ τ(N). Le proprietà (1) e (4) sono ovvie.
Ci restano da dimostrare le proprietà (2) e (3). Sia p ∈ M e sia W un
intorno di p tale che supp(fi) ∩W = � se i ≥ i0. Allora supp(fα) ∩W = �
se α 6∈ τ({1, 2, . . . , i0}). Dunque la famiglia {supp(fα)} è localmente finita.
Infine osserviamo che l’insieme {p ∈M : fα(p) 6= 0} è contenuto nell’insieme

F :=
⋃

i∈τ−1(α)

supp(fi).

Questo insieme è una unione localmente finita di chiusi, dunque è un chiuso.
Pertanto anche supp(fα) ⊂ F . Ma F ⊂ Aα. Ciò dimostra la proprietà
(3).

Una famiglia di funzioni come le {fi} del Teorema 13 o una famiglia di
funzioni come le {fα} del Teorema 16 è chiamata una partizione dell’unità
subordinata al ricoprimento A.
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